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Un punto material M de masa m, pesado, se mueve
sin rozamiento sobre una esfera de centro O y radio R
con ligadura bilateral. El punto M estd unido mediante
una goma eldstica de longitud natural cero y constante

de rigidez k al punto A de la esfera (OA es la vertical
ascendente). La goma se apoya en todo momento sobre
la cara exterior de la esfera.

Se pide:

1. Determinar la funcién potencial de la que derivan las fuerzas directamente aplicadas
al punto.

2. Determinar las integrales primeras de donde se deduce el movimiento del punto para
unas condiciones iniciales arbitrarias.

3. Determinar qué condicién debe verificar k y qué condiciones iniciales se necesitan para
que el punto describa el paralelo correspondiente a ¢ = 60°.

4. En el caso particular en el que £ = mg/R y las condiciones iniciales sean ¢ = 60° y
el punto se lance con una velocidad inicial vy tangente al paralelo correspondiente, se
pide:

a) Justificar razonadamente si el punto inmediatamente después del instante inicial
subird o bajara.

b) Calcular la reaccién normal de la esfera en el instante inicial.

1.- Las fuerzas aplicadas sobre M son el peso P de la particula, la fuerza elastica desarro-
llada por la goma F' y la reaccién normal R. Estas fuerzas se pueden expresar en un sistema
de coordenadas esféricas del siguiente modo:

P = —mg(cos pu, — sen g u,)
F = —-kAMu, = —kRypu,
R=Nu,

052prob.tex



La funciéon potencial asociada a la fuerza F' resulta:

2
VF=—/F-dr=/kR2godg0:kR2%,

sabiendo que dr = dru, + Rdpu, + Rsen¢df uy. La funcién potencial que se deriva del
peso P es

Vp =mgz = mgRcos ¢

por lo que la funcién potencial de la que derivan las fuerzas aplicadas al punto es:

2
V= kRQ% + mgRcos ¢

2.- Las fuerzas directamente aplicadas derivan de potencial y el trabajo de la reaccién es
nulo por lo que se conserva la energia. Asimismo tanto la fuerza elastica como la reaccién
cortan el eje vertical y el peso es paralelo al mismo. Por lo que el momento de las fuerzas
con respecto a dicho eje vertical es nulo y se conserva, por tanto, el momento cinético con
respecto a dicho eje. Las dos integrales primeras se expresan del siguiente modo:

1 . 2
E=T+V = §mR2(¢2+925en2 ®) +kR2% + mgRcos ¢ (1)
H, = (r Amv) -k = mR*)sen® ¢ (2)

3.- Para que la particula describa el paralelo correspondiente a ¢ = 60° la velocidad inicial
debe ser tangente a dicho paralelo vy = vy uy.
De (2) se deduce que la particula describe el paralelo con velocidad constante
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La aceleracion de la particula es exclusivamente centripeta, siendo la ecuacién dindmica

2 3 1
F+P+R=mv—0(—§ur—§uw), (3)
p

donde p = Rv/3/2 es el radio de curvatura del paralelo. Las dos ecuaciones resultantes de
proyectar (3) en la direccién meridional y radial son, respectivamente:

T V3 muv?
—kRZ + mg¥? = - 4
3 973 RV3 4)

2

mg mu;
T2 TR (5)

De la ecuacién (3) se deduce que para un valor de k£ dado, para que el movimiento sea
posible, la velocidad inicial vy debe cumplir la relacién siguiente:
mR?

%= \/g(k — Kerit) (6)

3V3 . - "
donde k..;; = mgﬁ, valor critico de k£ que equilibra estaticamente el peso, de manera que
i

la particula pudiese quedar en reposo en # = 60°. De esta misma ecuacion se deduce que
debe cumplirse k > k..



4.- Se verifica que k > k.., pero la velocidad inicial no cumplira en general la condicién
(6), por lo que el movimiento no se mantendra horizontal en el paralelo. Para calcular si
sube o baja hay que considerar adicionalmente en la ecuacién dindmica (3) los términos
de aceleracién debidos a la variacién de . Puesto que en el instante inicial es ¢ = 0 (la
velocidad es horizontal), el dnico término de aceleracién a anadir es R¢ u,, resultando la
ecuacién dindmica en direcciéon meridional

V3 mu?

T
—kR—+mg— = — + mRop. 7
5 T mg IV @ (7)

2
WR3(/§ — kerit) tenderd a bajar (¢ > 0) y tenderd a subir (¢ < 0) si la

Por tanto si v§ >

m
desigualdad tiene signo contrario.

La reaccién en el instante inicial se puede deducir directamente de la ecuacién (5) resul-
tando:



