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El dispositivo de la figura consta de un disco de radio R y
masa m que rueda sin deslizar sobre un plano inclinado (II)
un angulo 30°. El centro O’ del disco estd unido mediante una
articulacion a un punto fijo O a través de una barra de longi-
tud 2R y masa m. La posicién de la barra se define mediante
el dngulo € que forma su proyecciéon sobre el plano inclina-
do y una linea de maxima pendiente del mismo. La barra se
mantiene en todo momento paralela al plano inclinado.

Se pide:

1. Tensor de inercia del conjunto en O.
2. Expresién del momento cinético Ho en funcién de 6 y 6.

3. Expresién del momento de las fuerzas externas en O (se deberd considerar que la
reaccién del plano inclinado (IT) sobre el disco estd contenida en todo momento en el
plano de éste ltimo).

4. Ecuaciones de Euler del movimiento.

5. Expresar las reacciones y la ecuacién dindmica exclusivamente en funcién de 6 y sus
derivadas.

6. Justificar que el movimiento que se produce es de tipo pendular.

7. Integrales primeras del movimiento.

1. Se define el triedro mévil Oxyz de la forma siguien-

te: el eje Ox coincidente con la direccion OO’, el eje 0
Oz ortogonal al plano II hacia arriba y Oy ortogonal a |
los dos anteriores formando un triedro a derechas. En |
la figura adjunta se representa la proyeccion del sistema |
sobre el plano inclinado II, indicando asimismo las com- !
ponentes del peso, que llevan la direccién de la recta de :
maxima pendiente. |

mgsen 3

Las direcciones asi definidas son principales de inercia de modo que el tensor de inercia
I, expresado en este triedro es diagonal, siendo los momentos principales de inercia:

1
A= EmR2
1 1 67
B=C= ZmR2 +m(2R)? + gm(QR)2 = EmR2

disco barra



2. La velocidad angular del dispositivo no tiene componente segiin y, por lo que:
Q = i + k.

La condicién de rodadura sin deslizamiento entre el disco y el plano impone el cumplimiento
de la siguiente relacién: _ .
Ro+2R0=0 = ¢=-20,

de modo que el momento cinético H resulta:

Ho=1,-Q=mR(—i+ %k)

3. Sea (3 = 30° el dngulo que forma el plano II con la horizontal. Las fuerzas exteriores
actuantes son el peso del disco Py, el peso de la barra P, y la reaccién del plano sobre el
disco R:

P, = P, = mgsen cosfi — mgsen senflj — mgcos Bk;
R=R,j+ Rk,

donde R, = 0 ya que el enunciado especifica que la reaccién del plano estd contenida en el
plano del disco.
El momento de las fuerzas externas en O es:

Mo =2RiNP,+ RiNPy,+ (2Ri — RE) A R
de modo que las componentes en el triedro Ozyz son las siguientes:

M, = RR,
My, = -2RR, + 3mgRcos 3
M, =2RR, — 3mgRsen sen 0

4. La ecuacion vectorial Hp = M, define las ecuaciones de Euler del movimiento de
modo que:

dHo (dHO

Ok N H
dt dt )rel+ ©

dt
0k A Hp = —mR26%j

H ..
<d 0) = mR*H(—i + 6—7k)
rel 12

igualando con las componentes del momento de las fuerzas en O expresadas en el apartado
anterior, las ecuaciones de Euler del movimiento resultan:

—mR% = RR,
—mR*0?> = —2RR, + 3mgRcos (3 (1)
67 ..
mRQEQ = 2RR, — 3mgRsen 3sen 0



5. Despejando en (1), se deduce la ecuacién dindmica y las reacciones:

. 36gsen 3 .
0+ W enf =0
R, = —mRf
3 1 ”
R, = 3™g cos 3 + imRO

6. Se comprueba ficilmente que la ecuacién dinamica es expresable como una ecuacién
pendular del tipo: )
6+ w?senf =0
donde
18¢

_ o 2:
para 8 = 30°, w iR
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7. La integral primera del movimiento corresponde a la conservacién de la energia, debido
a que la reaccién no produce trabajo y los pesos derivan de un potencial, por tanto:

E=T+V

Tomando como origen de potencial gravitatorio el plano horizontal que pasa por O, las
expresiones resultantes son:

1 91 .
T=-Ho Q= _—mR**

V = —-2mgRcosfsen 3 —mgRcosfsen 3
91

E = ﬂmRQé2 — 3mgR cosfsen 3



