ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS (MADRID)
Mecanica
PROBLEMA PUNTUABLE (6 de Mayo de 2003)

Apellidos Nombre N.° Grupo

Una circunferencia ¢ de masa M y radio R
tiene un movimiento de traslaciéon de mane-
ra que su centro C' se mueve sobre un recta
horizontal lisa, estando C' unido a un punto
fijo O mediante un resorte de constante k y
longitud natural nula. Otra circunferencia ¢
de masa M y radio r rueda sin deslizar sobre
la circunferencia ¢, estando unidos los cen-
tros de ambas por una varilla CC’ de masa
igualmente M.

Se pide:

1. Ecuaciones diferenciales del movimiento

2. Linealizacién de las ecuaciones para las pequenas oscilaciones en torno a la posicién de
equilibrio estable.

3. En el supuesto del apartado anterior, calcular las frecuencias propias para el caso en que
R=ryk=Mg/ir

1. Sean zx la distancia de C' al punto fijo O y 0 el dngulo que forma C'C’ con la vertical. La
energia cinética de la circunferencia de centro C es:

1
To = 5Mg;~2 (1)
La energia cinética de la varilla CC" vale:
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Teer = =M | &% + ﬂéﬂ + (R +7r)ifcosd ) + ——M(R+r)*6? (2)
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y la de la circunferencia de centro C”:
1 . . 11
Ter =M (:)‘32 + (R+1)%0* + 2(R + r)if cos 9) + §§Mr2w2 (3)

La velocidad angular w del disco C” se obtiene imponiendo la condicién de rodadura sin
deslizamiento sobre el disco C'. Para ello se establece que el punto de contacto de ambos discos
es el CIR del movimiento del disco C” relativo al disco C:

wr =0(r + R) :>w:r+R6’ (4)
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Sustituyendo (4) en (3) y operando, se obtiene la energia cinética del sistema:
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T=Tc+Teer +Ter = §M$2 + EM(R + 7)%0% + 5M(R + 7)i6 cos 0 (5)



El potencial V' se obtiene considerando la energia elastica del muelle y la energia potencial del
disco C" y de la varilla CC’, ya que la energia potencial del disco C' es constante:

R+r

1
Vzék:xQ—Mg cos — Mg(R+r)cosf (6)

La expresion de la funcién Lagrangiana se obtiene a partir de (5) y (6) haciendo L =T — V.
Derivando la funcién lagrangiana se obtienen las ecuaciones diferenciales del movimiento:
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dt(ag) 50 0; 2M(R+r):ccos€+ 6M(R+7’)9+2Mg(R+r)sm 0 (8

2. En la posicion de equilibrio estable x = 0 y 8 = 0. Sustituyendo sinf) ~ 6 y cosf ~ 1
en (7) y (8), y despreciando los infinitésimos de orden 2 y superior se obtienen las ecuaciones
diferenciales linealizadas para las pequenas oscilaciones en torno a la posiciéon de equilibrio:

3Mi + gM(R +7)0+kr =0 (9)
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§M(R+r)9'é+ E1\4(}?,+r)29+ §Mg(R+r)9 =0 (10)

3. Sustituyendo R =r y k = % en (9) y (10), y expresando el sistema de ecuaciones en

forma matricial:
3M  3Mr i Mo z\_ [0
<3M7~ 2—ng2){§}+(0 3Mgr){9}_{0} (11)

Las frecuencias propias w son las raices de la ecuacién:
| —w’M + K| =0 (12)

Operando:

2
—0= 156w — 13022 +9L =0  (13)
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—3W2Mr _ 22w23Mr2 + 3Mgr

Finalmente, resolviendo la ecuacion bicuadratica anterior se obtienen las frecuencias propias:
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