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Un sólido está formado por una varilla de masa m y lon-
gitud R, perpendicular a un disco de masa m y radio R, a
cuyo centro se halla soldada por un extremo. Asimismo,
en el borde del disco está soldada una partícula de masa
igualmente m.
El sólido se mueve de forma que el extremo O de la varilla
está �jo, y ésta permanece en el plano horizontal (θ =
π/2), siendo la velocidad de precesión constante de valor
ψ̇(t) = ω. Se pide:

1. Tensor de inercia en O

2. Expresión de la velocidad de rotación.

3. Ecuaciones de Euler del movimiento.

4. Discutir la existencia de integrales primeras.
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1. De�nimos un triedro del sólido, con origen en O, tal que Oz
coincide con el eje de revolución de la peonza, y Ox lleva la direc-
ción del radio del disco que pasa por la masa puntual m.
En estos ejes, la expresión del tensor de inercia en O es:
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donde se ha tenido en cuenta la contribución de la varilla, del disco
y de la masa puntual. Para los dos primeros, los ejes considerados
son direcciones principales de inercia, mientras que la masa pun-
tual tiene momento de inercia no nulo respecto de los tres ejes y
producto de inercia Pxz no nulo.
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2. La velocidad angular es:
Ω = ωK + ϕ̇k (2)

Para expresarla en el triedro del sólido tenemos en cuenta que:

K = senϕi+ cosϕj (3)

resultando:
Ω = ω senϕi+ ω cosϕj + ϕ̇k (4)



3. Las ecuaciones de Euler se obtienen aplicando el teorema del momento cinético en O:

MO =
dHO

dt
(5)

La expresión del momento cinético en O es:

HO = IOΩ = mR2
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Ahora derivamos HO respecto del tiempo, teniendo en cuenta que lo tenemos expresado en
un triedro móvil:
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Ω ∧HO = mR2
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El momento en O de las fuerzas aplicadas es:

M act
O = mgR(cosϕi− senϕj)︸ ︷︷ ︸

disco

+mgR/2(cosϕi− senϕj)︸ ︷︷ ︸
varilla

+

mgR(cosϕi− senϕj)−mgR cosϕk︸ ︷︷ ︸
masa puntual

(10)

Asimismo, en la expresión (5) es necesario considerar los momentos reactivos que mantienen la
varilla horizontal (Mθ) y que hace girar el sólido con velocidad ω constante (Mψ):

M reac
O =Mψ(senϕi+ cosϕj) +Mθ(cosϕi− senϕj) (11)

Sustituyendo (8, 9, 10, 11) en (5), se obtienen las ecuaciones de Euler:
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4. No existen integrales primeras. Debido al movimiento impuesto con ω constante no se
conserva la energía mecánica del sistema ni la proyección del momento cinético sobre el eje
vertical. Asimismo, por no ser un sólido de revolución tampoco se conserva la proyección del
momento cinético sobre el eje móvil Oz.
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