ESCUELA DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS (MADRID)

, Mecanica
PRACTICA PUNTUABLE C1 (19 de octubre de 2010)
Apellidos Nombre N.° mat.

Se considera un elipsoide de revolucion de semiejes a y ¢, definido por las ecuaciones pa-
ramétricas en coordenadas cilindricas:

p=acosf; z=csenf.

Sobre el elipsoide se mueve con ligadura bilateral y lisa una particula pesada de masa m. Se
pide:

1. Ecuaciones diferenciales del movimiento (de orden 2).

2. Se desea obtener un movimiento en una trayectoria horizontal; calcular en qué casos son
posibles dichas trayectorias, la velocidad necesaria de la particula, y el valor de la reaccion.

3. Se lanza la particula desde z = 0 con velocidad horizontal vy = y/2ga; obtener las alturas
minima y maxima de la trayectoria.

81. En primer lugar resumimos las ecuaciones béasicas que definen la geometria de la super-
ficie. La ecuacién intrinseca del elipsoide en coordenadas cartesianas orientadas segun los ejes
principales del mismo y en cilindricas es respectivamente
2 2 2 2 2
atata-l Gra=h o
a a c a c
donde se tiene en cuenta p = x? + y?. El meridiano del elipsoide es una elipse cuyos ejes son
los de las coordenadas p y z respectivamente, generdndose el elipsoide por revolucién de dicha
elipse.
Paramétricamente el elipsoide se puede definir mediante dos coordenadas, 3 contenida en
la definicién del enunciado y 6 de las coordenadas polares. De esta forma, en cartesianas seria

x =acosfcost; y = acosSsend; z=csen[3. (2)

La normal a la superficie en un punto esta contenida en el plano meridiano y por tanto puede
calcularse como gradiente de b:

2p 2z
a2

V=

2
k=—cosfu,+ —senfk (vector no unitario). (3)
a c

Por ultimo, se pueden obtener dos vectores tangentes al elipsoide segiin las lineas coorde-

nadas (0, §):

% = acos f(—senf i+ cosfj) = acosfug

(4)
g—; = —asen ff(cosft +senbj)+ccosfk =—asenfu,+ccos k.

Estos vectores tampoco son unitarios, y se comprueba facilmente que el producto (0r/05) A
(0r/08) es un vector normal paralelo a (3)).
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Las fuerzas sobre la particula son el peso y la reacciéon normal:

cos 3 sen 3 k:) |
a

u, +
p c

(5)

siendo A un multiplicador de valor a priori desconocido que define la magnitud de la reaccién
normal. Proyectando segun la base fisica en cilindricas,

F——mgk—i-N——mgk—l—)\(

cos 3 sen [

F,=\ ; Fy=0; F.=—mg+ A , (6)
a c
y teniendo en cuenta las componentes de la aceleracion, resultan las ecuaciones
cos 3 . .
A—==m(p— pbt?); (7)
0 =m(2p6 + pb) ; (8)
—mg + Asenﬁ =mz. 9)

Estas tres ecuaciones junto con la de la superficie b plantean el problema para resolver las
4 incognitas (p, 0, z, ). Sustituyendo las expresiones de (p, z) en funcién del pardmetro 5 se
expresan en funcién de (0, §):

)\COSB :ma(—senﬂB—cosBBQ—008592), (10)
0 :ma(—256n559+cosﬂé), (11)
—mg + )\selgﬁ = me(cos B 5 —sen 8 5?) . (12)

Por 1ltimo, se puede eliminar la reaccién incognita A proyectando estas componentes segtn el
vector tangente dr/0f3, resultando:

— mgecos B = m[(—a’sen® B + ¢ cos® B)3 — (a* + ¢*) sen S cos § 2 — a®sen fcos f62]. (13)
Esta dltima ecuacién junto con definen la dinamica en funcién de las coordenadas libres
en la superficie (6, 3).

82. La trayectoria horizontal serd una circunferencia, con z, p y 5 constantes. De @ se deduce

c
& MY en B’ (14)

y sustituyendo en obtenemos

c/a

tef=—gL% <0, (15)

pt?
de donde se concluye por una parte que la velocidad 0 serd constante en el movimiento, y por
otra que el angulo 8 ha de ser necesariamente negativo, es decir la trayectoria circular solo se
puede desarrollar en la mitad inferior del elipsoide (—7/2 < 5 < 0). El valor de la velocidad
angular en esta circunferencia puede expresarse como

- c/a c c?
= — = — — (] — 1
4 9 e~ Y (16)

a?sen 3 ~ Va2
Teniendo en cuenta el valor de \ de se obtiene de la reaccion normal de la superficie:

2
N:mgwl—l—c—QcothB. (17)
a




83. Las condiciones inicialeszon z =2 =0,p=a,p=0y 0 = \/2g/a. Se conserva la energia
E =T +V puesto que el peso es conservativo y la superficie lisa:

1 .
E = §m(p2 + p*0? + 2*) + mgz = mga. (18)

Por otra parte, todas las fuerzas bien cortan al eje Oz bien son paralelas a él, por lo que el
momento cinético respecto a este eje es constante:

H., = mp*0 = ma\/2ga . (19)
Eliminando 6 en (19) y sustituyendo en (I8

1 2¢ga®
5m (,0'2 + % + 22) + mgz = mga. (20)

Si consideramos que en los puntos de maxima y minima altura de la trayectoria seria z = p = 0
se obtiene

o3
— tz=a, (21)
p

y sustituyendo p? = a®cos? f = a*(1 —sen? ) y sen 8 = z/c:

22 22

En esta ecuacién comprobamos que una solucién es z = 0. Este valor corresponde a un maximo,
ya que sustituyendo en la ecuacién @ se obtiene Z < 0. Eliminando esta solucién, en la ecuaciéon

que resta,
22 2 a =+ va? + 4c?

La tnica solucion posible corresponde al signo — de la raiz, ya que la nueva solucién debe
corresponder a un minimo y por tanto ser z < 0. El signo + proporciona un valor z > 0 que
fisicamente no es viable, por ejemplo en la ecuacién (21]) serfa p? < 0. Por tanto el movimiento
discurre entre los valores de z siguientes:

a a?
max:()y min — < — - 2- 24
2 2 5 1 te (24)



