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Se considera un aro circular de radio R, que puede girar alrede-
dor de un didmetro vertical fijo, teniendo una velocidad de rotacion
impuesta de valor w alrededor del mismo. Una particula pesada de
masa m estd obligada a permanecer en el aro, sobre el cual puede
deslizar sin rozamiento. Se pide:

1. Obtener la expresion de la aceleracion de la particula en una
configuracion genérica.

2. Ecuacién que expresa la dindmica del movimiento de la par-
ticula relativa al aro, en funcion del 4ngulo ¢ y sus derivadas
(ecuacion diferencial del movimiento).

3. Expresiones de las reacciones del aro sobre la particula, en
funcion de ¢ y sus derivadas. Calcular el par que seria necesario
realizar sobre el aro para producir el movimiento impuesto w.

4. ;Se conserva la energia mecanica de la particula? ;y su mo-
mento cinético respecto al eje vertical? Razonar las respuestas.

*.

1.— Para calcular la expresion de la aceleracion se pueden
emplear las coordenadas esféricas. Segiin se ha desarrollado
en el libro de texto, con las coordenadas de la figura:
a = (i — r¢? cos? 0 — r6*)u,
+ (270 + r¢? sen 6 cos 0 + r6)uy
+ (27 cos§ — 2rfpsen + rgcos O)u, (1)

Podemos considerar el aro como un meridiano de la esfera,
que gira con velocidad ¢ = w. Al ser w constante vale ¢ = 0.

Las otras coordenadas son r = Ry 6 = ¢ — w/2, por lo que
F=7=0,0=¢,0=¢. La direccion uy define la tangente
al aro, u, la normal dentro de su plano y u, la normal al
plano del aro. L.as componentes de la aceleracién en estas
direcciones son:

ag = —Rw?sen ¢ cos ¢ + R
a, = —Rw?sen® ¢ — R¢? (2)
Ay, = 2Rgz§w cos ¢ .

NoTa: Otra forma de calcular estas componentes seria mediante la descomposicién de movimientos,
considerando el arrastre debido a la rotacién 2 = wk del aro y el movimiento relativo vy = Roug de
la particula en el mismo. De esta manera, se obtiene

Qarr = QA (QAT) = —Rw? sen pu, = —Rw? sen ¢(cos ¢ ug + sen ¢ u,) (3)
Arel = R¢ Up — R¢2 Uy (4)
Acor = 29 A Ve = 2Rw) Cos P U, , (5)
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donde u, es el vector unitario en el plano Oxy y el plano meridiano. Se comprueba que la expresién
de la aceleracién a = @ar + Gyl + Gcor €5 1a misma que la obtenida antes en .

2.— La tnica fuerza aplicada sobre la particula es la gravedad, f = —mg k. El movimiento
permitido por el aro es tinicamente en direccion tangencial, por lo que proyectando la ecuacion
fundamental de la dindmica resulta

f-ug=mag = —mgsen¢=m(—Rw’sendcosd—+ Ro). (6)

3.— La reaccion del aro sobre la particula tiene dos componentes, segiin las dos normales al
aro: R = R, u, + R, u,. Las expresiones las obtenemos proyectando la ecuaciéon fundamental
de la dindmica en estas dos direcciones:

R, = —mgcos ¢ — m(Rw?sen® ¢ + Rp?) (7)
R, = 2mRwe cos . (8)

Se puede interpretar que R, proviene de un par M = M k que produce el giro alrededor
del eje vertical, siendo su valor la reaccion por el brazo,

M =R, -Rsen¢ = 2mR2¢w sen ¢ cos ¢ . (9)

4.— El momento cinético no se conserva debido al par antes mencionado.

La energia cinética tampoco se conserva. Aunque la componente de la reaccion R, no tra-
baja, la componente R, si lo hace, variando la energia del sistema al objeto de mantener la
velocidad prescrita w. El sistema por tanto no es conservativo.

Puede observarse que si la particula estuviera fija sobre el aro el par necesario seria nulo
(tomando ¢ = 0 en ([9)), en este caso se conservaria tanto el momento cinético como la energfa.



