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Proélogo

Este curso de mecdnica tiene por objetivo servir de base para el aprendi-
zaje de los métodos clasicos de la mecanica en las escuelas de ingenierfa. El
material se ha desarrollado como base del curso de mecanica en la Escuela
Técnica Superior de Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos de la Uni-
versidad Politécnica de Madrid, sin embargo la orientaciéon es generalista y
puede ser de interés en otros centros. Se ha procurado conjugar en el texto
el enfoque practico orientado a la resolucion de problemas con una ade-
cuada correcciéon formal en su desarrollo. Sin embargo, de antemano debe
reconocerse que no se pretende ni una originalidad en el tratamiento de una
materia que puede considerarse cldsica, ni un alcance exhaustivo en cuanto
a los temas abarcados.

Contrariamente a otros textos de «mecanica para ingenieros», aqui el
itinerario comienza en la dindmica, para culminar en la estatica como caso
particular de la misma, pasando entre medias por la cinemética y diversas
aplicaciones o concreciones. La pretension basica es fundamentar adecuada-
mente los conceptos generales de la dindmica (y por ende de la mecénica),
mas que incidir en planteamientos intuitivos de la estatica que en las escuelas
de ingenieria estan por lo general suficientemente tratados por otras asigna-
turas. Sin embargo, la dindmica constituye un reto de interés creciente para
la ingenieria, a veces no adecuadamente cubierto en los planes de estudio.
Los nuevos sistemas de transporte ferroviario de alta velocidad, los progre-
sos en aerondutica o astronautica, la robdtica y muchas otras aplicaciones
atestiguan este interés. Por otra parte, la asimilaciéon de los conceptos gene-
rales de la dinamica constituird una base generalista solida para disciplinas
posteriores como la estatica o dindmica estructural.

Esta segunda edicion incorpora respecto a la primera (de 1995) varias
correcciones y ampliaciones. En primer lugar, se subsanan las erratas adver-
tidas y se corrigen y amplian algunos temas, como la dindmica analitica. Por
otra parte, se incluye un conjunto seleccionado de ejemplos representativos
resueltos dentro de cada capitulo, asi como un cierto ntmero de problemas
propuestos para resolver al final de cada capitulo. Muchos de estos provienen
de exdmenes de la Escuela de ingenieros de Caminos de Madrid.

Como consecuencia de estas adiciones el texto se ha ampliado y ocupa
ahora dos volumenes. El material contenido en este primer volumen esta
pensado para cubrirse a lo largo de un semestre, en un curso de 6 créditos
(60 horas lectivas incluyendo teoria y problemas). Si fuera necesario, podrian



omitirse algunos apartados considerados opcionales, como 3.7-3.9, 5.6-5.7,
6.6, 7.3y 7.7.

El segundo volumen, que podria cubrirse en un segundo semestre con
igual niimero de créditos, incluye la dinamica del sélido rigido, la dinamica
impulsiva, las ecuaciones de Hamilton, las oscilaciones lineales en sistemas
con varios grados de libertad, la estatica general y de los cables.

Debo manifestar mi agradecimiento a diversas personas que directa o in-
directamente han influido en este texto. Primeramente a José A. Fernandez
Palacios, mi maestro en estas lides y anterior catedrético en la Escuela de
Ingenieros de Caminos de Madrid, responsable de la concepcion actual de la
asignatura que me he limitado a continuar. Asimismo, al resto de profesores
de la catedra cuyas discusiones y propuestas de ejercicios han podido ser
recogidas en estas lineas: J.J. Arribas, F. Gabaldon, J.C. Garcia, A. Mar-
tinez Reyes, F. Martinez Cutillas, J.M. Navas y F. Nieto'. Por tltimo, el
més calido agradecimiento debe ser para los alumnos, destinatarios altimos
y responsables de mi dedicacion a esta apasionante materia.

Para finalizar, asumo de antemano la responsabilidad por las inevita-
bles erratas y errores que puedan existir. Ruego a los lectores que me las
comuniquen, para poderlas corregir en préoximas ediciones.

Jose M. Goicolea Ruigdémez. Madrid, Noviembre de 2001.

recientemente fallecido, q.e.p.d.; sirvan estas lineas como recuerdo de su abnegada y
entusiasta labor docente durante anos en la mecéanica
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Capitulo 1

Principios de la mecanica

Este capitulo desarrolla algunos principios fundamentales sobre los que
se basa la teorfa de la mecdnica cldsica, en la que se centra este curso. Cono-
cer dicho punto de partida, asi como las limitaciones de la teoria empleada,
resulta imprescindible para una asimilacién adecuada de la materia.

1.1. La mecanica como teoria cientifica

DEFINICION: La mecdnica es una teoria cientifica que estudia el movimien-
to de los cuerpos y sus causas, o bien el equilibrio, es decir, la falta de
movimiento.

Se trata de una teoria cientifica porque pretende interpretar fenémenos
fisicos que se observan experimentalmente. Para ello la mecanica parte de
unos postulados o principios fundamentales, sobre los que se basa una teoria
a través de modelos matematicos, dando asi una interpretaciéon coherente a
las observaciones experimentales. En la actualidad existen diversas teorias
de la mecénica, y a lo largo del tiempo han existido muchas més que han
quedado obsoletas bien por no ser practicas en su aplicacién, o bien por no
adecuarse sus predicciones a la realidad fisica observada.

Para juzgar las teorias cientificas, y en concreto la mecéanica, no tiene
sentido emplear criterios de «veracidad absoluta.» A pesar de que la mecé-
nica tenga un elevado contenido de modelos mateméticos, habiendo sido a
lo largo de la historia una de las motivaciones principales para el desarrollo
de las matematicas, no es la elegancia ni el rigor formal de estos modelos
matematicos un criterio adecuado para valorar una teoria de la mecéanica.
Cada teoria (y sus principios subyacentes) es tan buena como la interpre-
tacion que realiza de las observaciones experimentales de la realidad fisica.

1.1
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Si las predicciones tedricas se corresponden adecuadamente con las obser-
vaciones experimentales, la teoria sera adecuada, independientemente de su
«elegancia» matematica. Por el contrario, si los resultados no se correspon-
den con las observaciones, llegaremos a la conclusiéon de que se precisa otra
teoria distinta para el fen6meno en cuestion.

Asi, las tres teorias principales de la mecanica existentes en la actualidad
son:

La Mecéanica Clasica, cuyo desarrollo moderno se considera generalmen-
te iniciado por Newton (1686: «Philosophiae Naturalis Principia Mat-
hematica») y continuado hasta nuestros dias por diversos matema-
ticos y cientificos: Juan, Daniel y Jacobo Bernouilli, L. Euler, J.
D’Alembert, J.L. Lagrange, W. Hamilton, etc. Los modelos newto-
nianos, enunciados por Isaac Newton, y desarrollados algo mas tarde
por Euler, fueron los primeros que lograron explicar satisfactoriamente
al mismo tiempo el movimiento de los cuerpos celestes (observaciones
de Kepler y otros sobre el movimiento de los planetas) y el de los
cuerpos a escala humana (observaciones de Galileo sobre la caida de
los cuerpos).

La Mecanica Relativista, que suple la inexactitud de la mecanica clasi-
ca para velocidades proximas a la de la luz (teoria de la relatividad
restringida) o para campos gravitatorios muy intensos (teoria de la
relatividad generalizada). Ha sido propuesta por Albert Einstein en
el siglo XX, e involucra una complejidad matemética notablemente
mayor.

La Mecanica Cuantica, que surge de las observaciones de las particulas
elementales, en las que intervienen acciones —productos de energia
por tiempo— tan pequenas que son comparables a la constante de
Planck (Et ~ h). En estos casos se aplica el principio de indetermina-
cion de Heisenberg, que establece la imposibilidad de medir de manera
precisa la posicién y velocidad de la particula al mismo tiempo, valo-
res que conocemos tan sélo de manera probabilista. También ha sido
propuesta en el siglo XX (Congreso de Solvay de Bruselas en 1927),
por un grupo de cientificos entre los que destacan L. de Broglie, E.
Schrodinger y P. Dirac.

A pesar de las nuevas teorias de la mecéanica surgidas recientemente, se
puede afirmar que la mecdnica cldsica constituye una teoria coherente, capaz
de proporcionar interpretaciones suficientemente precisas para la mayoria de
los fen6bmenos que observamos.
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La teoria de la relatividad es de un orden més general que la meca-
nica clasica. Cuando la velocidad es pequena en relacién con la de la luz
y los campos gravitatorios no son muy intensos, sus predicciones corres-
ponden con las de la mecénica clasica. Sin embargo, es capaz interpretar
correctamente otros fenémenos que la mecénica clasica no explica de mane-
ra adecuada'. Seria posible por tanto estudiar el movimiento de los objetos
cotidianos como un automévil o un balén, por ejemplo, mediante la teoria
de la relatividad. Sin embargo, los modelos y los desarrollos matematicos
resultarian de una complejidad extraordinaria, por lo que este método es
practicamente inviable.

La mecéanica clasica, a pesar de lo que su nombre parece indicar, no
constituye una teoria muerta ni agotada en su desarrollo. En nuestros dias
se continia investigando, especialmente en campos como la mecanica de
medios continuos, o en los métodos cualitativos para el estudio de siste-
mas dindmicos complejos (estabilidad de sistemas dindmicos no lineales y
movimientos de tipo caotico).

La Mecdnica de Medios Continuos es un subconjunto especializado de la
mecanica clésica. En ella se estudia el movimiento y la deformacion de los
medios continuos (es decir, aquéllos que no se pueden representar mediante
idealizaciones discretas con un nimero finito de grados de libertad, como
el punto material o el solido rigido). Los modelos mas simples de la meca-
nica de medios continuos son la teoria de la elasticidad lineal y la de los
fluidos newtonianos, permitiendo estudiar respectivamente la deformacion
de los solidos elésticos y las estructuras en régimen lineal y el flujo de los
fluidos. Recientemente, se han propuesto modelos mas generales para com-
portamientos no lineales, asi como métodos y algoritmos muy potentes para
su resolucién numérica mediante el ordenador (método de los elementos fi-
nitos). Es necesario también una investigacion experimental constante para
conocer las propiedades mecénicas de los nuevos materiales (o incluso de
los tradicionales, ya que algunos como el hormigdn o los suelos son todavia
insuficientemente conocidos).

La Dindmica de sistemas no lineales complejos permite estudiar el com-
portamiento de sistemas que no pueden ser caracterizados de manera de-

1Un ejemplo lo constituye el corrimiento del perihelio (punto de la érbita méas cercano
al Sol) observado para algunos planetas, especialmente el de Mercurio, el planeta mas
cercano al Sol y cuya orbita es la mas excéntrica (salvo la de Plutén). En efecto, se
observa un avance de su perihelio de unos 574 segundos de arco por siglo, y considerando
el efecto gravitacional de los restantes planetas, la dindmica cléasica s6lo predice unos 531
segundos por siglo. Los restantes 43 segundos son obtenidos de manera muy precisa por
la teoria de la relatividad, lo que constituye una contundente confirmaciéon de la misma.
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terminista. La aparente falta absoluta de orden en su respuesta es debida a
menudo a una sensibilidad extrema a la variacién de las condiciones iniciales
u otros parametros del sistema, lo que conduce a la denominaciéon de «sis-
temas cadticosy. Estos sistemas precisan ser analizados mediante métodos
cualitativos, propuestos a final del siglo XIX por H. Poincaré y Liapounov,
en lugar de los métodos cuantitativos y deterministas habituales. También
en este caso el ordenador es una herramienta de gran utilidad.

Este curso esta basado en la Mecdnica Cldsica, desarrollada a partir de
los principios y teoremas newtonianos. Esta se aplicard fundamentalmente
a sistemas discretos formados por particulas o masas puntuales, solidos rigi-
dos, resortes, etc., aunque se hara alguna incursién en medios deformables,
como por ejemplo los cables. La mecéanica de medios continuos se tratara en
otras asignaturas de cursos posteriores, como la resistencia de materiales,
elasticidad y plasticidad, la geotecnia, el calculo de estructuras, la hidrauli-
ca, etc. Sin embargo los conceptos basicos para todas estas asignaturas son
los mismos que se estudian en este curso de mecéanica.

Como se ha dicho, en la mecanica juegan un papel importante las ma-
teméticas, ya que se basa en modelos matematicos que interpreten las ob-
servaciones experimentales. El aparato matematico en algunos casos puede
resultar de cierta complejidad. Es importante no perder de vista, sin em-
bargo, el sentido fisico de los conceptos: Las matematicas no son un fin en
si, sino un medio para interpretar conceptos y fenémenos fisicos. Aunque
los modelos matematicos empleados aqui puedan ser mas generales (y maés
complejos por tanto) que los estudiados en cursos anteriores, no conviene
que oscurezcan nunca la interpretacion fisica intuitiva de los conceptos.

Uno de los postulados esenciales de la mecanica es la causalidad deter-
minista, lo que ha permitido superar interpretaciones mégicas o religiosas
existentes antafio para algunos fenémenos, como el movimiento de los astros
y otros fenémenos del firmamento celeste. Atin en nuestros dias existen per-
sonas que creen en dicho tipo de interpretaciones (por ejemplo los astrologos
y sus seguidores), fruto por lo general de la ignorancia o del miedo a la ver-
dad cientifica. Sin embargo, conviene admitir que, en ciertas situaciones, el
postulado de la causalidad determinista en sentido estricto es cuestionable,
siendo necesario acudir a métodos probabilistas para describir los fenémenos
(como en la mecénica estadistica, basada en la causalidad probabilista) o a
métodos cualitativos de andlisis (por ejemplo en los sistemas caoticos, en los
que no es posible predecir el movimiento como ecuaciones horarias, ya que
cualquier pequena perturbacion inicial lo modifica). En cualquier caso, es
conveniente evitar un exceso de celo en la aplicacion de los modelos deter-
ministas de la mecanica, ya que no debemos olvidar que nuestra percepciéon
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de la «realidad fisica» es necesariamente subjetiva.

Por otra parte, se postula también la capacidad de definir un conjunto
de causas suficientemente reducido para explicar los fenémenos. Las cau-
sas muy alejadas en el espacio o en el tiempo no tienen efecto sobre las
observaciones de fen6menos presentes. Esto también es cuestionable para
interpretaciones muy generales: No es posible prescindir de la estructura
del cosmos en el instante posterior a la primera gran explosion (big-bang)
para explicar la existencia de las galaxias, estrellas y planetas actuales; asi-
mismo parece que algunos fenémenos cosmoldgicos no se pueden interpretar
sin recurrir a la materia oscura existente en el universo, de naturaleza ain
desconocida (agujeros negros, neutrinos,. . . ).

1.2. Sistemas de Referencia; Espacio y Tiempo

Los fendmenos mecéanicos se describen mediante «sistemas de referen-
cia?,» basados en los conceptos de espacio y tiempo. Por su importancia
conviene enunciar los postulados que asume la mecanica clasica para estos
conceptos.

El espacio, y por tanto su métrica, tiene las propiedades siguientes.

1. Independencia de los objetos en él inmersos. (La métrica del espacio
no se ve afectada por los mismos.)

2. Constancia a lo largo del tiempo.

3. Homogeneidad: es igual en todos los puntos, no existiendo puntos pri-
vilegiados.

4. Isotropia: es igual en todas las direcciones, no existiendo direcciones
privilegiadas.

El espacio se caracteriza por una métrica Euclidea®, lo que lo convierte
en un espacio puntual Euclideo en 3 dimensiones, R3.
El tiempo se caracteriza a su vez por las siguientes propiedades.

1. Homogeneidad, al no existir instantes privilegiados.

»  2No se debe confundir el término sistema mecdnico (conjunto de particulas o cuerpos
cuyo movimiento se desea estudiar) con sistema de referencia (triedro de ejes, coordenadas
o parametros que sirven para describir dicho movimiento).

3La distancia entre dos puntos definidos por sus coordenadas cartesianas rectangulares
(z1,y1,21) y (x2,y2, 22) viene dada por d = \/(atg —21)24+ (y2 —y1)%2 + (22 — 21)?
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2. Fluye constantemente en un sentido, por lo que no se puede retroceder
ni volver al pasado (desgraciadamente para algunos). Asimismo, los
fenémenos futuros no pueden condicionar los presentes. No se cumple
por tanto la isotropia, existiendo un tnico sentido en el que puede
discurrir el tiempo.

3. Simultaneidad absoluta: Los fenémenos considerados simultaneos pa-
ra dos observadores en sendos sistemas de referencia, lo son asimismo
para cualquier otro observador ligado a cualquier otro sistema de re-
ferencia.

En mecénica clésica, el tiempo se considera una variable de naturaleza
distinta de las variables espaciales, y la métrica euclidea no esta influenciada
por él.

Algunos de estos postulados basicos no son aceptados por la mecénica
relativista. La teoria de la relatividad restringida establece una referencia
en cuatro dimensiones espacio-tiempo. La teoria de la relatividad general
establece un espacio curvado, con métrica Riemanniana no Euclidea, debido
a la presencia de masas que condicionan dicha métrica. De esta forma el
espacio no serfa independiente de los objetos en él inmersos.

1.3. Principio de la relatividad de Galileo

El principio de la relatividad galileana® establece que:

‘Dos sistemas de referencia en movimiento relativo de trasla-
cion rectilinea uniforme son equivalentes desde el punto de vista
mecédnico; es decir, los experimentos mecénicos se desarrollan
de igual manera en ambos, y las leyes de la mecdnica son las
mismas.’

Uno de los ejemplos puestos por Galileo es el de un observador viajando
en un barco que navega placidamente sobre un rio, en contraste con un
observador fijo en la orilla. Ambos interpretan de la misma manera la caida
de un cuerpo hacia el suelo en su propio sistema, que como sabemos sigue
un movimiento vertical uniformemente acelerado.

4@Galileo Galilei, Discursos y demostraciones en torno a dos ciencias nuevas relacio-
nadas con la mecdnica, 1602. Galileo, que vivio entre 1564 y 1642, realiz6 contribuciones
importantes a la mecénica y a la astronomia, estudiando por primera vez los cielos me-
diante el telescopio que disefié él mismo. Fue condenado como hereje por la inquisiciéon
catolica, que no aceptaba su teoria segtn la cual la tierra gira alrededor del sol.
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Transformacién de Galileo’.— Sea un sistema mévil (O'z'y'2"), que se

traslada respecto a otro fijo (Ozxyz) con velocidad v, manteniéndose parale-
los los ejes de ambos. Puesto que podemos elegir las direcciones del triedro

Y

O 04

(Ozyz) (O'z'y'2")

Figura 1.1: Sistemas de referencia en movimiento relativo rectilineo y uni-
forme, con velocidad v en la direccion de Ox

de referencia, elegimos la direccion Ox segin la direcciéon de la velocidad
de traslacion (recordemos que el espacio es es is6tropo, por lo que es licito
elegir una orientacion arbitraria para los ejes, sin pérdida de generalidad).
Consideraremos también que Inicialmente (para t = 0) O y O’ coinciden.

Sean (x,y, 2) las coordenadas de un punto en el sistema fijo, (z', 1/, 2’)
en el movil y v el modulo de la velocidad. Las ecuaciones de transformacion
para las coordenadas son:

=z —vt
y =y (1.1)
=z

Derivando sucesivamente®, obtenemos las velocidades y aceleraciones en

5 . . ., ., .

°En el apartado 6.3.5 se ofrece una generalizacién de esta transformacién y se discute
la relacion de las simetrias que expresa (invariancias cuando se produce la transformacion)
con las constantes del movimiento y los principios de conservacion.

5En lo sucesivo se empleara la notacién de uno o dos puntos superpuestos para indicar

derivadas (totales) respecto al tiempo: & ef dz/dt, & ©f 42 /dt?. También emplearemos

la notacién mediante negritas para identificar vectores o tensores: a = {a;}, I = [Ixi]-
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ambos sistemas:

i =3 —v il =i
-/_ . -u/_ ..
v =y i =1
M=z 3=z

Se observa por tanto que las derivadas segundas (aceleraciones) coin-
ciden. Esto nos permite intuir —admitiendo como postulado el principio
de la relatividad galileana— que las leyes de la dindmica estan basadas
en las derivadas segundas respecto al tiempo, tnica forma de que las leyes
sean invariantes cumpliéndose dicho principio. En efecto, segiin sabemos, el
estado de un sistema formado por un particula en movimiento segin una
direccién fija se caracteriza en un instante dado por su posicién y su velo-
cidad (z, ). La evoluciéon del movimiento viene gobernada por la ecuacion
dindmica (F = mz).

1.4. Las leyes de Newton

Formuladas por Isaac Newton en su obra «Philosophiae Naturalis Prin-
cipia Matematica» (1686), constituyen el primer intento de formular una
base axiomatica para una teoria cientifica de la mecanica. Debe aclararse
que no fueron formuladas por Newton de forma precisa como se suelen reco-
ger hoy en dia en los libros de texto. También debe advertirse que en sentido
riguroso no recogen de forma completa toda la axiomatica necesaria para
la mecéanica clasica, siendo necesario incorporar aportaciones adicionales de
Euler, Cauchy y otros. A pesar de esto, la publicacién de los «principia»
constituye un hito monumental de enorme valor, sobre el que se cimienta la
mecénica clasica.

Para aclarar el modelo axiomatico de Newton citaremos aqui textual-
mente de los «Principia» . Newton parte en primer lugar de cuatro defini-
ciones:

‘DEFINICION PRIMERA. La cantidad de materia es la me-
dida de la misma originada de su densidad y volumen conjunta-
mente.’

‘DEFINICION II. La cantidad de movimiento es la medida
del mismo obtenida de la velocidad y de la cantidad de materia
conjuntamente.’

‘DEFINICION III. La fuerza insita de la materia es una ca-
pacidad de resistir por la que cualquier cuerpo, por cuanto de él

"Las citas han sido extraidas de Isaac Newton, Principios Matemdticos de la Filosofia
Natural (2 tomos), traduccion espanola de Eloy Rada, Alianza Editorial, 1987.
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depende, perservera en su estado de reposo o movimiento uni-
forme y rectilineo.’

‘DEFINICION 1V. La fuerza impresa es la accién ejercida
sobre un cuerpo para cambiar su estado de reposo o movimiento
uniforme y rectilineo.’

La definicion primera (cantidad de materia de un cuerpo) equivale a lo
que conocemos por masa. La tercera caracteriza las denominadas fuerzas de
inercia, mientras que la cuarta se refiere a las fuerzas propiamente dichas.

Realizadas estas definiciones, Newton enuncia sus conocidas tres leyes o
principios fundamentales:

‘LEY PRIMERA. Todo cuerpo persevera en su estado de reposo
o movimiento rectilineo y uniforme a no ser en tanto que sea
obligado por fuerzas impresas a cambiar su estado.’

Esta ley constituye el llamado principio de la inercia. Admitiendo tam-
bién el principio de Galileo, nos permite definir los llamados sistemas iner-
ciales, como aquellos en los que se cumple dicho principio. Las leyes de la
mecanica se formulan en un sistema inercial de referencia. Por el principio
de Galileo, admitiendo que existe al menos un tal sistema inercial, existirdn
infinitos sistemas inerciales en los que se cumplen las mismas leyes meca-
nicas y en concreto la ley primera de Newton: todos aquellos relacionados
entre si mediante transformaciones de Galileo (1.1), es decir, que se mueven
con velocidad rectilinea y uniforme respecto al primero.

Este principio nos permite también definir, como condiciones iniciales del

movimiento, las que caracterizan a un movimiento estacionario o constante:

C . def .
la posicion r y la velocidad v = 7.

Conviene observar también que Newton emplea el término «cuerpoy
para referirse en realidad a una particula, o punto material, caracterizada
por la posicién y velocidad de un solo punto®.

‘LEY II. El cambio de movimiento es proporcional a la fuerza
motriz impresa y ocurre segtn la linea recta a lo largo de la cual
aquella fuerza se imprime.’

Esta ley indica claramente una relacion lineal («proporcionaly) entre
fuerzas y variaciones de la cantidad de movimiento, de tipo vectorial («segin

8Fl tratamiento de los solidos rigidos, asi como el de sistemas generales formados
por varias particulas, requiere de diversos principios y teoremas adicionales que fueron
propuestos por L. Euler. De esto se tratara en los capitulos 6 y 8.
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la linea rectay ). Se denomina en ocasiones ley fundamental de la dindmica,
permitiendo obtener las ecuaciones bésicas de la misma. Expresada como
ecuacion, equivale a:

A (mv) = FAt
N—— \.v/
cant. de impulsion
movto.

Pasando al limite, para un incremento infinitesimal de tiempo, obtene-
mos la relacion diferencial siguiente:

d(mwv) = Fdt.

O bien, llamando cantidad de movimiento a p dof mu,

. dp
= —=F.
P="4

Admitiremos en principio que la masa de un cuerpo se conserva. Asi pues,
se llega a la conocida expresion que define la ley del movimiento de una

particula:

12
donde @ & & = dv/dt. Cabe realizar en relacion con esta formula las
siguientes
OBSERVACIONES:

— La aceleracién, derivada segunda del vector posicién, es asimismo un
vector. La ecuacion (1.2) tiene por tanto caracter vectorial, lo que
identifica a las fuerzas como vectores, e implicitamente supone la adi-
tividad vectorial para las mismas (ley del paralelogramo de fuerzas).

— La expresion (1.2) da lugar a ecuaciones diferenciales de segundo or-
den, ya que intervienen derivadas segundas de la incégnita r respecto
al tiempo.

‘LEY III. Con toda accién ocurre siempre una reaccién igual y
contraria. O sea, las acciones mutuas de los cuerpos siempre son
iguales y dirigidas en direcciones opuestas.’

Se trata del llamado principio de accién y reaccion. Todas las fuerzas
deben de tener contrapartida, siendo imposible ejercer una fuerza desde el
vacio, sin apoyo. Es siempre necesario apoyarse en algin cuerpo o medio
material que absorba la reaccién (modificando a su vez el movimiento de
este otro cuerpo, segun la segunda ley).
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EJEMPLO 1.1: Fuerza ejercida desde la superficie de la Tierra. Todo cuerpo
cercano a la tierra, tanto en estado de movimiento (caida libre) o en reposo
sobre el suelo, recibe una fuerza (denominada peso) ejercida por la tierra,
que lo mueve en el primer caso o lo mantiene inmévil en el segundo. El
cuerpo a su vez ejerce sobre la tierra una fuerza igual y contraria, aunque
esta ultima, debido a la gran masa de la tierra, produce un efecto muy
pequenio sobre nuestro planeta.

EJEMPLO 1.2: Movimiento de un cohete en el vacio. Una fuerza no se puede
ejercer sobre el vacio, necesitando siempre aplicarse sobre otro cuerpo (que
a su vez producird una reaccion igual sobre el primero). Para moverse —
0 mas bien acelerar o frenar, es decir, variar el movimiento— en el vacio,
un cohete o sonda espacial necesita apoyarse sobre algiin medio. Esto se
consigue mediante masa expulsada por la tobera, medio en el cual se apoya
el cohete, a través de la expulsion de los gases del combustible quemado,
propulsion iénica, plasma, u otros medios. De este tema se tratara en el
capitulo 6.6.

1.5. Conceptos de fasa y fuerza; discusiéon de las
leyes de Newton

Las leyes de Newton reposan sobre las definiciones basicas de masa y
fuerza. Sin embargo, examinando dichas leyes con espiritu critico, es facil
ver que las definiciones realizadas por Newton de estos conceptos adolecen
de algunas deficiencias.

La definicion de fuerza (definicion IV, pag. 1.9) es claramente circular
con la primera ley. En efecto, se podria entender ésta como una definicién
de fuerza, obviando la definicién anterior dada por Newton. Atn aceptando
esto, tampoco se puede considerar esta ley como una definicién precisa de
fuerza, ya que no proporciona una manera de medir su valor de forma cuan-
titativa. En realidad tan sélo se podria deducir de la primera ley cuando la
fuerza es nula o cudndo no lo es. La segunda ley sin embargo si se puede
interpretar como una definicién cuantitativa de fuerza, pero ésto la privaria
a su vez de su consideracién como principio.

En cuanto a la definicion de masa (definicion I, pag 1.8), Newton la
refiere a la densidad (p) y volumen (V') que integran un cuerpo (M = pV).
;Cual seria entonces la definicion de densidad? Es dificil aceptar que la
densidad sea un concepto mas fundamental que el de masa.

Un procedimiento aparentemente méas riguroso para definir la masa es
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el debido a E. Mach” (1858-1916), que resumimos a continuacién.
Sean dos particulas, a y b, formando un sistema binario aislado. Expre-
sando la segunda ley de Newton para la particula a:

MaQq = Fap,
donde F'y es la fuerza ejercida sobre a por b. Analogamente para b,
mpay = Fpg = —Fap,
por la 3.2 ley de Newton. Asi,
MaQq = —MpQp,

y empleando los moédulos de las aceleraciones a, y ap,
my Qg

Mg, ap

Suponiendo la masa m, como valor de referencia o definicién de uni-
dad de masa, este procedimiento nos permite medir la masa de cualquier
particula b a partir de la medicién de las aceleraciones a; y agq.

Aunque aqui, por clarificar la explicacién, se ha llegado a esta definicion
partiendo de las leyes de Newton, seria posible considerarla como defini-
cion bésica de masa, para comprobar posteriormente que, efectivamente, es
consistente con las leyes de Newton.

De esta forma, con el espiritu critico mencionado, cabria considerar las
leyes primera y segunda de Newton como definiciones de fuerza, con lo que
la tnica ley que expresa un postulado basico de la mecanica seria la ley
tercera. Segin Mach por tanto, es la ley tercera de Newton (principio de
accion y reaccion) la que reviste mayor importancia en la axiomatica de la
mecénica clasica.

En relacién con esta ultima ley, puede ser objeto de cierta polémica
la consecuencia implicita de existencia de acciones a distancia, es decir
acciones que se propagan de manera instantanea (con velocidad infinita). En
efecto, si se suponen dos cuerpos alejados entre si con fuerzas de interacciéon
centrales (dirigidas segin la recta que las une), y uno de ellos sufre un cambio
de posicién, la ley de accién y reacciéon obligaria a que la fuerza de reaccién

sobre la otra particula modificase su direccion de manera instantéanea'".

9E. Mach, The science of mechanics, traduccién al inglés, Open Court, 1902.

10 Histéricamente ha existido siempre, antes y después de Newton, una contestaciéon
a la posibilidad de tales acciones a distancia. Antiguamente se defendia que todo el
espacio estaba lleno de una sustancia invisible, llamada «Eter,» vehiculo transmisor de
las fuerzas. Este concepto sobrevivié a Newton, alcanzando su mayor predicamento dos
siglos después para explicar el campo electromagnético, siendo la Teoria de la Relatividad
la que acab6 de desterrarlo.
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En la realidad fisica parece que no existen tales interacciones instanta-
neas; respondiendo a ello la teoria de la relatividad restringida establece un
limite a la velocidad de propagacion de las interacciones, que es la velocidad
de la luz en el vacio (c¢). Esto origina una cierta inexactitud de la mecénica
clésica, error que sin embargo es muy pequeno para las fuerzas gravitatorias
o elasticas en objetos «cotidianos.»

Conviene observar también que de la tercera ley se pueden hacer dos
enunciados. En su forma débil, cinéndose estrictamente al enunciado New-
toniano, establece que las fuerzas son iguales en magnitud y direccién y de
sentido opuesto. Sin embargo, no presupone que tengan la misma direccion
que la recta que une a las dos particulas sobre las que actiian. En el caso en
que si se verifique esta tltima hipotesis més restrictiva, se dice que se cum-
ple el principio de accién y reaccion en su forma fuerte, siendo las fuerzas
centrales. En numerosos casos précticos se verifican ambos enunciados del
principio de accién y reaccién, como son las fuerzas gravitatorias, elasticas,
o electrostaticas. Sin embargo, existen fenémenos importantes en los que no
se verifica en ninguna de sus dos formas. Estos casos corresponden a fuerzas
que dependen de la velocidad, ligadas por lo general a campos que se pro-
pagan con velocidad finita, como son las fuerzas electrodindmicas debidas a
cargas en movimiento.

a) Fuerzas centrales b) Fuerzas no centrales

Figura 1.2: Las fuerzas centrales estdn dirigidas segun la recta que une los
cuerpos, mientras que las fuerzas mo centrales no verifican esta hipdtesis,
aun siendo iguales en magnitud y direccion y de sentido opuesto.

En resumen, podemos clasificar las fuerzas citadas esqueméticamente
como sigue.

= Fuerzas centrales: Estan asociadas a campos que suponen una acciéon
a distancia, propagandose por tanto de manera instantanea. Se trata
de fuerzas dirigidas hacia las particulas que las originan, cumpliendo
la tercera ley de Newton en su forma fuerte. En mecanica clasica se
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admite esta hipétesis como adecuada para algunos de los tipos més
usuales de fuerzas:

o Fuerzas gravitatorias. La hipotesis de fuerza central e instanté-
nea se considera adecuada para las mediciones en escalas usuales.
Sin embargo, para mediciones a escalas astronémicas o cosmolo-
gicas se trata de una hipdtesis cuestionable. Seria mas correcto
interpretarlas mediante ondas de gravedad, que se propagan con
la velocidad de la luz.

o Fuerzas electrostdticas o magnetostdticas, de atracciéon o repul-
sién debidas a cargas eléctricas o magnéticas en reposo. Al igual
que en el caso gravitatorio, de forma rigurosa para escalas astro-
noémicas puede ser necesario considerar la transmisiéon de dichas
fuerzas a través de ondas electromagnéticas.

o Fuerzas eldsticas, ejercidas entre las particulas en contacto de un
medio continuo. Por lo general, podria admitirse que son mani-
festaciones macroscopicas de las fuerzas electrostaticas entre las
moléculas.

» Fuerzas no centrales: ocurren, por lo general, cuando las interacciones
dependen de la velocidad, estando asociadas a campos que se pro-
pagan con velocidad finita. Es el caso, por ejemplo, de las Fuerzas
electromagnéticas, que cuando son debidas a cargas méviles pueden
no cumplir tampoco el principio de accién y reaccién en su forma

débil.

Debe quedar claro que en este curso admitiremos la hipotesis de fuerzas
centrales, por lo que sera valido el principio de accién y reaccién en su
forma fuerte.

La definicion de masa segtin el procedimiento de Mach arriba descrito
no proporciona sin embargo un método viable para medirla. Seria préctica-
mente imposible aislar completamente un sistema binario y al mismo tiempo
realizar mediciones. Una forma mas practica de medir la masa, aunque de
forma indirecta, es con una balanza de resorte. En ésta lo que se mide di-
rectamente es el peso, o atraccién gravitatoria hacia el centro de la Tierra.
Basta dividir el peso (w) por la aceleracion de la gravedad en la superficie
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de la Tierra (g) para obtener la masa'!:

w
w=mg = m=—.
g

1.6. La ley de la gravitacién universal

Newton fue el primero en explicar el movimiento, tanto de los cuerpos
celestes —proporcionando la explicaciéon matematica de las leyes observa-
das por Kepler para el movimiento de los planetas en 6rbitas elipticas—,
como de los «terrestresy —la famosa caida de la manzana—, a partir de una
unica ley para las fuerzas: la ley de la gravitacion universal. Anteriormente,
los estudios y teorias de la mecanica habian buscado explicaciones separa-
das para ambos fenémenos. Kepler habia deducido del an&lisis minucioso
de las observaciones experimentales que los planetas describian elipses con
foco en el Sol, asi como la constancia de la velocidad areolar y el periodo
de estos movimientos orbitales (aptdo. 5.5). A su vez, Galileo habia carac-
terizado el movimiento de caida uniformemente acelerado de los graves, por
—segun la leyenda— experimentos desde la torre inclinada de Pisa. Todas
estas descripciones eran empiricas, sin una justificaciéon basada en modelos
matematicos coherentes.

La ley de la gravitaciéon universal propuesta por Newton establece que
entre dos cuerpos'? cualesquiera se produce una fuerza gravitatoria de atrac-
cién, proporcional al producto de las masas respectivas y al inverso del
cuadrado de la distancia entre los mismos. La expresiéon de esta fuerza, en
moébdulo, es

M
F=a—1,
r
y en forma vectorial
Mm

11 No debe originar confusion la existencia de dos unidades con el mismo nombre para
caracterizar magnitudes distintas: el kg de masa, y el kg de fuerza o kilopondio (kp),
definido como el peso de 1kg de masa en la superficie de la tierra, considerando un valor
medio constante de la aceleracion de la gravedad (1kg fuerza ~ 9,81 N). Ello permite
hablar —afortunadamente para los tenderos, fruteros, pescaderos y deméas gremios poco
interesados en la filosofia de la mecanica durante su quehacer cotidiano— simplemente
de kg, sin necesitar especificar si se trata de masa o de peso, ya que en la superficie
de la tierra ambos son equivalentes, al menos en una primera aproximacién en que g se
suponga constante.

12Debe entenderse «cuerpoy en el sentido de particula, tal y como emplea Newton este
término (pag. 1.9).
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donde F representa la fuerza ejercida por la masa M sobre m, y r es el
vector que las une, con origen en M y extremo en m.

En la mecénica clasica, la fuerza gravitatoria es una accién a distancia
que, de manera muy aproximada, podemos suponer se transmite de forma
instantanea, sin necesitar de ningiin medio material para ello. Asi, cada ma-
sa M crea un campo de fuerzas gravitatorio, campo vectorial caracterizado
en cada punto por una intensidad z:

. def M
1 = —GﬁT,

La fuerza ejercida sobre un cuerpo de masa m sera el producto de ésta por
la intensidad del campo,

Figura 1.3: Atraccion gravitato-
ria entre dos masas M y m, si-
tuadas a distancia r

La teoria de la relatividad general elimina las fuerzas gravitatorias; para
ello, interpreta el efecto de las masas como una modificaciéon a la métrica
espacio-tiempo, que resulta ser Riemanniana en lugar de Euclidea. Asi, en
esta nueva métrica, las trayectorias de las particulas corresponden a las
geodésicas del espacio-tiempo, que vendrian a ser las ecuaciones horarias
del movimiento'?.

13 En la mecanica clasica la trayectoria seguida por una particula sometida a la accion
gravitatoria de otra es una conica, como se vera en el capitulo 5. Podriamos plantearnos,
en la teoria de la relatividad general, qué trayectoria seguiria un cuerpo en un universo
homogéneo, pero en cualquier caso no resulta ser una cénica. En un caso sencillo, con una
unica masa aislada, la métrica de Schwarzschild creada por ésta conduce a érbitas que no
se cierran, lo que puede explicar algunos fenémenos bien conocidos como el corrimiento
del perihelio de Mercurio.
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1.6.1. Masa gravitatoria y masa inerte.

En principio, el concepto de masa que interviene en la ley de la gravi-
tacion no tendria porqué coincidir con la masa empleada para la ley II de
Newton; en el primer caso sirve para definir la fuerza gravitatoria, mientras
que en el segundo define la fuerza de inercia. Podemos distinguirlas por
tanto denominandolas my (masa gravitatoria) y m; (masa inerte).

Existe, sin embargo, una observacion experimental: en la superficie de
la tierra todos los cuerpos caen en el vacio hacia el suelo con la misma
aceleracion (g). Sea un cuerpo cualquiera en la superficie de la tierra; su
peso es
Mgmy

Rz
donde My y my son las masas respectivas (gravitatorias) de la Tierra y
del cuerpo, R es el radio de la tierra (suponemos el cuerpo a una altura
h pequena, por lo que R+ h =~ R), y G es la constante de la gravitacion
universal.

w=0G

Empleando la segunda ley de Newton, se puede relacionar el peso con
la aceleracién que experimenta el cuerpo:

w = m;g,

siendo m; la masa (inercial) del mismo. Igualando ambas expresiones de w
se obtiene:

m; _ MgG
mg gR?
——
constante

Asi, el cociente m;/m, permanece constante. Ya que G es una constante
cuyo valor puede ser cualquiera, es posible elegir el mismo de forma que
este cociente sea la unidad. De esta forma, ambas masas tendrian siempre
igual valor:

Para ello, el valor de la constante de la gravitaciéon universal ha de ser

gR?
G==—.
M
Consideraciones sobre el universo.— Supongamos que el universo

tiene un tamano finito, y que, de forma aproximada, se puede idealizar
como una esfera, con una distribucién de masa de densidad media p. Sea un
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cuerpo de masa m, situado a una distancia R del centro de dicha esfera; este
experimentaria una fuerza atractiva hacia el centro del universo de valor:

4 5 \mG 4
F= (37rR p> Tz = gwpmGR.
N———
masa esfera

Asi, todos los cuerpos del universo experimentaran una aceleraciéon hacia el
centro de aquél de valor creciente proporcionalmente a su distancia R. Si
esto fuese asi, desde un punto distinto del centro del universo se observaria
un movimiento diferente de las estrellas y galaxias segun las distintas direc-
ciones de observacion; en la direcciéon del radio creciente, la aceleracion seria
mayor, mientras que en la opuesta disminuiria. Sin embargo, esto no parece
concordar con las observaciones experimentales medidas desde la Tierra.

., Como se puede explicar esto, admitiendo que el universo es finito?
Una posible explicacién seria una teoria «antropocéntrica», segin la que
el planeta Tierra tendria el inmenso privilegio de estar situado justo en
el centro del universo. De esta forma, nuestras observaciones deberian ser
iguales en cualquier direccién, ya que todas serian radiales. Sin embargo,
fuera de creencias pseudo-religiosas, la teoria antropocéntrica parece poco
probable. Mas bien, la observacién anterior podria explicarse por una de las
siguientes dos hipotesis:

1. El universo es homogéneo, isétropo e infinito. Sin embargo, esta su-
posicién es incompatible con la teoria, generalmente aceptada en la
actualidad, del «Big-Bang» como origen del universo. Esta primera
explosién primigenia ocurrié al parecer hace unos diez mil millones de
anos, lo que establece un limite para el tamano del universo.

2. El universo es finito, pero con una métrica no euclidea, en la que
todos los puntos pueden considerarse el centro de los deméas. Esta
dltima hipotesis es la que parece méas plausible, quedando por discutir
el tipo de métrica, para lo cual existen a su vez distintas teorias.

E. Mach interpretd la accién gravitatoria del resto del universo como
responsable de la inercia de los cuerpos. Asi, serfa la masa del universo lejano
la encargada de mantener un cuerpo con velocidad uniforme y rectilinea o
en reposo ante la ausencia de otras fuerzas cercanas. Esto podria ser una
bonita teoria, pero Mach lo dejé planteado tan sélo como una especulacion,
que carece de una justificacién rigurosa.
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Tipos de fuerzas en el universo.— Las fuerzas gravitatorias no son
las Gnicas que existen en el universo fisico. De forma esquematica se pueden
distinguir cuatro tipos fundamentales de fuerzas, siendo las demés manifes-
taciones macroscopicas de éstas.

1. Fuerzas gravitatorias. Aunque en la mecanica cléasica se consideran co-
mo acciones a distancia, de propagacion instantanea, en la realidad pa-
rece que se propagan con velocidad finita. Esta propagacion se realiza
mediante las llamadas ondas gravitatorias. En la interpretacién dual
onda/corptisculo equivalen a las particulas llamadas Gravitones'?.

2. Fuerzas electromagnéticas. Estan gobernadas por las ecuaciones de
Maxwell del campo electromagnético. Se propagan mediante las On-
das electromagnéticas, que incluyen la luz, ondas de radio, etc. Las
particulas equivalentes son los Fotones.

3. Fuerzas nucleares fuertes. Son las fuerzas que unen a las particulas en
el nucleo atémico. Intervienen tnicamente en la mecanica cuantica.
Estan asociadas a las particulas denominadas Gluones.

4. Fuerzas nucleares débiles. Son las fuerzas que intervienen en la desin-
tegracion nuclear. Asimismo intervienen en la mecénica cuantica, y
las particulas asociadas son los Bosones.

La publicacién por Newton de los «Principia» con la teoria de la gravita-
cién universal supuso en su tiempo un avance importante para la mecanica
y para las matematicas, al interpretar de forma coherente y unificada dos
tipos de fendbmenos que antes se consideraban obedecientes a leyes distin-
tas: el movimiento de los objetos terrestres y el de los objetos celestes. De
manera similar, se busca hoy en dia, por parte de los fisicos teéricos y ma-
teméticos, una teoria unificada que permita explicar, a partir de una causa
comin, los cuatro tipos de fuerzas que se observan en el universo. Sin em-
bargo, es de prever que esta teorfa, atin en el improbable caso de poderse
obtener, seria mucho més compleja y engorrosa de utilizar que la mecanica
clasica o los métodos newtonianos. Por ello, atin en la hipdtesis de que se
logre algiin avance importante en esta linea, es improbable que tenga reper-
cusiones préacticas en la mecanica aplicada a la ingenierfa, campo que nos
ocupa y en el cual la mecénica clésica seguira teniendo plena vigencia.

14 Aunque se han establecido diversos experimentos para detectar las ondas gravitato-
rias, atn no se han llegado a medir de forma fehaciente, debido a su intensidad extrema-
damente baja.
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Capitulo 2

Dinamica de la particula

La particula, o punto material, es la idealizacién més simple de la meca-
nica, definiéndose como un punto dotado de masa. Por lo general se puede
emplear este modelo cuando las dimensiones de un cuerpo sean lo suficiente-
mente pequellas como para suponer toda su masa concentrada en un punto.

Sin embargo, el criterio del tamafio pequeno no es siempre suficiente para
establecer la validez de esta idealizacion. El modelo del punto material puede
ser inadecuado en algunas situaciones, aunque las dimensiones del cuerpo
sean pequenas. Para ilustrar esta afirmacion, supongamos como ejemplo
la caida de una bolita pequena por un plano inclinado bajo dos hipétesis
distintas:

1) Rodando sin deslizar 2) Deslizando

Figura 2.1: Bolita cayendo por un plano inclinado, en las hipdtesis de roda-
dura perfecta o deslizamiento sin rodadura

1) Rodando sin deslizar.— Planteamos la conservacion de la ener-
gia al bajar una altura h. Para ello se tiene en cuenta la energia cinética
correspondiente a una esfera rodando, sumando el término correspondiente

2.1
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a la traslacién del centro de masa, y el de rotacién como sélido rigido:

1 12 2
mgh = —mv? + —~ ~mR? <E>

2 25 R
/10
v= 7gh = 1,195+/gh
2) Deslizando.— En esta hipotesis solo hay energia cinética de tras-
lacion: )
h = -mv’
mg 5™V

v =+/2gh = 1,414+/gh

En este segundo caso, que seria el correspondiente a la idealizacién como
particula, la velocidad de caida resulta ser un 18,32 % mayor. Esta diferencia
se manifiesta independientemente del tamano de la bolita, por pequena que
ésta sea. Baste este ejemplo para hacer notar que el concepto de particula
es una idealizacién, no necesariamente valida en todos los casos aunque el
cuerpo sea pequeno.

Sin embargo, el modelo del punto material es una idealizaciéon suma-
mente util, ya que en muchos casos se pueden estudiar independientemente
el movimiento de traslacion de un cuerpo (traslacion del centro de masas), y
el movimiento de rotacion del mismo (alrededor del centro de masas). Tam-
bién es 1til para aplicar los métodos de la mecanica a partes elementales
de sistemas mayores (particulas de un sistema, elementos diferenciales de
volumen en un medio continuo, etc.). Asi, en este capitulo se exponen los
teoremas generales y se desarrollan los métodos de célculo que més tarde se

generalizaran a sistemas de varias particulas.

2.1. Principios y teoremas generales

2.1.1. Cantidad de movimiento
Se llama, cantidad de movimiento' de una particula a

def
p = muv.

'En Inglés se emplea el término «linear momentumy o simplemente «momentums,
por lo que algunos autores emplean el término momento lineal (traduccion literal del
inglés) en lugar de cantidad de movimiento.
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El principio de la cantidad de movimiento se deduce como consecuencia
directa de la segunda ley de Newton (apto 1.4):

d
F=—(mv)=p. 2.1
v =p (2.1)
En el caso usual de que la masa de la particula no varie”, se obtiene la
expresion clasica de la ley fundamental de la dinamica (1.2), Fuerza =
masa X aceleracion:

2
’

F = ma = mi. ‘ (2.2)

Conviene recordar que, en esta expresion, F' representa la resultante de
todas las fuerzas aplicadas sobre la particula. Se deben incluir, mediante
suma vectorial, tanto las fuerzas activas como las reacciones de apoyo o
reacciones del medio.

Cuando la fuerza total se anula, se obtiene el correspondiente teorema
de conservacién:

si F =0, p=cte. (2.3)

Por lo tanto, el movimiento de una particula aislada es tal que se conserva
su cantidad de movimiento; es decir, su velocidad se mantiene constante,
describiendo un movimiento rectilineo uniforme.

2.1.2. Momento cinético

Sea una particula m, dotada de una velocidad v y situada en un punto
P. El momento cinético® respecto a un punto fijo O, Ho*, se define como
el momento de la cantidad de movimiento respecto a dicho punto. Tomando
O como origen del sistema de referencia (inercial) Ozyz,

def
Ho = r Amw;

derivando respecto del tiempo:

dHo _ . v+ Ami
= m mv
dt
=0+rAF
Mo

2Estrictamente hablando, la masa de una particula es siempre invariable; al hablar de
casos en los que m sea variable, nos referimos a cuerpos que pierdan o ganen particulas
de masa (ver capitulo 6.6).

3En las traducciones literales de la terminologia anglosajona se emplea el término
momento angular.

10tros autores emplean notaciones distintas para referirse al momento cinético: O K
(M. Roy, Fernandez Palacios), Lo (Marion, Goldstein, Griffiths)
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P
< m
r=0P v
Figura 2.2: Momento cinético de
una particula respecto al punto
Ho 0.
Y

siendo M 4 A F el momento de la fuerza F respecto a O. Resulta por
tanto la ecuacion:

_ dHo

Mo = 24
0=" (2.4

El correspondiente teorema de conservacion que se deduce de (2.4) es:

si Mp=0, Hgp=cte. (2.5)

Esta conservacion se verificaré en el caso de la particula aislada, y también
en el caso de fuerzas centrales que se describe méas abajo.

Momento axico.—

Figura 2.3: Momento dxico respec-
to a un eje (O, e)

Sea un eje de direccién fija e, pasando por el punto O. Se define co-
mo momento axico respecto de este eje la proyeccién del momento cinético
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respecto de un punto cualquiera del eje sobre la direccién del mismo. Em-
pleando la notacién

M. Mo-e, H.“ Ho-e,
multiplicando escalarmente ambos miembros de (2.4) por e se deduce di-
rectamente la igualdad:

dH,.

dt -

Esta formula se puede aplicar entre otros casos al movimiento plano de
rotacion alrededor de un eje fijo.

M, =

Fuerzas centrales.—

Se denominan centrales a las fuerzas que pasan constantemente por un
punto dado, «centro» de las fuerzas. Es evidente que respecto de este punto
el momento de las fuerzas es nulo, por lo que aplicando (2.5) se deduce que
el momento cinético se conserva:

Hy = cte.
Se obtienen inmediatamente 2 caracteristicas importantes del movimiento:

1. La trayectoria es plana;
yva que al ser Hp = r Amw, r es constantemente perpendicular a una
direccion H o fija, definiendo por tanto un plano.

2. La velocidad areolar es constante;
puesto que el area barrida por unidad de tiempo (figura 2.4) es:

ds  irade] 1 1
dt dt Q‘T v| 2m| ol cte

Figura 2.4: Fuerzas centrales, di-
rigidas hacia un centro de fuerzas
O. El drea barrida en el intervalo
infinitesimal dt es dS = OPP' =
e Adrl.
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dr
Figura 2.5: Trabajo realizado por F' al recorrer la

F curva I' entre 1 y 2.

2.1.3. Energia cinética

Sea una particula de masa m, que se mueve segtin una trayectoria I'; bajo
la accion de fuerzas con resultante F' (recordemos que ésta incluye todas
las fuerzas, activas y pasivas). El trabajo elemental realizado por F' en un
desplazamiento infinitesimal dr se define por el producto escalar siguiente®

aw < . dr;

considerando que F = mdv/dt y dr = vdt,
1
dW =mv -dv =d <2mv2) (2.6)

El trabajo realizado al recorrer I' entre los dos puntos extremos 1y 2 resulta
de la integral curvilinea:

1 2
ng—/F-dr— —mo?
T 2

1
Se define como energia cinética T' de la particula:

def 1 o

T
2mv ;

asi, la expresién anterior equivale a

Wi=T,— T} (2.7)

Podemos enunciar entonces:

‘El trabajo realizado por la resultante de las fuerzas sobre una
particula es igual al incremento de su energia cinética.’

Este resultado se suele llamar también el teorema de las fuerzas vivas.

®La notacion empleada, «dW», no indica aqui una diferencial exacta de una determi-
nada funcién W, sino tnicamente un incremento infinitesimal de trabajo producido por
F a lo largo de dr. Tan s6lo resulta ser una diferencial exacta cuando las fuerzas son
conservativas.
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Caso de fuerzas conservativas.—

Se denomina campo de fuerzas conservativas aquél en el que el trabajo
realizado por la fuerza, para recorrer el camino entre dos puntos dados, es
independiente de la trayectoria seguida I para ir de uno al otro. Asi para
distintos caminos I'1, I'y, I's que tengan en comun el origen (1) y el final

(2),

Figura 2.6: Trayectorias distintas en un cam-
po conservativo para ir de 1 a 2.

F.-dr= | F.-dr= | F-dr.

I Iy r's
Es facil ver que esta condiciéon es equivalente a que el trabajo realizado para
recorrer cualquier trayectoria cerrada sea nulo. En efecto, sea una curva
cerrada cualquiera T, a la que pertenecen los puntos 1 y 2. Esta puede
descomponerse en dos curvas abiertas con extremos en 1y 2: T =T{ UT5,
teniendo I'{" el sentido de 1 a2 y T'; el sentido de 2 a 1. La integral curvilinea
sobre I' es pues

7{F-dr: F-dr+ | F-dr= | F-dr— | F-dr=0. (2.8)
r ry ry

+ +
I‘1 FQ

como queriamos demostrar.

No son conservativas las fuerzas debidas a resistencias pasivas, como el
rozamiento o las fuerzas de tipo viscoso. En éstas el integrando (F - dr)
es siempre negativo, puesto que la fuerza de resistencia (F') se opone al
movimiento (dr), por lo que la integral (2.8) no se puede anular nunca. Se
produce necesariamente una disipacién de energia, no pudiendo recobrarse
el nivel energético inicial después de un trayecto cerrado.

Un teorema bésico del calculo vectorial establece que la condicién nece-
saria y suficiente para que un campo vectorial F' tenga circulacion nula para
cualquier curva cerrada es que sea un campo de gradientes. Recordemos en
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primer lugar la definiciéon de gradiente de un campo escalar; en un siste-
ma de coordenadas cartesianas ortonormal con versores {e;} = {1, j, k} la

expresion es®

3
def ov ov., oV, oV
dV = —e; = —1+ — —k
gra P axie 8xz+ 0y'7+ 0z

La afirmacion anterior quiere decir que existird un campo escalar V(r),
funcién de la posicion, tal que:

F=—gradV.

Al campo escalar V se le denomina potencial de las fuerzas, energia poten-
cial, o simplemente potencial.

Una tercera forma de caracterizar un campo F' como conservativo, ad-
mitiendo las exigencias adicionales de que F' tenga derivada continua y que
el dominio sea simplemente conexo, es que sea irrotacional. Esta condicién
es equivalente a su vez a las dos anteriores. Recordemos la definicién de
rotacional de un campo vectorial”:

3
def oF;
rot F = E eijk—]ek
< ox;
i,7,k=1

_ 8FZ_@ it an_an i+ %_8Fx k
oy 0z 0z ox ox oy
Por lo que la condicién para que el campo F' sea conservativo es

rot F = 0. (2.9)

En este caso, la funcion potencial V() de la que proviene F' debe ser al
menos C?.

Al expresarse F' como un gradiente, el trabajo elemental resulta ser una
diferencial exacta:

F.dr=—gradV -dr = —-dV

SEn cuanto a notacién, emplearemos indistintamente los indices o los «nombres pro-
pios» de vectores (i = e1, j = e2, k = e3) y coordenadas (x = x1, y = x2, 2 = z3). Asi-
mismo, a veces emplearemos también notaciones alternativas para el gradiente, grad V =
dV/dr = VV, empleando el operador V = 3°_ 9/0z;e; = 8/dxi+0/dyj + /9= k.

"Empleando el operador V, el rotacional se puede expresar también mediante la no-
tacion rot ' =V A F.
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Si integramos para obtener el trabajo realizado entre dos puntos 1y 2, y
empleando el principio de la energia cinética (2.7):

2
W12=/ F.dr=V-V
1
= T2 - Tlv
es decir, se conserva la suma de la energia cinética més la potencial:
T+ Vi=Ty+ V.

o bien, definiendo como energia total®a la suma de energia cinética y po-

tencial,

EY¥rivy

se obtiene la siguiente expresiéon para el teorema de conservacion de la ener-
gla:

si F=—gradV (conservativa), E =T +V = cte. ‘ (2.10)

En lo anterior se ha supuesto que el potencial V' (7) es constante. Pudiera
darse el caso de que F provenga de una funcién potencial no constante, es
decir que dependa explicitamente del tiempo, V(r,t):

oV

F=—— con — #0.
or ot 7

En este caso, no se conservaria la energia total E, puesto que el trabajo

elemental ya no serfa una diferencial exacta del potencial:

oV ov
F-dr:—a—v‘dr;ﬁ—dv.
or

{ z vativ
Estariamos, pues, ante un campo de fuerzas no conservativas a pesar de que
provengan de un potencial.

Integracion de la ecuaciéon fundamental de la dinamica.— Parte
de lo expuesto arriba se puede interpretar como distintos procedimientos
de integracion de la ecuacion fundamental de la dindmica (2.2). Senalemos
tres procedimientos generales para ello, que permiten obtener los teoremas
de conservacion (2.3), (2.5) y (2.10) como casos particulares.

8Se sobreentiende que ésta es tnicamente la energia mecanica , excluyendo a otros
tipos de energia como la calorifica, quimica, ...
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a) Integracion directa en el tiempo.— Integrando entre dos ins-
tantes t1 y o,

to to to 2
Fdt = m%dt:/ dp = p|;
t

t1 t1 1

se obtiene la ecuacién del balance de la cantidad de movimiento,

to
Fdt=pl[}.

t1

Como caso particular de esta ecuacion de balance se desprende el teorema
de conservacion de la cantidad de movimiento (2.3)

b) Integracion directa segun la trayectoria.— Realizando ahora
la integral curvilinea entre dos puntos de la trayectoria r1 y ro,

2 2 2 1 1 2
/ F-dr:/ mi’-dr:/ d(mv2> = —mv?
1 1 1 2 2 1
de donde se obtiene la ecuacién del balance de la energia,
2 1 2
/ F.dr = —mv?
1 2 1
Analogamente, para el caso de fuerzas conservativas (F = —gradV), se
desprende el teorema de conservacion (2.10).
c) Integracion del momento en el tiempo.— Integrando el mo-

mento de F' entre dos instantes t1 y ta,

to to to d 9
/ r/\th:/ r/\m"f'dt:/ — (r Ams) dt = Holj
t1 t1 t1 dt\—v—/
H,

se obtiene la ecuacién del balance del momento cinético,

to
/ rAFdt= Hol}.
t

1

Si las fuerzas son centrales o se trata de una particula aislada, analogamente
a los dos casos anteriores se desprende el teorema de conservacion (2.5).
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2.2. Expresiones de velocidad y aceleracion

Antes de proseguir en la aplicacion de los principios y teoremas generales
expuestos para ejemplos concretos de dindamica de la particula, conviene
detenerse en el desarrollo de las expresiones de la velocidad y aceleracion
que habran de emplearse.

Segun las caracteristicas geométricas de cada problema, sera conveniente
en cada caso escoger uno u otro sistema de coordenadas. La elecciéon obvia en
el caso més general serd un sistema de coordenadas cartesianas ortonormal;
sin embargo en ocasiones es ventajoso emplear otras coordenadas, como las
coordenadas cilindricas (o polares en el caso plano), esféricas, o el triedro
intrinseco a la trayectoria.

En cada uno de estos casos, el aspecto que nos ocupa es obtener las com-
ponentes de los vectores velocidad, © = dr/dt y aceleracion, # = d?r/dt?.

2.2.1. Coordenadas cartesianas.

El triedro Oxyz esta asociado a los versores (2, j, k) segun cada direccion
coordenada (figura 2.7). Puesto que los versores del triedro son constantes,
para obtener la velocidad y aceleracion basta derivar directamente las coor-
denadas:

r=xt+yj+zk
r=2a1+yj+ zk
r=2t+yj+ zk

Figura 2.7: Coordenadas carte-
z sianas

Ak
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2.2.2. Coordenadas cilindricas y polares.

En este caso, las coordenadas que definen la posicion son (p, 6, z), siendo
p la distancia desde un punto fijo O, 6 el dngulo que forma la proyecciéon
del radio vector sobre un plano fijo con una direccién dada del mismo, y z
la altura del punto sobre dicho plano (figura 2.8).

Figura 2.8: Coordenadas cilin-
dricas

El triedro de vectores unitarios asociado (o base fisica) es (u,,ug, k).
El versor u, queda definido como un vector unitario en la direccion de la
proyeccion de r sobre el plano; k es el versor perpendicular al mismo, y uy es
perpendicular a los dos anteriores. En este triedro tanto u, como uy varian
de punto a punto, constituyendo un sistema de coordenadas curvilineas.
La posicién de un punto queda definida mediante

r = pu, + zk (2.11)

expresion que engloba también a las coordenadas polares para el movimiento
plano, sin més que hacer z = 0.

Es inmediato establecer las relaciones con las coordenadas cartesianas,
tomando el plano de referencia Oxy de forma que se comparte la coordenada
z:

x = pcosf

y = psenf
Mientras que entre los versores de ambos triedros la relaciéon es

u, = cos 0% + sen 0j

ug = —sen 0t + cos 03



Aptdo. 2.2. Expresiones de velocidad y aceleracién 2.13

Derivando estas expresiones respecto del tiempo se obtiene

u, = —0sen 0 + 0 cos 05

= fuy
Qg = —0 cos 0 — O sen 5
— bu,
k=0

Empleando estas igualdades y derivando el vector posicién (2.11) se
obtiene la velocidad,

P = pu, + pug + 2k;

repitiendo la operacién, se obtiene la aceleracion:

P = (p— p0H)u, + (200 + ph)ug + k.

2.2.3. Coordenadas esféricas.

La posicion de un punto queda ahora referida a las dos coordenadas
angulares en una esfera de radio r: la longitud ¢ y la latitud 0 (figura 2.9).

A

Figura 2.9: Coordenadas esféri-
cas

El triedro fisico es ahora (u,, ug, u,). La linea coordenada de longitud ¢
constante define el meridiano, al cual es tangente el versor uy. Asimismo la
linea de latitud 6 constante define un paralelo, al cual es tangente el versor
u,. Por 1ltimo, el versor u, lleva la direccién y sentido del radio vector 7.
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Proyectando sobre las direcciones del triedro cartesiano se obtienen las
relaciones con los versores del mismo:
U, =cosfcospt+cosfsenyj+senfk
ug = —senfcospi—senfsenpj+ cosbk
Uy, =Ug AU, = —Sen P+ cospJ
En este caso los tres versores son variables, funcién del punto. Para obte-

ner sus derivadas temporales, expresaremos primero sus derivadas parciales
respecto de las coordenadas:

ou, 0 ou, u ou, 0w
= 0; = Uuy; = coS

or 00 " 9y \

Ouy 0 Ouy u Oug o

_ = . _— = — N — = — S€én

or 06 "y v
0 0 0
%:0; %:0; ai(;:senﬁue—coseur

Empleando estas relaciones, se obtiene
i, = OUTT.‘ n 8ur0- i ou,

ar a0 T ap 7
:9.U9+gbcos€u¢
uy = —psentu, —éur
u, = @sent ug — @ costu,

Por ultimo, utilizamos estas expresiones en las derivadas temporales de 7,
para obtener:

P = ru, + rlug + r¢ cos Ou,

= (7 — rp? cos® 0 — r6?)u, + (270 + r$? sen 6 cos  + r0)ug
+ (27 cos O — 2rfp sen 0 + 1 cos 0)u,

2.2.4. Triedro intrinseco

La propia curva definida por la trayectoria dinamica, r(t), permite de-
finir un triedro denominado «intrinsecos, que a menudo resulta de gran
utilidad para describir el movimiento. Se resumen aqui algunas definiciones
y propiedades fundamentales de dicho triedro. Para un mayor detalle puede
consultarse algtin texto de geometria diferencial®.

9D.J. Struik: Geometria Diferencial Cldsica, Aguilar 1973; J.A. Fernandez Palacios:
Mecdnica Tedrica de los Sistemas de Solidos Rigidos, (Anejo 1A), 1989.
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Vectores y planos del triedro.— Los versores que constituyen el trie-
dro intrinseco estan definidos por la trayectoria misma. Esta puede consi-
derarse parametrizada bien por el tiempo (r(t), con derivada 7 = dr/dt),
bien por la longitud del arco de curva s, sabiendo que ds = vdr -dr. El
sentido positivo del arco coincide con el avance real sobre la curva a lo largo
del tiempo.

Figura 2.10: Vectores del triedro intrinseco

— tangente t 4 g /ds, vector unitario con igual direccion y sentido que
la velocidad 7.

— normal principal n, vector unitario normal a la curva (dr - n = 0),
y perteneciente al plano osculador (plano definido por dos tangentes
sucesivas a la curva, t y t + dt). Su direccion y sentido lo tomaremos
por tanto segin dt, es decir, hacia el lado concavo de la misma.

— binormal b < ¢ A n, perpendicular por tanto a la curva (dr - b = 0),
y también a la normal principal (n - b = 0).

Los versores m y b definen el plano normal, cualquier recta contenida en
este plano es normal a la curva. Por otra parte, el plano osculador queda
definido por (¢,m), siendo la binormal perpendicular al mismo.

Foérmulas de Frenet.— Al ser un versor de modulo unidad, la derivada
del vector tangente es normal al mismo:

d dt
—(t-t)=2t-— =0. 2.12
B =2 (2.12)

Por la definicién hecha de n, la derivada dt/ds lleva la direccion de n, y el
modulo se denomina curvatura:

%
ds

def
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Se puede interpretar de forma intuitiva razonando que cuanto més se «do-
ble» la curva (por unidad de arco), mayor es su curvatura . Dada la defini-
cion realizada de m, por la que su sentido es siempre hacia el lado céoncavo,
dicha curvatura resulta siempre positiva. Asimismo, se define el radio de

. def .
curvatura como su inversa: R = 1/k. Asi,

n (1.2 formula de Frenet). (2.13)

Veamos ahora la variaciéon de la binormal b. Si la curva es plana, el plano
osculador es fijo y db/ds = 0. En un caso general, esta derivada constituye
una medida del alabeo de la curva que denominaremos torsidn. En cuanto
a la direccién de esta derivada, razonamos en primer lugar, por los mismos
argumentos esgrimidos en (2.12), que es normal al propio b. Por otra parte,

d db dt db
—(b-t)=—-t+b-—=—-1t+b- =0.
ds(\/o“) ds + ds ds +M

= 0

Deducimos pues que db/ds = 0 esnormal a by a t, es decir, lleva la direccion
de n, mientras que su moédulo lo llamaremos torsién 7. Estableciendo de
forma convencional el signo negativo en esta relaciéon, puede escribirse

db 1 )
L= Tn=-gn (2.2 formula de Frenet). (2.14)

(El radio de torsion resulta, andlogamente al de curvatura, T ety /T.)
Por ultimo, derivando la normal principal,

d d
L= g(b/\t) =(—Tn)At+bA (kn),
es decir:
dn )
el b—kt (3.2 formula de Frenet). (2.15)
s
Expresiones de la velocidad y aceleracion.— Empleando las férmu-

las de Frenet es inmediato deducir las siguientes expresiones para velocidad

y aceleracion:

. dst ¢
F=—t=v
dt ’
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relaciéon que expresa simplemente que la velocidad es tangente a la trayec-
toria. Derivando de nuevo,

%—bt—f—vﬁﬁ—i;t—kvjn
- dsdt R

Se identifican en esta expresion claramente dos términos de la aceleracion:

vt aceleracion tangencial
2
v . ]
7" aceleracion normal (centripeta)

2.3. Movimiento de una particula libre

El principio de la cantidad de movimiento o 2.2 ley de Newton (2.2)
proporciona una ecuaciéon vectorial, que equivale a 3 ecuaciones escalares.
Llamando (X,Y, Z) a las componentes cartesianas de la fuerza F,

X =m
F=mr & Y =my
Z =mz

Integrando estas 3 ecuaciones, sera posible obtener las 3 incognitas (z,y, z)
que definen la posiciéon de la particula en cada instante. Las dificultades
que puedan surgir para esta integracion resultaran de las expresiones de
(X,Y, Z) que por lo general no tienen porqué ser constantes.

Consideraremos como aplicacién dos casos particulares relacionados con
el movimiento de proyectiles.

2.3.1. Proyectil pesado en el vacio.

Admitimos en este caso que no existen resistencias del medio, por lo
que la tnica fuerza actuante sobre la particula es la gravedad terrestre, que
suponemos definida por el campo gravitatorio simplificado (—mgk). Las
ecuaciones son:

mx=0; my=0; mzZ=—mg.

Si tomamos unos ejes en los que el plano vertical Oxz contenga a la velocidad
inicial vg, es facil comprobar que el movimiento se desarrollara dentro del
mismo plano vertical:
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z
)
A Figura 2.11: trayectoria
parabolica de un proyectil
vo _ pesado en el vacio
N
\@0 -‘I-.-...". x

Denominando ¢g el angulo de la velocidad en el lanzamiento con la
horizontal (figura 2.11) las ecuaciones en z y z se integran de manera trivial:

& =1wgcospy, £= —gt+ vgsen pp; (2.16)

1
T = vgcospot, 2z= —§gt2 + vg sen @ot. (2.17)

Las expresiones (2.17) son las llamadas ecuaciones horarias de la trayectoria,
es decir, las ecuaciones que permiten obtener la posiciéon en funcion del
tiempo.

La trayectoria descrita por la particula queda definida por las ecuaciones
horarias de forma paramétrica, mediante el pardmetro ¢. Se puede obtener
la ecuacién implicita de la trayectoria eliminando el parametro ¢t de las
ecuaciones horarias: despejando ¢ en (2.171) y sustituyendo en la expresion
(2.173) de z:

1 a2

“ 7 72 (wgcos go)?

ecuacion que representa una parabola de eje vertical (movimiento paraboli-

co).

El alcance horizontal se obtiene haciendo z = 0 en (2.18),

+ xtg o, (2.18)

’U2
L = sen(2¢0) 2,
g

de donde se deduce inmediatamente que el alcance méaximo se produce para
¢o = 7/4, valiendo Ly,a, = v3/g. Por otra parte, para distancias inferiores,
existen dos soluciones posibles de tiro para obtener un mismo alcance: tiro
directo y por elevacion:

L

Lmax

p1 < m/4 (tiro directo),

1> w2 > m/4 (tiro por elevacion).

=sen2pg = 2 soluciones {
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El tiro por elevacién es el caracteristico de los morteros, mientras que el tiro
directo es el normal de los proyectiles denominados balisticos.

L/L Figura 2.12:  Alcance del
tiro parabdlico en funcion
del dngulo inicial po: L =
% sen 2¢qg. Para distancias
inferiores al alcance mdzi-
mo (Lmaz = v3/g, para
wo = m/4), existen dos po-
: : : . wo  sibilidades, el tiro directo
@'1 /4 90'2 : (po = ¥1), y por elevacion
(o = p2).

La envolvente de las posibles parabolas de tiro para vy dada, es decir
para una energia dada, es otra parabola, denominada parabola de seguridad.
Para determinarla, expresamos la condicion de que la trayectoria (2.18) pase

Figura 2.13:  Pa-
rdbola de sequridad,
envolvente de las di-
versas trayectorias
(1,2,3) para una
energia de lanza-
miento dada

x
por un punto (a,b) dado:
b 1 a? tat
= —-—0Q— a ’
29(1)0 cos pp)? &0
haciendo tg ¢y = u, obtenemos la ecuacién:
202 2bv3
u2_ﬂu+1+#:0;
ag a’g

para que tenga solucion real en u, ha de ser b < v3/2g — ga®/2v3. Por tanto,
la ecuacién de la parabola de seguridad es

2 2
_ Y% g

Z_Qg 21)(2)'
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La altura méxima en una trayectoria se obtiene haciendo z = 0 en (2.16):

Up sen
0= —gt+uvgsenypy = tzw,
g

y entrando con este valor de ¢ en (2.17),

1 2 sen? g
Zmax = 5 - -

g

Es obvio que la maxima altura de todas las trayectorias posibles se obtiene
para g = /2, es decir para tiro vertical:
1 vg
z =——.

max 2 g

Mediante consideraciones energéticas se podrian haber obtenido algunos

de estos mismos resultados de forma muy sencilla. Por ejemplo, la altura
méxima para un tiro vertical resulta de igualar la energia total en el punto
de altura maxima con la inicial:

1 US

29

Asimismo, para una trayectoria inclinada, podemos obtener la velocidad en
el punto de méaxima altura igualando la energia con la del instante inicial:

1 v sen? g
2 9

1
5771'0% +0=0+MG%naz = Zmaz =

g 0= Lomo? ¢
—mu =—-mv°+m
9"t 2 g
De donde v = vg cos ¢q, deduccién que podriamos haber realizado también
al considerar que, al ser Z = 0 en ese instante, la velocidad no tiene compo-
nente vertical, reduciéndose a la velocidad horizontal que es constante.

2.3.2. Proyectil pesado en medio resistente

Complicamos ahora el problema anterior al considerar una resistencia
del medio, cuya direccién es la de la velocidad y cuya magnitud depende del
modulo de la misma de forma mondtonamente creciente (es decir, a mayor
velocidad, mayor resistencia):

v

R=—-R(v)—

v
La funcion de resistencia R(v) tiene por lo general una caracterizacion com-
pleja, habiendo de determinarse mediante ensayos aerodinamicos en tine-
les de viento o simulaciones en el ordenador. Como simplificacién se suele
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aceptar la aproximacién como una funcién proporcional al cuadrado de la
velocidad, R(v) = aw?, o para velocidades muy bajas, proporcional a la
velocidad, R(v) = aw.

En un caso general, llamando (R,, Ry, R.) a las componentes cartesianas
de R, las ecuaciones son:

En primer lugar, demostraremos que la trayectoria es plana, manteniéndose
dentro de un plano vertical. En efecto, puesto que R || v,

Re=—"i RBy=-Tbjp R.=-T
[ (Y [

Integrando cada miembro de esta ecuacién en variables separadas se obtiene
logy=logCs = y=Ci = y=Czx+ D,

ecuacion que define un plano vertical.

A continuacién expondremos un método de solucion general, para una
resistencia R(v) cualquiera. Para ello, expresemos las ecuaciones en las di-
recciones tangencial y normal a la trayectoria:

d

md—qt) = —mgseny — R(v) (2.20)
v2

m— = mgcos @ (2.21)
P

donde p es el radio de curvatura de la misma. La relacién de éste con los
incrementos infinitesimales de arco (ds) y angulo girado (dy) es

I dy

p  ds’
donde se toma convencionalmente el signo negativo, lo que equivale a esta-
blecer que ¢ decrece al crecer s, siendo p siempre positivo.

Queremos obtener la ecuacién que relaciona el médulo de la velocidad

con el angulo de la trayectoria, v(y), llamada «hodografa». Para ello, eli-
minamos p de la ecuacion (2.21), quedando:

d
— mvzf = mgcos (2.22)
s
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Dividiendo (2.20) y (2.22) término a término, y considerando que

dvds _ dv
dt dp  “dyp
se obtiene:
1d
7l:mgsencp+R(v):tgg0+ R(v) (2.23)
vdep mg cos ¢ mg cos ¢

Se trata de una ecuacion diferencial de primer orden que, integrada, propor-
cionaria la solucion v(y) buscada. Esta integracion puede no ser inmediata,
al menos por métodos analiticos, habiendo de recurrir entonces a procedi-
mientos numéricos. Una vez calculada esta solucion de la hodografa v(yp),
la ecuacion de la trayectoria en funciéon de t se hallaria mediante una simple
cuadratura. En efecto, de (2.22):

—vad—(pﬁ = mgcosp
dt ds
por lo que
d 1 (¥
ar = U@ t:/ LGP (2.24)
gceos e 9 Jp, COSQ

obteniéndose asi t(¢), e invirtiendo ésta, ¢(t). Las ecuaciones parametricas
de z(t), z(t), se obtendrian mediante nuevas cuadraturas:

v? 1 [¥
dz =vcospdt =——dp = z= —/ v () dp (2.25)
9 ¢

0

2
dz =vsenpdt = —%tgg@dgp = z= 1 /WUQ(QD)thOdQO (2.26)
©0

Atn sin solucionar explicitamente las ecuaciones anteriores, se puede
extraer de ellas algunas conclusiones cualitativas. De (2.20) se deduce que
la velocidad permanece acotada. En efecto, si no fuera asi, la resistencia
R(v) que es una funciéon mondtona tampoco estaria acotada, llegandose a
una aceleracién negativa infinita:

dv
vo>00 = RW)—oo0o = 5
Por otra parte, de (2.24), si v esta acotado, para t — oo serd ¢ — —m/2,
por lo que la trayectoria tiene una asintota vertical.
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mgsen

mg

mg cos ¢

Figura 2.14: Trayectoria de un proyectil en medio resistente. Descomposicion
del peso en direccion normal y tangencial.

Existe una solucién analitica debida a Legendre!?, reduciendo el proble-
ma a cuadraturas sucesivas, si la funcién resistente toma la forma:

R(v) = mg(b+ cv™)

Como aplicacién, consideremos el caso particular de resistencia del me-
dio proporcional a la velocidad, (b = 0, n = 1), es decir: R(v) = mgcv. En
este caso la ecuacion (2.23) resulta:

1dv cv

- =t
vde gs0+cosg0

La integracién de esta ecuaciéon arroja:

Vo COS ©o

cos o — cvgsen(p £ ¢g)

Aunque no demostraremos la deduccién de esta expresion, es facil compro-
bar que cumple la ecuacion diferencial (2.23).

Para este caso de resistencia viscosa otra forma de resolver el proble-
ma es integrando directamente las ecuaciones en componentes cartesianas,
procedimiento que queda descrito en el siguiente

EJEmMPLO 2.1: Una particula se mueve en un medio viscoso, con resistencia
proporcional a la velocidad, R(v) = mgcv. Obtener la trayectoria.

0ver p.ej. P. Appel y S. Dautheville, Précis de Mécanique Rationelle, Gauthier-Villars,
1952
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Solucion. Particularizamos las ecuaciones diferenciales (2.19) que resultan

& = —gcd, (2.27)
Z=—gci—g. (2.28)
La ecuacion (2.27) es de variables separadas, por lo que se integra directa-
mente: . .
x T
—=—-gc = In— = —gct;
x Vo

e integrando de nuevo y teniendo en cuenta que z(0) = 0,

. — Vo —
& =vgee 9 = |z=—"(1-e9%]|

gc

Por su parte, en la ecuacion (2.28) se pueden separar variables de forma
similar e integrar una primera vez:

Z i4+1/c

—=— = In———— = —gct;
Z+1/c g¢ nv02+1/c g

e integrando de nuevo, con la condicion inicial z(0) = 0,

1 1 t 1
2——+<v0z+> e 9t o |y=_24 (UOZ+Q> (1—e 9. | O
c c c gc  gc

2.4. Movimiento de una particula sobre una curva

Sea una curva I' definida como la interseccion de dos superficies f y g:

f(r,t) =0, (2.29)
g(r,t) =0. (2.30)
Una normal a la curva viene dada, en funcién de 2 pardmetros A y p arbi-

trarios, por:
N = )\grad f + pgradg.

Decimos que la curva es lisa si la fuerza de reaccion que se produce sobre
la particula es normal a la misma. Ademaés de esta reaccion, pueden existir
unas fuerzas aplicadas o activas f, por lo que la ecuaciéon dindmica es:

f+ Agrad f + pgrad g = mv (2.31)

N, reaccién normal
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Figura 2.15: Particula sobre una cur-
va I', definida como interseccion de
dos superficies, con normales grad f y
gradg.

El problema queda planteado con cinco ecuaciones ((2.29), (2.30), y tres
ecuaciones escalares de (2.31)) para cinco incognitas (z,y, z, A, i1).
Multiplicando (2.31) por dr, y suponiendo que se trata de una curva fija

(es decir, 9f /0t =0, 0g/0t = 0):

muv

2
f-dr=m#-dr=d <2> (2.32)
(puesto que grad f - dr = df = 0, e igual para g).

El trabajo elemental de las fuerzas aplicadaas f - dr lo podemos poner
en funcion de un parametro que define la posicion en la curva (por ejemplo,
el arco recorrido), que llamaremos g¢:

d
fodr = fodz + fydy + fodz = fx dq + 1, ydq + fz—dq = Qdgq

definiéndose la «fuerza generalizada» como el producto escalar de la fuerza

(fisica) aplicada por la derivada de la curva respecto del parametro, @ def
f-dr/dg = fyda/dg + fydy/dq + f.dz/dq. Asi,

mu? mv?  mu? q
qu:d<2> = 2—20:/ Q(q)dq,
q0

con lo que el problema queda reducido a una cuadratura. Si fuera df /9t # 0
6 0g/0t # 0 (caso de una curva movil), obtendriamos:

mu? 6f 8g
d <2> fdr— )\8 P —dt. (2.33)

El término adicional respecto a (2.32) corresponde al trabajo realizado por
la fuerza de reaccion, (Agrad f + pgradg) - dr = (—A0f /0t — pdg/ot)dt,
debido a que el desplazamiento real (dr) no sigue la tangente a la curva en
un instante ¢, por ser ésta movil.
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Si f proviene de un potencial, f = —dV/dr, entonces f - dr es un
diferencial exacto:
f-dr=Qdq=—-dV,

pudiéndose integrar (2.32) para obtener

77’1,’1)2

—— T V(r)=nh,
2
siendo h una constante de integracion (energia mecénica total constante).
Una vez obtenida v, se introduciria en las ecuaciones de equilibrio, for-

muladas en el triedro intrinseco, para calcular la reaccién normal IN:

2
f=m fat Na=ms fyt Ny =0
dt p
Senalemos por tltimo que en un caso general IN es normal a la curva I,
aunque no necesariamente coincide con la normal principal. Esto tltimo si
se cumple si no hay fuerzas aplicadas (f = 0), pues al particularizar las
ecuaciones anteriores se obtiene N,, = mv?/py Ny = 0.

EJEMPLO 2.2: Una particula de masa m esta ligada a una circunferencia lisa
de radio R sobre la que puede deslizar libremente. A su vez la circunferencia
se mueve en un plano horizontal, girando con velocidad de rotacién uniforme
(impuesta) w, alrededor de un punto O de su perimetro. Se pide:

Figura 2.16: Ejemplo 2.2 - particu-
la que se mueve sobre una circunfe-
rencia lisa, con un punto (O) fijo de
su perimetro y velocidad de rotacion
impuesta w.

a. Empleando como parametro el dngulo ¢ (figura 2.2), determinar la
aceleracion (absoluta) de la particula en un instante genérico.

b. Obtener la ecuaciéon diferencial del movimiento.
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c. Obtener la expresion de la reacciéon de la circunferencia sobre la par-
ticula.

d. ;Se conserva la energia total (T'+ V)7 (responder razonadamente).

e. Obtener una integral primera del sistema (constante del movimiento,
igual a una expresion funcién de las derivadas primeras, en este caso
¢). Tomar como condiciones iniciales ¢y = 0, Y9 = w.

Solucion.

a.— El procedimiento més directo es emplear coordenadas cartesianas
para la posicion de la particula (figura 2.17):

x = Rcos(wt) + Rcos(p + wt);

2.34
y = Rsen(wt) + Rsen(p + wt). (2:34)

Figura 2.17: Coordenadas
y wvectores bdsicos para el
ejemplo 2.2; (T,v) son
los wersores tangente vy
normal respectivamente a
la circunferencia mdovil,
mientras que (uy, Ug) son
los versores de las coorde-
nadas polares. La wveloci-
dad de la particula se pue-
de interpretar como su-
ma de una componente de
arrastre pw debida al mo-
vimiento del aro, segun
ug, y otra componente Ry
relativa al aro, segun T.

A partir de aqui, derivando:

& = —Rwsen(wt) — R(p + w) sen(wt + ¢);

. . (2.3
Y = Rw cos(wt) + R(p + w) cos(wt + ¢);
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i = —Rw? cos(wt) — R@sen(wt + @) — R(¢p + w)? cos(wt + ¢); (2.36)
ij = —Rw”sen(wt) + R cos(wt + @) — R(¢ + w)? sen(wt + ). .

Las direcciones en que interesa proyectar la aceleracion son (logicamen-
te) la tangente y la normal a la circunferencia. Estas resultan:

a; = —#sen(p + wt) + §jcos(p + wt) = Rw?sen ¢ + R;

) N 2 . (237)
a, = & cos(p + wt) + §sen(p + wt) = —Rw” cosp — R(p + w)”.

Otra manera'! de calcular serfa utilizando las coordenadas polares (p, 0)
(figura 2.17):
0 =wt+ (p/2); p=2Rcos(p/2); (2.38)

La aceleracion es a = (a,, ag):
ap =p—pP°;  ag = 2pp + pp,
con lo que:

ap = —R@sen(ip/2) — R*/2cos(p/2) — 2R cos(p/2)(w + $/2)°,

2.39

ag = —2Rpsen(p/2)(w + ¢/2) + Rcos(p/2)p/2. (2.39)
Finalmente, proyectando sobre tangente y normal al aro:
ar = —a,sen(p/2) + agcos(p/2) = Rw? sen p + Rp;

, (2.40)

a, = a,cos(p/2) + agsen(p/2) = —Rw? cos p — R(p + w)?.

Se obtienen los mismos valores que antes (2.37), como era de esperar.

b.— La tnica fuerza sobre la particula es la reaccion de la circunferen-
cia, que lleva la direccién de v. La componente de la aceleraciéon segin 7
sera por tanto nula, lo que proporciona la ecuaciéon del movimiento buscada.
A partir de (2.37);:

¢+ w?senp =0 (2.41)

Por similitud con la ecuacion del péndulo simple (I¢ + gseng = 0), esta
ecuacion indica que se produce un movimiento pendular alrededor del punto
diametralmente opuesto al punto O, con longitud de péndulo equivalente

lequiv = g/wz'

1Un tercer procedimiento recomendable para este caso seria la descomposicion del
movimiento en el arrastre del aro y el de la particula relativo al aro, originando la des-
composicion del campo de aceleraciones @ = @arr +Qcor +arel, cOMo se veré en el apartado
4.2, ecuacion (4.9).
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c.— Sea la reaccion N = Nv. Obtenemos el valor de N mediante
la aceleracion a,, ecuacion (2.37)2, expresando la ecuaciéon dindmica segin
esta direccion:

N =ma, = —mR [(w+ ¢)% + w? cos )] - (2.42)

d.— No se conserva la energia, ya que se trata de una curva mévil, en
la que la fuerza de reaccion desarrolla un trabajo. Es necesario aplicar un
momento al sistema para conseguir la rotaciéon uniforme w, momento que
no es una fuerza conservativa.

Aunque a primera vista pudiera parecer que la reaccién de la circunfe-
rencia, al ser lisa la ligadura, no desarrolla trabajo alguno, ésto no es asi,
ya que la reacciéon es normal a la circunferencia pero no a la trayectoria
(absoluta) de la particula.

e— Ya que no resulta posible aplicar directamente un teorema de
conservacion, integraremos directamente la ecuacion de la dinamica (2.41).
Para ello, multiplicamos primero por ¢:

G+ wpsen p = 0; (2.43)

esta ecuacion tiene integral inmediata:

1
3 2 —w?cosp =C (2.44)
Aplicando las condiciones iniciales, resulta C' = —w?. La integral primera
es por tanto:
¢? +w?(1—2cosp) =0 (2.45)

Puede comprobarse que la expresiéon de la energia total del sistema es:
1 27,.2 2 .
T+V = §mR [0% 4+ 2(1 + cos @) (w? + we)] (2.46)

por lo que, comparéandola con (2.45), se deduce que la energia total no puede
ser constante, ya que ambas expresiones no coinciden. ]
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2.5. Movimiento de una particula sobre una super-
ficie

Sea una superficie lisa, definida en forma implicita por una ecuacion
escalar

f(r,t) =0, (2.47)

cuya normal viene dada por grad f = Jf/0r. Si existen otras fuerzas aplica-

Ngradf
SN

J'.-ff.
/ f(r ) =0

Figura 2.18: Particula sobre una superficie lisa f, con normal grad f.

das f —ademés de la reacciéon normal N = A grad f— la ecuacién dinamica
sera:
f+Agrad f = m# (2.48)
El problema queda planteado con las tres ecuaciones escalares (2.48) y
la propia de la superficie (2.47), para las cuatro incognitas (z,y, z, ).
Multiplicando escalarmente (2.48) por r, y suponiendo que la superficie

es fija (0f /0t =0),
2
f-dr=d <mv > (2.49)

2

Para definir la posicién sobre la superficie son necesarios dos parametros
(u,v), coordenadas de la superficie. Asi:

or or
dr = a—udu + %dv
or or
f-dr—f-%du—i—f-%dv
= Qudu + Q,dv

_d <m02> 7
2
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donde Q) def f-0r/ou, Q, def f-0r/0v. Es necesario integrar esta ecuacion

diferencial para resolver el problema.

Si la superficie es movil (0f /0t # 0), en la ecuacion anterior debe in-
cluirse el trabajo de la reaccion normal (Agrad f-dr = —A(9f/0t)dt # 0),
resultando la expresion

o 2
Fodr = Qudu+ Oudv — 22 ar —a (™)
ot 2

Si f proviene de un potencial, f = —dV/dr, por lo que f - dr es dife-

rencial exacto, y de la integracion de (2.49) se obtiene

va

2

Una vez calculada la velocidad v, hallarfamos A y IN (reaccién normal),
aplicando las ecuaciones en el triedro intrinseco, de manera similar al caso
anterior. En este caso emplearemos el triedro intrinseco de la superficie,
formado por (figura 2.19):

+V(r)=h.

= NN, segtn la direccion de la recta MC' en la figura 2.19, normal a la
superficie.

» t =dr/ds, tangente a la trayectoria.

» B =1tA N, segtn la recta M P (figura 2.19), contenido en el plano
tangente II; y normal a los anteriores.

El punto C es el centro de curvatura de la seccion normal (definida
como la interseccion de la superficie con el plano definido por t y N), y C’
el centro de curvatura de la trayectoria I'. Por tanto, la normal principal a
la curva lleva la direccion de MC’: n || MC’. Los segmentos que definen
ambos radios de curvatura (MC' y MC") forman entre sf un angulo 6. Las
ecuaciones en las direcciones del triedro intrinseco son

dv
ft—maa
2
muv
fn+Nn: ;
p
fb+Nb - 07

siendo p el radio de curvatura de la trayectoria. Proyectando sobre la direc-
cion N (normal a la superficie), las componentes de la fuerza aplicada y de
la reaccién son respectivamente

fn = fncos@ + frsenf; N = N, cos@ + Nysenf.
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Figura 2.19: Triedro intrinseco de la superficie.

La ecuacién dinamica segin esta direccidn es

2
fN+N:%COSQ.
p

El radio de curvatura de la seccion normal es Ry = MC = p/cosf, por
el teorema de Meusnier'?. Por tanto, la ecuaciéon anterior puede escribirse
como

mU2

+N=—.
I e

Proyectando sobre B (normal a la trayectoria y € II;), la componente
de la reaccion normal es naturalmente nula, mientras que la fuerza aplicada
es

fB=—fnsen + fycosf,

y la ecuacién es
2
mu
fB=——senb.

p
Se pueden definir las geodésicas de la superficie como aquellas curvas
en las que el radio de curvatura y el de la seccién normal de la superficie
coinciden (f = 0). En ellas el plano osculador contiene constantemente

12¢f. D.J. Struik: Geometria Diferencial Cldsica, Aguilar 1973, (apartado 2.5).
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a la normal a la superficie IN. Si no acttan fuerzas exteriores (f = 0),
una particula ligada a la superficie recorre una geodésica con velocidad
constante. En efecto:

fr=0 = v =1
fB=0 = 0=0 (Geodésica)
N = mv?/Ry

2.6. Problemas propuestos.

Problema 2.1. Una varilla AB de longitud 2a se mueve de forma que su
extremo A recorre el eje Oz de un sistema de referencia Oxyz ortogonal. El
extremo B recorre la circunferencia

22 +9y* —2ay=0,2=0

con velocidad angular constante w. Inicialmente B estd en el origen de
coordenadas. Se pide:
a. Ecuaciones horarias del movimiento del punto medio M de la varilla.

b. Caracterizar geométricamente la trayectoria.
c. Velocidad de M.

d. Valores maximos o minimos de la velocidad de M y posiciones en que
se presentan.

e. Caracterizar el movimiento de A.

f. Aceleracion de M.

g. Aceleraciones tangencial y normal en los instantes de los maximos y
minimos de la velocidad.

h. Radio de curvatura de la trayectoria en esos instantes.

Problema 2.2. Un punto M describe la cardioide
p = a(l+ cosh)

de modo que su aceleracion pasa continuamente por el polo O. Inicialmente
el punto se encuentra en (2a,0) con una velocidad vg. Se pide:
a. Velocidad del punto en funcién de p.

b. Aceleraciones total, tangencial y normal en funcién de p.

c. Radio de curvatura de la trayectoria.
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d. Tiempo que tarda en llegar al polo O.

Problema 2.3. Un punto se mueve en un plano alrededor de un punto fijo
O, de modo que su aceleracion ~ es siempre normal al radio vector p, y
este dltimo gira alrededor de O con velocidad angular constante w. Hallar
la ecuacién de la trayectoria y el valor de -y, sabiendo que en el instante
inicial p = r9,0 = 0, y vy es perpendicular a rg.

Problema 2.4. Un punto M se mueve con velocidad constante ¢ sobre
la catenaria y = acosh(z/a) = § (ex/“ + e_x/a). Hallar la aceleracion del
punto M en funcién de x e y y la direccién de la misma.

Problema 2.5. Un punto material M pesado y de masa m esta obligado a

moverse sin rozamiento sobre una circunferencia vertical de radio a. Dicha

circunferencia gira con velocidad angular constante w alrededor del didmetro

vertical AB. En el instante inicial el punto se sitda en el punto méas bajo y

tiene una velocidad inicial relativa a la circunferencia Vy = 1/2ga. Se pide:
a. Ecuacion diferencial del movimiento de M

b. Dejar el movimiento reducido a una cuadratura;
c. Reaccion de la circunferencia sobre el punto M en funcién de la posi-
cion.

Problema 2.6. Una particula material pesada M, de masa m, se mueve
sobre una hélice cuyas ecuaciones cartesianas son:

x = Rcos#,
y = R senf,
z=RE.

Sobre el punto actiia ademés de la gravedad una fuerza de resistencia pro-
porcional y opuesta a la velocidad tal que cuando la velocidad del punto
es \/gR, la fuerza de resistencia es igual al peso mg de la particula. En el
instante inicial (¢ = 0) la particula se encuentra en la posicion definida por
las coordenadas (R,0,0) y se lanza con una velocidad Vpv/2/2(j + k). Se
pide:

a. Demostrar que existe un valor de la velocidad inicial V,, para el cual

la aceleracion total de la particula en el instante inicial es minima.

b. Plantear las ecuaciones que determinan el movimiento de la particula
M y la reacciéon de la hélice.

c. Calcular la posicion més alta alcanzada por la particula, suponiendo
que el valor algebraico de la velocidad inicial es: V,, = v/2¢gR.
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Problema 2.7. Se considera un punto material pesado M, de masa m,
que puede deslizar sin rozamiento y con ligadura bilateral, sobre un cono de
revolucion de eje vertical y semiangulo 30°. Sobre el punto actia, ademés
del peso, una repulsion desde el vértice del cono, de valor:
V3 a*
F=—mg|l——
9 "9 r4
donde r es la distancia del punto M al vértice del cono. En el instante inicial
se lanza el punto M, tangente al paralelo local, a una distancia a del vértice

y con velocidad inicial Vy = ,/ ﬁ ga. Se pide:
a. Determinar completamente la trayectoria y ley horaria del movimiento
del punto M, indicando el tiempo que tarda en alcanzar la cota més
baja.

b. Reaccién normal del cono sobre el punto.

Problema 2.8. Una bolita pesada de masa m desliza sobre sin rozamiento
sobre la trayectoria de la figura, cuyo lazo es circular de radio R, siendo el
enlace unilateral. j A qué altura H es necesario soltar la bolita, sin velocidad
inicial, para que recorra el lazo sin desprenderse? ;y para que se desprenda
y pase por el centro del lazo?

m e

H Figura 2.20: Problema 2.8

Problema 2.9. Una particula que se mueve sobre una circunferencia es
atraida por un punto de su perimetro, con una fuerza funcién de la distancia.
Determinar esta funcién de modo que la reacciéon que ejerza la circunferencia
sobre la particula sea constante, y calctlese la reacciéon en funcion de las
condiciones iniciales.
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Problema 2.10. Un punto material de masa m se mueve sin rozamien-
to sobre la superficie de revoluciéon engendrada por una catenaria al girar
alrededor de su eje de simetria, cuya ecuaciéon es

a

z = acosh

Sobre el punto actia inicamente una fuerza atractiva hacia el eje Oz cuya
expresion vectorial es:

2 2
r° + 2a
—mwat—

F=
1"5

Uy

donde w es una constante conocida. En el instante inicial el punto material
se encuentra en una posicion situada a distancia a del eje Oz y esta dotado
de una velocidad vy = ﬂwa, formando un angulo de 45° con la tangente
al meridiano correspondiente. El sentido de la velocidad es tal que el punto
tiende a alejarse del eje Oz. Se pide:

a. Calcular la velocidad del punto en funcién de su posicion.

b. Calcular la proyeccion del punto sobre el plano Ozxy, a lo largo del
movimiento.

c. Determinar la ley horaria del movimiento.

d. Calcular la reaccion normal de la superficie.

Problema 2.11. Un punto pesado M de masa m se mueve por la cicloide

= Rp — Rseny,
y=R— Rcosp,

a la que puede abandonar por el lado convexo. Sabiendo que el eje Oy es
la vertical ascendente, se lanza el punto desde la posicion méas alta de la
cicloide con una velocidad inicial vg. Se pide:

a. Ecuacién del movimiento.

b. Reaccién normal.
c. Punto en que M se despega de la cicloide.
d. Valor maximo de vy para que el punto no se despegue inmediatamente

de la cicloide.

Problema 2.12. Un cuadrado indeformable O ABC', formado por 4 varillas
huecas de longitud | cada una, se mueve en un plano horizontal alrededor
del vértice fijo O con velocidad de giro constante w. En el lado AB, segun
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indica la figura, puede moverse sin rozamiento una particula P de masa m,
unida al vértice A mediante un resorte de constante k y longitud nula sin
tension. Se pide:
a. Aceleracion absoluta de P, en sus componentes normal y tangencial a
AB, para un instante genérico. Se tomara como parametro u = AP.

b. Ecuacion diferencial del movimiento de P relativo a AB.
c. Suponiendo que inicialmente u(0) = uy y 4(0) = 0, estudiar la posi-
bilidad de equilibrio relativo estable, en funcién de la relacién entre w
y k.
d. Reaccion de la varilla AB sobre P.
(Examen parcial, 9/2/1996)

Figura 2.21: Problema 2.12

C

Problema 2.13. Bajo la accién de la gravedad, una particula m se mue-
ve sin rozamiento sobre la cicloide (ver figura adjunta) definida en forma
paramétrica por las expresiones:

x=R(0 —senf); y=—R(1—cosb),

con 0 <0 < 27.
a. Obtener la relacion s(f), siendo s la longitud de arco medido desde el
punto mas bajo de la cicloide (6 = 7).

b. Obtener la ecuaciéon dindmica del movimiento (ecuacion diferencial de
orden 2 en s(t)).

c. Si la particula se libera partiendo del reposo, desde la posicion 0 =
/2, obtener el tiempo que tarda en llegar al punto mas bajo de la
cicloide. Misma cuestion si parte del punto mas alto (0 = 0).

(Examen parcial, 26/1/1998)
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TR 2rR «x

Figura 2.22: Problema
m 2.13

_9R 4

Problema 2.14. Una particula de masa m se mueve libremente sobre un
aro circular liso y rigido, de radio R, que tiene un movimiento de rotaciéon
impuesto con velocidad angular w constante alrededor de un didmetro ver-
tical fijo. Ademaés del peso, sobre la particula actia un resorte lineal de
constante k y longitud natural nula, cuyo otro extremo desliza libremente
sobre el didmetro horizontal del aro. Se pide:
a. Componentes de la aceleracion (absoluta) de la particula en las direc-
ciones tangencial al aro, normal al mismo segun la direccién radial y
normal al plano del mismo, en funcién de 6 y sus derivadas.

b. Ecuacion diferencial del movimiento.

c. Expresion general de la reacciéon del aro sobre la particula, asi como
el momento que se necesita aplicar al aro para obtener el movimiento
impuesto (se supondra masa nula para el aro).

d. Sien el instante inicial la particula parte de una posicién sobre el dia-
metro horizontal con velocidad relativa nula, deducir razonadamente
el méximo y minimo de la inclinacién # en el movimiento subsiguiente.

(Examen parcial, 27/11/1999)

Problema 2.15. Un disco de radio R se mueve en todo momento en un
plano vertical de forma que gira con velocidad angular w constante. El disco
ademas rueda sin deslizar sobre una recta horizontal que se mueve con una
velocidad constante v. En el disco existe una ranura radial lisa en la que se
mueve una particula de masa m, que estd unida ademas al centro (C') del
disco mediante un resorte de constante elastica k y longitud natural nula.
Se pide:

a. Expresar la ecuacion diferencial del movimiento de la particula en la

ranura.

b. Obtener el valor minimo de k para que el movimiento de la particula
respecto de la ranura sea de tipo oscilatorio.
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Figura 2.23: Problema 2.1}

c. Expresar la reacciéon que ejerce la ranura sobre la particula.

d. Suponiendo que en el instante inicial la ranura esté horizontal y la par-
ticula se encuentra en el borde derecho del disco y en reposo respecto
de éste, calcular el trabajo de la reacciéon entre t = 0 y un instante en
que la ranura ha girado un cuarto de vuelta (¢t = 7/(2w)). Particula-
rizar este calculo para k = 10mg/R, w = \/g/R y v = (5/6)wR.

(Examen parcial, 25/11/2000)

Figura 2.24: Problema 2.15
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Capitulo 3

Oscilaciones lineales con 1
grado de libertad

Es muy comiin que el objetivo de un diseno mecénico sea una estruc-
tura o un mecanismo que permanezca cerca de una posicién de equilibrio
estable, pudiendo realizar sin embargo pequenos movimientos u oscilaciones
alrededor de esa posiciéon. Una variante serfa un sistema cuyo movimiento
objetivo sea una trayectoria determinada, admitiendo pequenas oscilaciones
o variaciones acotadas respecto de la misma.

Las solicitaciones y la respuesta de un sistema debido a cargas dina-
micas pueden superar notablemente los efectos de las mismas cargas en
condiciones estéaticas, aplicadas de forma suficientemente lenta. Los disenios
de ingenieria cada vez requieren mas una adecuada respuesta dinamica. Esto
puede deberse a que las cargas realmente se apliquen de forma muy rapida,
como a asignar una mayor importancia a aspectos como el mantenimiento
de la funcionalidad, la resistencia, y el confort ante las vibraciones. Estas
condiciones de disefio a menudo se anaden a las puramente estaticas, de
estabilidad y resistencia en la posicién de equilibrio.

En la mayoria de los casos préacticos, estas pequenas oscilaciones se pue-
den considerar como «lineales» (méas adelante se precisa el significado de
este término) pudiéndose analizar mediante la teoria que se expone en este
capitulo y en el capitulo 11 para sistemas con varios grados de libertad.

Comenzamos aqui por los casos més simples de oscilaciones, los de sis-
temas con 1 grado de libertad. Aunque en la realidad casi todos los casos
tienen varios grados de libertad, en numerosas situaciones existe un grado
de libertad predominante, pudiéndose despreciar los otros «modos de vibra-
cibn» en una primera aproximacion. Sera valido en estos casos el estudio

3.1
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mediante las técnicas que presentamos en este capitulo; en cualquier caso,
seran la base para el estudio de las oscilaciones con varios grados de libertad
que se tratan méas adelante (capitulo 11).

3.1. El oscilador armoénico simple

3.1.1. Ecuacién del movimiento

Sea una masa puntual, m, obligada a moverse segiin una recta fija, sujeta
a un punto dado de la misma por medio de un resorte elastico (es decir, un
muelle que ejerce una fuerza proporcional a su elongacion), de constante k,
sin que existan otras fuerzas aplicadas. Si se denomina z la coordenada de
m a lo largo de la recta, el resorte elastico ejerce una fuerza recuperadora,
que se opone a la elongacion, de valor

F = —k(z — x0),

siendo x( la que se denomina longitud natural del resorte, para la cual éste
quedaria sin tension. El signo ha de ser negativo puesto que la fuerza del
resorte tiene sentido contrario a la elongacién, es decir, es una resistencia
interna que se opone a ella.

Decimos que se trata de un resorte lineal, porque la fuerza desarrollada
en el mismo depende linealmente de la elongacién: a doble elongacién, doble
fuerza, y a elongacion mitad, la fuerza se divide por dos.

X

Figura 3.1:
J\/\A/\/\/\/—. Oscilador ar-
monico simple

k m

Como podemos elegir el origen de coordenadas donde nos plazca, lo
haremos en el punto z, de forma que la expresion de la fuerza del muelle
sea

F=—kz.

Aplicando el principio de la cantidad de movimiento (2.2), obtenemos
la ecuacion dindmica de este sistema:

mi— ks = 31
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Se trata de una ecuacién diferencial ordinaria con las siguientes carac-
teristicas:

= de segundo orden, ya que intervienen derivadas segundas;

= [ineal, ya que asi es la dependencia en relacién con la variable x y sus
derivadas;

» de coeficientes constantes, pues supondremos fijos m (masa del siste-
ma) y k (rigidez del resorte);

= homogénea, pues la ecuacién estd igualada a cero, sin término inde-
pendiente a la derecha del signo igual.

3.1.2. Energia

Antes de proceder a integrar la ecuacién, conviene analizar la energia
asociada al resorte. La fuerza del muelle es conservativa, asociada a un po-
tencial V (z). Este se calcula inmediatamente integrando el trabajo realizado
por aquélla entre la posicién natural y una posicién genérica:

xr T 1
V:—/ Fdx:—/ (—kz)dx = —ka?.
0 0 2

Al ser la fuerza conservativa, la energia total se conserva, siendo su valor en
un instante genérico

1 1
E=T+V = ima’CQ + ika' (cte.) (3.2)
Si el movimiento es oscilatorio y acotado, la elongacion z(t) tendra maxi-
mos en los que la derivada es nula (& = 0). Particularizando para uno de
estos instantes, podemos escribir la ecuacion (3.2) en funciéon de una nueva
constante A cuya interpretacion es la elongaciéon maxima:

Lo, 1, o 1, 5

Smi + 51{::1: = 51@4 . (3.3)
Fisicamente, podemos interpretar la ecuacién anterior observando que

en los puntos de elongacion méaxima toda la energia es potencial (Vipax =

%k:AQ), mientras que en los puntos de elongaciéon nula toda la energia es

cinética (Tyax = %kAQ). A lo largo del movimiento, la energia total se

conserva, oscilando entre estas dos formas.
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3.1.3. Integracién de la ecuacion

El objetivo es resolver la ecuacion (3.1), integrandola para obtener el
movimiento x(t). No se pretende aqui explicar con caracter general los pro-
cedimientos de integraciéon de ecuaciones diferenciales con una variable, por
lo que nos ceniremos a los detalles de la solucién de ecuaciones del tipo de
(3.1), que por otra parte reviste considerable importancia en la fisica y en
la mecénica.

La forma mas sencilla es partir de la ecuacion (3.3), despejando en ella
y separando variables:

o k5 9 k dx
x—m(A z?) = \/;dt—m.

La integracion se puede hacer para cada miembro de esta ecuacion de forma

independiente, resultando
k - x
\[— = arcsen —
m' Y A’

donde ¢ es una constante de integraciéon. Definimos ahora un nuevo para-
metro wg como
def k

wo = E (3.4)

con lo cual despejando el valor de x resulta la ecuacién del movimiento
buscada:
x(t) = Asen(wot + ). (3.5)

Esta ecuacion define una ondulacién armonica (es decir, sinusoidal). Se
trata de un movimiento periédico, puesto que se repite idénticamente cada
cierto intervalo de tiempo, denominado periodo, de manera indefinida. En
este caso el periodo es T' = 27 /wy.

El pardmetro wg recibe el nombre de pulsacion o frecuencia angular
natural del sistema; representa la frecuencia angular con la que éste oscila
cuando se le separa de su posicién de equilibrio y se le libera para que se
mueva libremente!. La constante A es la amplitud de la oscilacién (médulo
de la elongacion méaxima) y por ultimo ¢ es el dngulo de fase, ya que indica
la fase de la sinusoide en que se sitta el origen de tiempo.

'En contra de lo que pudiera parecer, la notaciéon wo no indica «valor inicial de w»,
tratdndose de un valor caracteristico del sistema que se mantiene constante. El subin-
dice en wyp se refiere a que el sistema no tiene amortiguamiento, en comparacion con la
frecuencia caracteristica w que obtendremos para los sistemas con amortiguamiento, ver
ecuacion (3.13).
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z(t) = Asen(wot + ¢)
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Figura 3.2: Oscilacion armdnica, abarcando dos periodos completos del mo-
vimiento. Un dngulo de fase ¢ # 0 equivale simplemente a una traslacion
del origen de tiempos.

La frecuencia angular o pulsacion se mide en radianes/segundo. La fre-
cuencia circular f —o frecuencia propiamente dicha—, indica el nimero de
ciclos o revoluciones por unidad de tiempo, y se expresa mediante Hercios o
ciclos por segundo (Hz). La relacion entre ambas medidas de la frecuencia
es por tanto f = w/27. También es posible expresar la frecuencia en otras
unidades como revoluciones por minuto (rpm).

Es inmediato observar de (3.5), que cuanto mas rigido sea el muelle
(mayor k) o mas ligera la masa (menor m), mayor sera la frecuencia natural
de oscilacion wg. Por el contrario, sistemas flexibles (k pequeno) y pesados
(m grande) tendran frecuencias naturales bajas.

Si el valor de la constante k fuese negativo, esto corresponderia a una
repulsion del resorte, y no seria posible la solucién anterior al no poderse
obtener wy = \/k/m. Fisicamente, este caso no corresponderia a un movi-
miento de oscilacién, ya que la particula tenderia a alejarse cada vez méas
del origen, sin estar su movimiento acotado. Por tanto, para que el sistema
tenga un movimiento oscilatorio acotado ha de poseer una rigidez k positiva,
correspondiente a una atracciéon hacia la posicién de equilibrio estable.

Los dos parametros A y ¢ quedan indeterminados en (3.5), siendo nece-
sario calcularlos a partir de las dos condiciones iniciales (posicion y velocidad



3.6 Capitulo 3. OSCILACIONES LINEALES CON 1 GRADO DE LIBERTAD

iniciales). Por ejemplo, para una vibracion que parte desde una elongacion
inicial a en reposo,
ro=a; =0 = A=a, p=m/2.

Para unas condiciones iniciales cualesquiera xg y vg, particularizando (3.5)

se halla
o =tan ! <wo:co> ;o A= T
V0 sen @

Como comprobacién, podemos evaluar la energia asociada al movimiento
definido por (3.5). En un instante genérico, la velocidad es

& = Awg cos(wot + ),

por lo que

1 1
T+V = - mw? A% cos®(wot + @) + 5/@42 sen?(wot + @) = 5/@42.

=k

1
2
Como era de esperar se obtiene el mismo valor que en (3.3).

3.2. Oscilaciones en 2 dimensiones

Sea una masa m que se puede mover en un plano, atraida hacia un punto
O del mismo por un resorte lineal.

Figura 3.3: Oscilaciones en 2D
de una particula atraida hacia un
punto O del plano.

La expresion vectorial de la fuerza de atraccion es
F=—Fkr,
v la ecuaciéon vectorial del movimiento

mi + kr = 0;
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En componentes, tomando unos ejes Oxy en el plano, resultan dos ecua-
ciones escalares desacopladas:

mi + kx =0; my+ky=0. (3.6)
La solucién general de estas ecuaciones es
xr = Acos(wot + «);  y = Bcos(wot + B),

expresiones que definen la trayectoria de forma paramétrica. Para obtener
la ecuacién implicita de la trayectoria tengamos en cuenta, en primer lugar,
que podremos elegir el origen de tiempos sin pérdida de generalidad de
forma que sea o = 0; el angulo de fase para y serd 6 = 5 — a. De esta forma
queda

x = Acos(wot); y = Bcos(wot + 9).

Desarrollando la expresion de y y eliminando la variable ¢,

y = B(coswot cosd — senwpt send),
Yy _

T / x2
5 —20055—sen5 1_ﬁ’

de donde se obtiene finalmente

2 2

% + % - % cos & = sen’ 4. (3.7)
Para distintos valores de J, esta ecuaciéon representa una familia de elipses
con orientacién y excentricidad variables, siempre inscritas en el rectdngulo
—A <z < A —B < y < B, como es facil de comprobar. Las elipses
degeneran en rectas diagonales para los casos limite § = 0y 6 = 7 (ver

figura 3.4).
Una generalizacién interesante del caso anterior resulta de considerar
una constante de atraccion distinta segtin cada uno de los dos ejes (k; y ky
respectivamente). Realizando esta modificacion en las ecuaciones (3.6) es

inmediato comprobar que su solucién son oscilaciones en = e y con distinta

frecuencia, wy = \/kz/m y wy = \/ky/m:
x = Acos(wyt + ), y = Bcos(wyt + f).

Las trayectorias descritas son las llamadas curvas de Lissajous (figura
3.5). Estas curvas son cerradas tan solo si wy /w, es una fraccion racional. En
caso contrario, se describen trayectorias abiertas que, a lo largo del tiempo,
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Y y
B B
@) | 0 |
' |
A 2 A -~
S=% b =1 0=0; 5 —4=0

Figura 3.4: Trayectorias de una particula con atraccion eldstica a un punto
O, mostrando dos casos extremos de la familia de elipses (3.7). El primer
caso corresponde a las condiciones iniciales xo = A, g = 0,0 = 0,90 =
—Buwy, y el seqgundo a o = A, 39 = 0,y9 = B, = 0.
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wy =2wy; 0 =7/3

Figura 3.5: Curvas de Lissajous, para diversas condiciones iniciales. FEn el
ultimo caso, al mo ser el cociente de frecuencias racional, la curva no es
cerrada
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acaban siendo densas en el rectangulo |—A, A[x]—B, B] (pasan tan cerca
como se desee de cualquier punto), sin cerrarse nunca.

La trayectoria seguida es sensible a las perturbaciones de los pardmetros
iniciales; una pequenisima variacion de w, u w,, convertira a una curva de
cerrada en abierta, por ejemplo.

3.3. Oscilaciones con amortiguamiento

3.3.1. Ecuacién del movimiento

Un amortiguador viscoso ejerce una fuerza de resistencia pasiva propor-
cional a la velocidad, Fiy = —cz, de sentido contrario a ella. Este modelo

T

D Figura 3.6:
: Oscilador  con

¢ . amortiguamien-

to viscoso
m

k

corresponde aproximadamente a la resistencia desarrollada por un émbo-
lo en un pistén lleno de liquido, al fluir por el hueco libre entre piston y
émbolo. Se trata de una fuerza necesariamente mo conservativa. Es facil
comprobarlo, ya que en cualquier trayectoria cerrada (origen y final en el
mismo punto), el trabajo realizado por la fuerza de amortiguamiento es
esencialmente negativo:

Wy = f(—k‘i“;)dx = f(—kfﬁ) dt < 0.

Aunque este modelo no representa de forma exacta la mayoria de las re-
sistencias pasivas reales, resulta sencillo y suficientemente aproximado para
una gran cantidad de casos practicos, permitiendo considerar las inevitables
resistencias del medio en que se produce la vibracion.

Considerando la fuerza del amortiguador, la fuerza total sobre m es
ahora

F=—ct—kx,
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resultando la ecuacion:
mi + ci + kx = 0. (3.8)

Esta sigue siendo una ecuacién diferencial de segundo orden, lineal, de coe-
ficientes constantes y homogénea.

3.3.2. Integracion de la ecuacion

La solucion de la ecuacion (3.8) es del mismo tipo que en el caso anterior
sin amortiguamiento (3.1), es decir, basada en funciones armoénicas. Tan s6lo
es necesario aqui generalizar algo la expresién de las soluciones ensayadas,
para lo cual emplearemos una exponencial del tipo z(t) = ae™. En principio,
permitiremos que tanto a € C como r € C sean ntimeros complejos, aunque
por motivos fisicos debemos exigir al final que el resultado x(t) sea real.
Como se sabe, la exponencial da lugar a funciones armonicas para exponente
imaginario”.

Derivando y sustituyendo en la ecuacion (3.8), resulta

(mrl4+cer+k)et=0 = mr? +cr +k=0. (3.9)

Esta expresiéon se denomina «ecuacién caracteristica,» proporcionando los
valores que debe tomar r para que exista la solucién buscada:

—c++/c? —4km

2m

r= (3.10)
Segtin el valor del discriminante (c? —4km) en la expresion general anterior,
pueden distinguirse varios tipos de solucién:

a) ¢> —4km > 0.- En este caso existen dos raices reales para (3.9):

m=-=-p, T2=—4.

Sabemos que necesariamente ambas han de ser negativas, ya que empleando
la expresion (3.10) se comprueba que 11 + 712 < 0y r1 - ro > 0. Mediante
la linealidad de la ecuacién diferencial se demuestra que, si existen varias
soluciones, cualquier combinacion lineal de ellas es también solucién de la
ecuacion (propiedad de comprobacion inmediata). Por tanto, la solucion
general es:

z(t) = aje P + age™ 7.

2Empleando la notacion de Euler, " = cos 6 + isen 0, siendo i = /—1.
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En definitiva, se trata de una solucién exponencial decreciente, que no oca-
siona movimiento oscilatorio, debido a que el amortiguamiento ¢ es excesi-
vamente grande (amortiguamiento supercritico). En la figura 3.7 se muestra
el movimiento que se obtiene para un sistema de este tipo, en varios casos
con distintas condiciones iniciales.

" Figura 3.7: Movimiento de un
. sistema definido por la ecua-
= i cion mi + cx + kr = 0,
] Tl con amortiguamiento supercri-
——————— tico (¢ > 2vkm), bajo distin-
3 T tas condiciones iniciales; Caso
: I) &9 > 0, Caso II) &g = 0,
] e 4'0 <0 Caso III) o < 0.

b) ¢ — 4km = 0.- Se trata del caso limite, en el que el amortiguamiento
posee el valor critico cq it = 2V km. Existe una raiz real doble, negativa al
igual que antes, para (3.9):

c

i

correspondiendo a la solucion z(t) = ae P’. Se puede comprobar que
x = bte™P! también es solucion, por lo que la soluciéon general sera una
combinacién de estas dos:

z = (a+ bt)e ™.

Comprobamos por tanto que en este caso tampoco se produce un movimien-
to de tipo oscilatorio.

c) ¢> —4km < 0.- Se obtienen en este caso dos raices complejas conjuga-
das para (3.9),

le—p‘f‘W’i, TQZ_p_Wi)
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siendo
c c? k
p= o’ w = a2 + m
La parte real de la solucién es negativa, dando lugar a una exponencial

decreciente, que multiplica a una funcién armonica:

x = a1 TPTE | gye(-priw)t

iwt

+ age’i‘“t)

=e P(are

= e P [(a1 + az) coswt +i(a1 — ag) sen wi]
Aunque en un caso general esta expresion pueda tener componente ima-
ginaria, por motivos fisicos sabemos que x debe ser real. Esto obliga a que

las constantes complejas aj,a2 € C den lugar a unas nuevas constantes
reales A, B € R:

alz(B—’iA)/Q B=a1+ ay
agz(B—i-iA)/Q} = A:i(al—ag)}

resultando
r=e P (Asenwt + Bcoswt). (3.11)

Otra forma equivalente de expresar esta solucion es mediante el cambio de
las constantes (A, B) a otras (a, ¢) definidas por:

A=acosp; B=asenp,

resultando la expresion

r = ae P sen(wt + ). (3.12)

Este ultimo caso de amortiguamiento subcritico (¢ < cqit) es el que mas
nos interesa, ya que es el inico en que se producen vibraciones. La expresion
(3.12) representa un movimiento oscilatorio amortiguado de amplitud de-
creciente (ae '), al estar modulado por una exponencial negativa. Aunque
el movimiento es oscilatorio, no seria correcto en rigor llamarlo periédico,
ya que cada oscilaciéon es distinta, al disminuir la amplitud. Se define como
amplitud (de forma mas rigurosa, «pseudo-amplitud») del movimiento al
valor ae P!, que tiende a 0 para t — oo. El movimiento desaparece en la
practica para un tiempo suficientemente grande. Es facil comprobar que el
intervalo entre méaximos, al igual que entre pasos por cero, es constante e
igual a T' = 27 /w (periodo de la oscilacion). Por tanto, a w se le llama fre-
cuencia angular natural del sistema amortiguado (con mayor rigor formal
«pseudo-frecuenciay ).
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El pardmetro a representa la amplitud inicial y ¢ el angulo de fase.
Estas dos constantes (o alternativamente las A y B si se opta por la otra
representacion de la solucion, definida mediante (3.11)) se calculan a partir
de las condiciones iniciales (xq, Z¢).

En resumen, en funcién de los parametros del problema, la solucién
quedara expresada como:

k c?
Psen(wt + ), con w def 2

T (3.13)

—_c
xr =ae 2m

A menudo es util emplear una notacién alternativa para estas expresio-
., . . . . def
nes, en funcion de la frecuencia natural sin amortiguamiento wy = +/k/m
(ecuacion (3.5)), y la tasa de amortiguamiento critico &, definida como

def C c

gzif

Cerit  2Mw

El significado de wy ya se discutié antes. En cuanto a &, se trata de un valor
adimensional, que para los sistemas oscilatorios (amortiguamiento subcriti-
co) se halla entre 0 y 1. En el caso en que sea £ > 1 el amortiguamiento es
critico o supercritico y no se producen oscilaciones. Para vibraciones estruc-
turales, los valores usuales de £ son pequenios; en una estructura real puede
ser del orden de £ = 0,02 = 2% o menor®.
En funcion de estos pardmetros, la ecuacion diferencial (3.8) se puede
escribir
&+ 26wod + wir = 0, (3.14)

mientras que la solucion (3.13) se expresa como

—Sol sen(wt + ),  con w L ov/1— £2. (3.15)

Se observa inmediatamente que la pseudo-frecuencia w de este movi-
miento es menor que en el caso sin amortiguamiento (wp), debido al factor
V1 —&2 < 1. Sin embargo, en la mayoria de los casos practicos, al ser &
pequeno, ambos valores resultan muy proximos (w & wp).

Tr = ae

EJEMPLO 3.1: Una masa m de 400 kg puede deslizar sin rozamiento sobre un
eje horizontal, unida mediante un resorte elastico de constante k = 10° N/m
a una base fija en el eje. Existe ademés un amortiguamiento viscoso, que
reduce la amplitud de la oscilacién a la centésima parte cada 10s. Se pide:

3Por ejemplo, en la nueva norma para acciones de calculo de puentes de ferrocarril, en
los que las acciones dinamicas cobran especial relevancia para trenes de alta velocidad, se
proponen amortiguamientos de £ = 0,5% para puentes metalicos o mixtos, y £ = 2,0%
para puentes de hormigén estructural
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a. Valor de la constante ¢ de amortiguamiento y de la tasa & respecto
del critico;

b. Suponiendo que parte de xg = 0,05 m medido desde la posicion de
equilibrio en reposo, obtener la ecuacién del movimiento asi como el
valor numeérico de la posicién al cabo de 2s;

Solucion.

a.— El movimiento es un caso de vibraciones libres con amortigua-
miento, dado por la ecuacion (3.15):

x = ae” % sen(wt + ¢p).
El valor de la frecuencia natural del sistema sin amortiguar es
wo = v/ k/m = 15,811388rad/s = 2,51646 Hz. (3.16)

El decremento de la pseudo-amplitud permite calcular la razén de amorti-
guamiento:

—wol0 _ @ ¢ - In 100

= =
e 100 10wo

=0,029126 ~ 2,9 %. (3.17)

La constante de amortiguamiento vale ¢ = 26wy = 368,4136 N -s - m~L.

b.— Una vez calculados todos los pardmetros, se pueden obtener las
constantes a partir de las condiciones iniciales:

xo = Asen ¢y N { A = 0,05002122
0 = — Afwg sen ¢o + Aw cos g do = 1,541667 = 0,4907287

La expresion numérica de la solucién es por tanto
2(t) = 0,05002122 ¢(—4695170) ey (15 80468 ¢ + 1,541667), (3.18)

y la posicién a los dos segundos z(2) = 0,01964561 m. Los resultados se
muestran de forma grafica en la figura 3.8. O
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Figura 3.8: Resultados del ejemplo 5.1: (a) Grdfica para t € [0,10]; (b) De-
talle de la grifica parat € [0,2], en la que se aprecian mejor las oscilaciones
amortiguadas; (c¢) Detalle del comienzo del movimiento (duracion = 1/64
periodos) en el que se aprecia que en el instante inicial la curva no es tan-
gente a la envolvente de pseudo-amplitud, junto con el punto de tangencia
en que (wt+¢o) = 7/2; (d) Detalle de la fase final (t € [9,10]) comprobando
que se alcanza la centésima parte de la elongacion inicial (recta horizontal).
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T
] Figura 3.9:
D 5 Oscilador sim-
f(t) ple con amor-

c 4‘—> tiguamiento

sometido a
m
W\W fuerza externa.

k

3.4. Oscilaciones forzadas

3.4.1. Ecuacién del movimiento

En este caso consideramos que sobre la masa m actta una fuerza exter-
na f(t), ademas de las fuerzas internas antes descritas correspondientes al
muelle y al amortiguador (figura 3.9).

La ecuacién es ahora:

mi + ct + kx = f(t). (3.19)

Al incluir el término independiente f(t) la ecuacion diferencial deja de ser
homogénea. Esto da lugar a una estructura de la solucién distinta, como se
ve a continuacion.

3.4.2. Integracion de la ecuaciéon

Sean dos soluciones cualesquiera x;(t) y x2(t) de la ecuacion completa
(3.19):

mIo + cto + To = f(t),
mxi +ct1 +x1 = f(t);

restando término a término se obtiene
m(ig - il) + C(I'Q — il) + k(xg — .’El) =0.

Por tanto su diferencia, x,(t) = xz2(t) — x1(t), es solucion de la ecuacion
homogénea (3.8). Esto nos sirve para poder expresar la solucion general de
la completa como una solucién particular de la misma, que hallaremos por
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cualquier procedimiento, mas la soluciéon general de la homogénea que ya
sabemos calcular:

2(t) = en(t) + 2, (0).

El problema se limita pues a calcular una soluciéon particular de (3.19).
Cualquier procedimiento que nos permita hallarla es bueno (todo vale).
Como regla general, buscaremos una solucion particular del mismo tipo que
el término de fuerza f(t). Veremos a continuacion las soluciones particulares
para algunos casos significativos.

a) fuerza constante, f(t) = D.- Este caso puede corresponder a
una fuerza constante estética, si su aplicacién ha sido lenta, o a una funcién
escalén dinamica, en el caso en que la aplicacién sea siibita. En cualquier
caso, la solucién particular es otra constante, de valor

Tp = 7
La comprobacion es inmediata, al ser &, = &, = 0.

Este caso corresponde, por ejemplo, al de un muelle en posicién vertical
sujeto a la gravedad; al de la fuerza de rozamiento durante el intervalo en
que no cambia de signo (supuesta la reaccion normal constante); o al de una
fuerza constante o escaléon cualquiera.

Por otra parte, llamando xyp = D/k (cte.), la adicion de una solucion
T = xo puede interpretarse también como una simple traslacion del origen
de coordenadas, 2/(t) = z(t) — 29 = xp(t). De esta forma el movimiento
puede describirse como una oscilacién libre alrededor de un nuevo centro,
trasladado xg.

Este seria el caso, por ejemplo, de una masa m colgando de un resor-
te de constante k en direccion vertical, sometida a su propio peso (mg).
El movimiento puede interpretarse como una oscilaciéon libre, alrededor de
un punto de equilibrio situado la distancia mg/k por debajo del punto de
longitud natural del muelle.

b) fuerza lineal, f(t) = Et.- Se trata de una fuerza que aumenta o
disminuye linealmente con el tiempo. Tanteamos la solucion z, = mt + n,
también lineal. Sustituyendo en (3.19) se obtienen los valores de m y n:

{m = E/k

cm + k(mt+n) = Et
( ) n=—cE/k?
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por lo que resulta

- £(-5)

Este caso sirve para definir un tramo en forma de rampa en una funcién de
fuerza.

c) fuerza armoénica, f(t) = gsenQt.- Este caso tiene especial im-
portancia, ya que no sélo sirve para una fuerza armoénica en si misma, sino
que servira también como base para calcular la solucién frente a una carga
cualquiera, mediante el desarrollo en serie de Fourier (aptdo. 3.7.3).

Tanteamos una solucién que sea igualmente armoénica, con la misma
frecuencia que la excitacion, pero admitiendo un posible desfase § respecto
de la carga:

xp(t) = Asen(Qt + 90).
Sustituyendo en (3.19):

k —mQ?) sen(Qt + 6) + cQcos(Qt + 0 :gseth,
A

y particularizando para dos valores distintos de ¢ se puede calcular A y §:

1. parat =0,
(k —mQ?)send + cQcosd = 0,

y despejando 9,

2 2w
tan o k — mQ? wi — Q2 (3.20)

2. para Qt+ 9 =0,
Q) = %sen(—&)

A= —C%sené

Para expresar A en funcion de los parametros del problema, debemos obte-
ner en primer lugar la expresion de sen d:

tan o

+v1 + tan? 6

—cf)
= (3.21)
+/(k — mQ2)2 + 202

—2£Quwyg

B +/(w§ — Q)2 + 420207

send =
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resultando finalmente las expresiones siguientes para A:

a - a/m (3.22)

A= .
£/ (k—mQ2)2 + 202 +/(w — 02)2 + 42022

Debido a la indeterminacién del signo de la raiz en las expresiones anteriores
((3.21) para send y (3.22) para A), podria resultar un valor negativo para
esta ultima constante. A veces es conveniente sin embargo tomar el signo de
la raiz que hace A positivo, concordando con su interpretacion fisica como
amplitud. Esto obligaria a su vez a tomar el valor apropiado para d, de
forma que send tenga el signo que le corresponde. Conviene observar que
para cambiar de signo (send) basta con tomar (64 ) en lugar de 6, es decir,
se trata de un simple cambio del origen de tiempo, lo que siempre es licito.

Una vez conocidos A y & es posible escribir la solucién general de la
ecuacion completa (3.19) que resulta:

z(t) = ae *lsen(wt +¢) + Asen(Qt +6) . (3.23)
—————

sol. gral. homogénea sol. part. completa

En esta expresion quedan tan sélo por determinar los parametros a y ¢,
que se obtendran particularizando para las condiciones iniciales. Conviene
subrayar que, aunque estos pardmetros afectan sélo a la parte de la solucién
que proviene de la homogénea, es la solucion completa (3.23) la que se
debe particularizar. No debe cometerse el error de particularizar el sumando
correspondiente a la solucién homogénea, sino que debe ser la suma de
ambas.

Por otra parte, es importante observar que la solucién particular de la
completa que hemos obtenido es independiente de las condiciones iniciales,
al ser funcion dnicamente de los pardmetros A y 9§, definidos por las expre-
siones (3.21) y (3.22) en las que no influyen dichas condiciones iniciales.

Régimen transitorio y permanente.- En el caso en que exista amorti-
guamiento, la solucién de la homogénea al cabo de cierto tiempo —cuénto
tiempo sea dependera del amortiguamiento— desaparece. El intervalo du-
rante el que no se puede despreciar el término correspondiente a la solucién
de la homogénea, siendo significativos ambos sumandos en (3.23), se llama
régimen transitorio. El movimiento durante este régimen posee dos compo-
nentes armonicas de distinta frecuencia, la de la excitacion () y la natural
del sistema en vibracion libre (w).

El régimen permanente es el que se alcanza cuando el término correspon-
diente a la soluciéon de la homogénea en (3.23) se amortigua hasta hacerse
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despreciable, quedando tan sélo la solucién particular de la completa. Como
se ha dicho antes, esta solucién particular se puede escoger de forma que
no dependa de las condiciones iniciales®. Por lo tanto, éstas solo tendran
influencia durante el régimen transitorio. Dicho de otra manera, en un mo-
vimiento forzado y amortiguado, al cabo de un tiempo el movimiento es
siempre el mismo independientemente de las condiciones iniciales.

Figura 3.10: Movimiento oscilatorio forzado, para dos condiciones iniciales
distintas; al cabo de cierto tiempo, el régimen permanente es el mismo.

Para una excitacién peridédica de tipo armoénico, el régimen permanente
tiene la misma frecuencia que la excitacion, y un desfase § respecto a ella,
dado por la expresion (3.21). De ésta se desprende que si no existe amor-
tiguamiento, el desfase es también nulo. El desfase también depende de la
relaciéon entre €2 y wp, de forma que, por ejemplo, para = wy, resulta
send = +1 y por tanto § = +m/2.

3.5. Amplificacién dindmica y resonancia

Una carga aplicada de forma dinamica puede producir un efecto conside-
rablemente mayor que aplicada de forma estatica, es decir, suficientemente
lenta para que no se llegue a producir oscilaciéon. Este efecto se denomina
amplificacion dindmica.

4La eleccion de solucién particular no es tnica, siendo por tanto también posible
escoger ésta de forma que una parte de ella si dependa del estado inicial; sin embargo,
en el limite cuando ¢ — oo, esta parte de la solucién particular también se vera reducida
a cero.
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Un ejemplo sencillo es la aplicaciéon de una carga constante Py, sobre un
sistema formado por una masa m y un resorte k, sin amortiguamiento. Si
se aplica de forma estatica (mediante una rampa suficientemente lenta), el
desplazamiento seria zesy = Pp/k.

Si se aplica de forma subita, como un escalén de carga, suponiendo
que inicialmente el resorte estd en su posiciéon natural y sin velocidad, la
respuesta es

Zain(t) = % - % cos(wot).
El desplazamiento maximo se produce para wot = 7 y vale Zginmax = 2Fo/k.
Por tanto, la amplificaciéon dindmica de la carga es

Tdin,max

f.ampl. = =2,

Lest

es decir, el efecto dindmico es el doble del estatico.

Supongamos ahora que se aplica la misma carga, pero modulada por una
funcién armoénica, Pysen(€2t). Supondremos que existe un pequeno amorti-
guamiento inevitable, por lo que el movimiento llega a un régimen perma-
nente, pero que sin embargo se puede despreciar su efecto en la ecuaciéon
de dicho régimen, al ser su valor muy pequeno. Decimos, abusando de la
expresion, que es un caso «sin amortiguamiento,» aunque queda claro im-
plicitamente que algiin amortiguamiento, por pequeno que sea, ha debido
existir para que desaparezcan los términos transitorios. En el régimen per-
manente la respuesta es un movimiento igualmente armoénico, cuya amplitud
se puede deducir de la ecuacion (3.22):

P
Ldin,max = A(Q) - k— 73192 .
La amplificacién dinamica es
fampl, = Tdmmex 1 (3.24)
Test 1—0Q%/w?

Si Q2 = 0, el factor de amplificaciéon es la unidad, como deberia ser en buena
logica, al tratarse de una carga estatica. Si 2 — oo, el factor de amplificacion
tiende a cero, lo que quiere decir que la excitacién es demasiado rapida y
el resorte no tiene tiempo para deformarse, la masa no llegaria a moverse.
Por ultimo, si 2 — wy, el factor de amplificacién tiende a co.
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Se denomina resonancia al fendémeno por el cual la amplitud de la osci-
lacion se hace méxima para determinadas condiciones de la excitacion®.

Como se ha visto en el ejemplo anterior, la amplitud puede tender a
oo bajo determinadas circunstancias (ecuacion (3.24)). En este caso la re-
sonancia conduciria a un fallo completo del sistema, por una amplitud de
movimiento excesiva.

En un caso general con amortiguamiento, la expresion (3.22) propor-
ciona la amplitud (A) del régimen permanente. Utilizando dicha ecuacion,
es posible dibujar la grafica de la amplitud obtenida para un valor dado
del amortiguamiento (), en funciéon de la frecuencia de excitacion () (fi-
gura 3.11). Se observa que para amortiguamiento { # 0 la curva muestra
en general un méaximo de la amplitud, mientras que para £ = 0 no existe
méximo, tendiendo la amplitud resonante a co.

Desde un punto de vista de calculo, la frecuencia de resonancia se obtiene
hallando el maximo de (3.22):

Ao q/m ,
V(WE =022 1 4e20207

puesto que el numerador es constante, se busca el minimo del radicando en
el denominador,

d o

I 022 4+ 4£20%2) = 2(w? — Q) (—2Q) + 86220 = 0,

obteniéndose finalmente:

k 2
Q= /= — S = /1 - 2€2. (3.25)

m  2m2

La amplitud resonante se obtiene sustituyendo el valor de €, en la ex-
presion (3.22) de A:

4 alc (3.26)

cw k_
m 4m?2

SEstrictamente hablando, la definicién hecha corresponde a la resonancia en amplitud.
Cabe definir también la resonancia en energia cinética, como aquella que hace méaximo
T = mi? /2, pudiendo demostrarse que corresponde a una frecuencia de excitaciéon igual
a wo (frecuencia propia sin amortiguamiento). Si existe amortiguamiento, esta frecuencia
de resonancia es ligeramente distinta a la obtenida en (3.25). Al ser la energia potencial
proporcional al cuadrado de la elongacion, la resonancia en energia potencial equivale a
la resonancia en amplitud.

Ay

_ q _
B cwoy/1 — &2
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Conviene observar que las expresiones (3.4), (3.13) y (3.25) definen tres
frecuencias caracteristicas del sistema, que ordenadas de mayor a menor

quedan:
w Q,

A

w0>w0\/1—§2>w0\/1—2§2.

Aunque sus valores sean distintos para un caso con amortiguamiento, en
los casos practicos reales, el amortiguamiento £ suele ser pequeno y las tres
frecuencias tienen valores muy proximos. Para los valores usuales del amor-
tiguamiento en vibraciones estructurales (del orden de 1%-2% o incluso
menores), la resonancia se produce muy proxima a wp, como se aprecia en
la figura 3.11. Por ello, en la préctica ingenieril a menudo se confunden las

4 T |
[oe=o0
3 P -
P\ Le=02
R 2 .
£=05
N
0 ¢ L
0 1 2 3

Figura 3.11: Amplitud de oscilacion para una excitacion armonica, en fun-
cion de la frecuencia de excitacion €2, para diversos valores del amorti-
guamiento €. Los ejes representan magnitudes adimensionales, en abscisas
B = Q/woy, y en ordenadas D = A/(q/k) (factor de amplificacion dindmica).

dos frecuencias wy y €2,.. La diferencia de frecuencias es mayor para valo-
res altos del amortiguamiento &, aunque entonces también ocurre que la
resonancia tiene menor importancia. Si £€2 > 1/2 (£ > 0,71) no se llega a
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producir méximo de A, por lo que no hay resonancia. En este caso la fun-
cion A(£2) es monotona decreciente y no tiene méaximo local, como puede
apreciarse en la figura 3.11.

EJEMPLO 3.2: Como continuacién del ejemplo 3.1, resolver las siguientes
cuestiones adicionales:

a. Suponiendo ahora que a la base se le comunica un movimiento im-
puesto armoénico, de amplitud 0,05m y frecuencia 2 Hz, obtener el
movimiento tanto durante el régimen transitorio como en el régimen
permanente. Como condiciones iniciales, se admitira que parte del re-
poso en la posicion de equilibrio.

b. Obtener la frecuencia de la excitacion anterior que produce la maxima
amplitud del movimiento, el valor de dicha amplitud maxima y el
factor de amplificacion.

Solucion.

a.— Sea z(t) el movimiento de elongacién del resorte, relativo a la
base, y x(t) el movimiento impuesto de la base. El movimiento absoluto es
por tanto X (t) = x(t) + 3(t). La ecuacion del movimiento es:

mX +ci+kr=0 = mi+ci+kr=—miy.
Teniendo en cuenta x(t) = Bsen(Q2t), resulta
mi + ci + kx = mBQ? sen(Qt). (3.27)

La solucién general consta de la solucién general de la homogénea mas una
solucion particular de la completa, x(t) = xp(t) + x,(t). Suponiendo una
solucién particular del tipo

zp(t) = C'sen(Qt + 0), (3.28)

y obligando a que z(t) cumpla la ecuaciéon anterior, se obtiene

c)
0 = arctan (mQQ_k) = —0,125031 rad; 529
BQ? '
C=— e = —0,0850728 m.

\/02 02 + (m2 — k)2

(Estos parametros podrian haberse deducido también directamente de apli-
car las expresiones (3.20) y (3.22), con ¢ = mBQ?2.) La soluciéon completa
de la ecuacién es

z(t) = C'sen(Qt + 6) + Ae ™ sen(wt + ¢y). (3.30)
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Obligando a que cumpla las condiciones iniciales (xg = 0,29 = 0), se obtie-
nen las constantes A y ¢o:

2&wwy
¢o = arctan ( 5 5 3 2) = —0,157492rad;
o 0% — wg + 28%wg (3.31)
A=——=0,0676418m.
w

Con estos datos y los parametros £, wy calculados anteriormente (ecuaciones
(3.16) y (3.17)) queda determinada la ecuacion del movimiento (3.30):

z(t) = —0,0850728 sen (47t — 0,125031)
+ 0,0676418 e 0:4605170¢ g0 (1580468 ¢ — 0,157492).  (3.32)

Esta solucién es la «completay, que corresponde al llamado régimen tran-
sitorio. Pasado suficiente tiempo, el segundo sumando en esta expresion
(la soluciéon de la homogénea) desaparece, debido a la exponencial decre-
ciente, y queda el denominado régimen permanente, que se identifica con
la solucién particular (3.28). En la figura 3.12 pueden observarse estas dos
soluciones. Refiriéndose al régimen permanente, el factor de amplificacion
dinédmica (respecto a la amplitud del movimiento impuesto en la base) es
FA = 0,0850728/0,05 = 1,701457.

b.— Para hallar el maximo de la amplitud en régimen permanente,
basta con derivar la expresion de C en 3.295 e igualar a cero. Desarrollando
las operaciones se obtiene la frecuencia de resonancia:

Q= 0 1582482 rad/s. (3.33)

V1 — 22

Obsérvese que para este caso en que la excitaciéon es por movimiento ar-
moénico en la base la frecuencia de resonancia no coincide con la obtenida
anteriormente para una fuerza armonica (3.25). El motivo es que el nume-
rador en la expresion 3.299 también depende ahora de €2, y el méximo no
coincide para ambos casos.

Sustituyendo esta frecuencia en 3.299 se calcula la amplitud méxima
(resonante):

C = —0,858714m. (3.34)

El factor de amplificacion lo expresamos en este caso como cociente entre
la amplitud dindmica obtenida y la amplitud de la excitacion:

0,858714
FA = ——— =17,17428.
0,05 7,17428
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0.05

—0.05 -

—0.1+

Figura 3.12: Régimen transitorio y permanente, pudiendo observarse como
a medida que avanza el tiempo el movimiento se va aproximando al régimen
permanente.

En la figura 3.13 se aprecia la variaciéon del factor de amplificacion con la
frecuencia €2, marcandose claramante el pico de resonancia. O

3.6. El espacio de las fases

Es posible realizar una transformacion de la ecuaciéon diferencial de se-
gundo orden del oscilador armoénico simple (3.1), en funciéon de la variable
x, a un sistema equivalente de dos ecuaciones diferenciales de primer or-

. def . . ..
den, con dos variables: x y p = ma (cantidad de movimiento o momento
conjugado a x). Este cambio origina las ecuaciones:

{ p+kxr=0 (3.35)

p=mz

El espacio de las fases permite una descripcion distinta del problema a
la realizada en los apartados anteriores, en funcion de las variables (z, p).
Este tipo de variables son las que se emplean en la dindmica analitica de
Hamilton (capitulo 12). Tiene especial interés cuando se desea estudiar la
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Figura 3.13: Factor de amplificacion dindmica en funcion de la frecuencia
de excitacion de la base. Se marcan con lineas verticales la situacion para
la excitacidon definida en el primer apartado y la situacion de resonancia.

dindamica del sistema de forma geométrica o cualitativa, por la dificultad o
incluso imposibilidad de resolverlo de manera cuantitativa.
Para obtener la trayectoria del sistema en el espacio de las fases, obser-

vamos:
jodp, _dop
dzx dxm’

sustituyendo en (3.351):

dp p

tkr=0 = ZPdptkrdz=o0.
dxm m

Integrando esta ecuaciéon de variables separadas se obtiene

2mp

k
59;2 = E, (3.36)

donde la constante de integraciéon E es precisamente la energia total del
sistema, mi? /2 + kx? /2, que se mantiene constante e igual a su valor inicial
como ya sabemos (apartado 3.1.2).

La trayectoria definida por (3.36) es una elipse con semiejes \/2F /k y
V2Em (figura 3.14). El punto por donde se empiece a recorrer la elipse
depende de las condiciones iniciales, siendo la trayectoria siempre la misma



3.28 Capitulo 3. OSCILACIONES LINEALES CON 1 GRADO DE LIBERTAD

AW,
VAY

Trayectoria fasica (z, p) Ley horaria z(t

Figura 3.14: Oscilador sin amortiguamiento; trayectoria eliptica en el espa-
cio fdsico, correspondiente a un movimiento con amplitud constante.

elipse. El tamano depende de la energia, E: las 6rbitas més energéticas
corresponden a elipses de mayor tamano.

Si el sistema tiene amortiguamiento, la energia £ disminuye a lo largo
del movimiento. La trayectoria fasica del sistema sera pues una elipse cuyo
tamano va disminuyendo a lo largo del tiempo; es decir, se recorre una espi-
ral eliptica que termina en el origen, correspondiente al estado de reposo con
elongacion nula del resorte, cuando el movimiento se ha amortiguado com-
pletamente. Decimos en este caso que el origen es un atractor del sistema,
puesto que la trayectoria fasica tiende irremediablemente a él.

=0 /\ A AA
N Y

Trayectoria fasica (z, p) Ley horaria xz(t)

Figura 3.15: Oscilador con amortiguamiento; trayectoria en espiral eliptica
correspondiente a amplitud decreciente, con atractor en el origen.

Por tltimo, una oscilacién forzada con excitacién armonica acaba osci-
lando en un régimen permanente, también armoénico, que corresponde a otra
elipse en el espacio de las fases. Se dice que el sistema tiene un ciclo limite,
al que tiende siempre independientemente de las condiciones iniciales.

En casos més generales de sistemas dinamicos complejos, pueden existir
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Trayectoria fasica (x, p) Ley horaria z(t)

Figura 3.16: Oscilador forzado con amortiguamiento; la trayectoria fdsica
muestra claramente un ciclo limite.

varios atractores o ciclos limite, cada uno con su correspondiente «cuenca de
atraccién». En los sistemas cadticos, a pesar del desorden e impredicibilidad
que su nombre indica, a menudo se pueden establecer también atractores o
ciclos limite. Sin embargo, ocurrird que pequenisimas perturbaciones pueden
hacer que el sistema salte de uno a otro, de manera impredecible. En este
altimo caso no es util estudiar de forma determinista el sistema, por la
extrema sensibilidad al cambio de cualquier pardmetro o condicién inicial.
Sin embargo, el estudio de sus trayectorias en el espacio de las fases si puede
proporcionar un medio 1util para describir cualitativamente su respuesta.

En sistemas complejos con comportamiento cadtico, la representacion
grafica de las distintas trayectorias dindmicas y cuencas de atraccién da
lugar en ocasiones a figuras de tipo fractal, con una estructura compleja y
que se repite a cualquier escala de observacion.

3.7. Analisis mediante series de Fourier

El desarrollo en serie de Fourier es una herramienta importante que per-
mite obtener la solucién de un oscilador forzado sometido a una excitacién
cualquiera, sin necesidad de que ésta se ajuste a las funciones tipicas estu-
diadas en el apartado (3.4). Su aplicabilidad radica en la linealidad de la
ecuacion.

3.7.1. Caracter lineal de las ecuaciones

Supongamos un oscilador con amortiguamiento, sometido a una fuerza
externa F'(t). La ecuacion (3.19) se puede escribir como:

&+ 28wod + wiz = f(t), (3.37)
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siendo f(t) R (t)/m, habiendo dividido ambos términos de la ecuacion
por m. Otra manera de expresar esta ecuacion es mediante la definicion de
un operador L(-), que actua sobre la funcion z(t), definido de la siguiente
manera:
d? d . .

L(x) aof w2 + 2§w05 + Wi | (x) = & + 2€woi + wiz. (3.38)
El operador L(-) es una aplicacion definida en el espacio de las funciones
C?. La imagen de una funcién z(t) mediante L(-) es otra funcion, definida
a partir de (3.38). De esta manera, la ecuacion dinamica (3.37) se puede
expresar en forma compacta como

L(z) = f.

Es inmediato comprobar el caracter lineal de L(-): para dos funciones
cualesquiera x1(t), x2(t) y dos nameros arbitrarios «, 5 € R,

L(axy + Bxe) = aL(x1) + BL(x2).

Por tanto, conocidas las soluciones x1(t) y x2(t) para dos funciones de fuerza
dadas f1(t) y f2(t), la solucion de la combinacion lineal f = af; + Sf2 es
la combinacién lineal de las soluciones respectivas:

L(axy + Bxg) = aL(xy) + BL(x2) = afi + B fa.

Esta propiedad se puede extender a una serie con N sumandos, f,(t), de
los que suponemos conocidas las soluciones individuales, x,(t):

N N
L (Z anmn(t)> = Zanfn(t> = f(t)

- N .
Por lo que la solucion de f = Y. o, fp es la suma de las soluciones de
cada término, YN a, .

3.7.2. Analisis de series de armoénicos

Supongamos ahora que el término de fuerza externa, f(t), se puede ex-
presar mediante una serie de armonicos, es decir, como suma de senos y
cosenos con distintas frecuencias y afectados de distintas amplitudes. Co-
nocemos ya por lo estudiado en este capitulo la solucién a cada uno de los
términos armoénicos individuales. Como vimos, esta solucién consta de un
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término que so6lo interviene durante el régimen transitorio (solucién gene-
ral de la homogénea) y de otro que caracteriza el régimen estacionario o
permanente (solucion particular de la completa). En el desarrollo que sigue
estudiaremos tan sélo el régimen permanente, admitiendo la hipoétesis por
otra parte bastante usual, de que el transitorio s6lo dura un tiempo breve
y por tanto carece de importancia a nuestros efectos.

Asi, si la serie que define la fuerza aplicada es:

N
ft) = Z ay, cos wpt,
n=1

la solucion (régimen estacionario) para cada término de la serie es una
funcién armoénica cuya amplitud viene dada por la ecuacion (3.22):

Qo
V(0§ — w2)? + dwlwpe?

siendo el desfase el definido por (3.20):

xn(t) =

cos(wnt — dp),

2wnwo§
(Sn = arctan BTG

Sumando todas estas soluciones obtendremos la solucion global, x(t) =

YAy n(t).

3.7.3. Desarrollo en serie de Fourier

El Teorema de Fourier afirma que cualquier funcion periodica f(t), de
periodo T, se puede desarrollar en serie de armoénicos, de la forma:

1

f) = S0+ Z(an cos nwt + by, sen nwt), (3.39)

n=1

siendo w & 27 /1.

Este teorema quedard demostrado si somos capaces de proporcionar un
método para calcular los coeficientes a,,, b, que hacen posible el desarrollo
(3.39). En primer lugar, calculemos la integral

/T f(t) cosmwt dt.
0

Al estar f(t) definida mediante la serie (3.39) y suponiendo los requisitos
necesarios de convergencia de ésta, la integral anterior se puede descomponer
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en la suma de las integrales de cada uno de los términos. Multiplicando
cada uno de estos términos por cos mwt e integrando, resultan entonces las
siguientes integrales, segtin los valores de m y n:

a. sin #m,
-
an/ cos nwt cosmwt dt =
0

.
1
an/ i[cos(n + m)wt + cos(n — m)wt] dt = 0;
0

-
bn/ sen nwt cos mwt dt =
0 .-
bn / i[sen(n + m)wt + sen(n — m)wt] dt =0
0

b. sin =m,

T 1 2 t
am, / cos® mwt dt = am/ w dt = am% (3.40)
0 0

T T
1
bm/ sen mwt cos mwt dt = bm/ 3 sen 2mwtdt =0
0 0

Vemos pues que el tnico término que da una contribuciéon no nula es
el correspondiente a a,, cos mwt. Analogamente, multiplicando (3.39) por
sen mwt e integrando, la tnica integral no nula de la serie resulta ser:

(3.41)

/ f(t) senmwt dt = bm/ sen’ mwt dt = bmg.
0 0

Por ultimo, la integral directa de f(t) es:
T T 1
/ F(t)dt = / “apdt = ag—. (3.42)
0 0o 2 2
De (3.40), (3.41) y (3.42) deducimos los coeficientes de (3.39), que son:
2 T
ap = / f(t) cosnwt dt (3.43)
7 Jo

2 T
by, = / f(t) sennwt dt (3.44)
7 Jo

— /0 oL (3.45)

T
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Al tener un método para calcular estos coeficientes para cualquier valor de
n, queda demostrado el teorema de Fourier y definido el desarrollo en serie.

El desarrollo en serie de Fourier tiene aplicaciones importantisimas en la
ingenieria, ya que convierte el analisis de una funcién periédica cualquiera en
los anélisis de casos elementales de términos armonicos, cuya solucién nos
es conocida. La funciéon f(t) no tiene limitacion, salvo que sea periodica.
Puede estar definida mediante una funcién analitica cualquiera, por puntos,
etc. En la practica, bastard tomar tan sélo un cierto niimero de términos
del desarrollo, para obtener la precision suficiente, truncando el resto de la
serie.

Es posible extender el método del desarrollo en serie de Fourier a una
funcién cualquiera, aunque no sea peridédica. Para ello se emplea el truco de
construir una nueva funcién periédica, con un periodo suficientemente largo
que abarca el intervalo de tiempo de interés de la funcién no periédica. En
esta nueva funcién se anade a la funcién original, al cabo del intervalo de
tiempo de interés, un intervalo de silencio, hasta un tiempo suficientemente
grande, 7 — 00. Al cabo de un tiempo 7, nuestra funcién se volveria a
repetir. Sin embargo, como s6lo estamos interesados en la solucién para
t < T, esto no supone ningin inconveniente.

ft)

Figura 3.17: Desarrollo
en serte de Fourier de
! funciones mo periddi-

7 U as

T

En este ultimo caso, si 7 — o0, los coeficientes a, y b, deducidos de
(3.43, 3.44) se convierten en infinitésimos, puesto que 7 esta en el denomi-
nador. La suma del desarrollo en serie de Fourier se transforma (en el limite)
en una integral, denominada transformada de Fourier. Esta integral tiene
exactamente la forma inversa de las integrales para los coeficientes a,, y by,
expresadas en las ecuaciones (3.43, 3.44), términos que estén relacionados
con cada valor de la frecuencia, w, = nw. Este conjunto de frecuencias dis-
creto, al aumentar 7 tiende a una distribucién continua. La transformada
de Fourier se puede interpretar entonces como un cambio de formulacion,
pasando a expresar el problema inicialmente formulado en el dominio del
tiempo al dominio de la frecuencia. No desarrollaremos mas este tema, para
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no alargar innecesariamente este capitulo, pudiendo consultarse en el libro
de Fernandez Palacios o en otros textos mas especificos de vibraciones®

3.8. Analisis de transitorios mediante la funciéon de
Green

El desarrollo en serie de Fourier proporciona la solucion del régimen es-
tacionario, ya que en su deduccién despreciamos deliberadamente el efecto
de los transitorios. Para los casos en los que sea necesario obtener el ré-
gimen transitorio se puede aplicar el método de la funcién de Green, que
desarrollamos a continuacion.

3.8.1. Respuesta a una funcién impulso

Partimos, como antes, de la ecuacién general del movimiento oscilatorio
forzado (3.37),

i+ 28wod + wiz = (1),

cuya solucion general es z(t) = xp(t) + z,(1).

Suponemos que este sistema estd sometido a un impulso instantaneo en
el instante ¢ = 0, un pico de fuerza que se puede suponer de duracién préc-
ticamente nula, pero que por su intensidad tiene un efecto apreciable sobre
el sistema. Mateméticamente, una funcién impulso se representa mediante
la funcion § de Dirac, definida como:

S(t) =0 Yt#£0
5(0) = oo
[Tty dt =1

Una manera de entender el significado de la funciéon singular 6(¢) es consi-
derarla como el limite de una funcién continua como la representada en la
figura 3.18, con forma de triangulo isosceles de base 2¢ y altura 1/¢, cuando
€ — 0. Asi, un impulso de valor I en ¢ = 6 se representa por f(t) = 1 6(t—6).
Integrando esta fuerza,

/_:f(t)dt:/_z.fd(t—e)dt:[

5Se recomiendan: R.W. Clough y J. Penzien: Dynamics of Structures, McGraw Hill,
New York, 1975; L. Meirovitch, Elements of Vibration Analysis, McGraw Hill, New York,
1986.
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f(t) ‘ f(t)

1/e

| , |
e |
0 t 0 t

€

Figura 3.18: Impulso, representado por la funcion delta de Dirac.

Puesto que f(t) = F(t)/m, I sera el impulso por unidad de masa, o sea,
el incremento de velocidad que adquiere m por virtud de la impulsiéon. Po-
demos entender ésta por lo tanto como una causa instantdnea que modifica
el estado de velocidad en t = 6, quedando después el sistema en vibracién
libre, ya que f(t) desaparece.

La solucién a un impulso elemental es pues la respuesta en vibraciones
libres con las condiciones iniciales x(f) = 0; #(¢) = I. La soluciéon para
t > 0 es la de la homogénea:

x(t) = e_gwot(A coswt + Bsenwt), parat >0,

. def
siendo w = wpy/1 — &2
Sustituyendo en la ecuacién del movimiento las dos condiciones iniciales,
obtenemos las constantes A y B:

I e—&wol

A= sen wb,

Ie—&wg&?
= ———coswb.
w

Quedando, finalmente, la solucién para la respuesta a un impulso elemental
como:

1
x(t) = ae_&"o(t_e) senw(t —0), parat>0. (3.46)

3.8.2. Analisis de transitorios para una excitaciéon arbitraria

Suponemos ahora que sobre el oscilador acttia una fuerza F'(t) cualquie-
ra, no impulsiva. Podremos descomponer, dividiendo el tiempo en intervalos
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infinitesimales, esta fuerza como una serie de impulsos elementales, corres-
pondientes a los rectangulos elementales en el diagrama de F(t) (figura
3.19):

F(0
dI = Ld@.
m

f(t)
Figura 3.19: Descomposi-
cion de f(t) en impulsos ele-
mentales

0 t

Por la linealidad del operador, podremos obtener la respuesta global en
un instante ¢ dado, como la suma o integral de las respuestas a todos estos
impulsos elementales dI para 6 < t:

t
F
x(t) = / m(z)e—ﬁwo(t—G) senw(t — ) df.

Se define la funcion de Green G(t,6) como:

1
— e &0 senw(t — ), parat > 0.
mw

G(t,0) %

En funcion de G(t, 0) la integral anterior queda por tanto:

t
z(t) = / F(0)G(t,0)de.
—0oQ0
Esta integral se llama también integral de Duhamel. En la préctica, las
integrales se evaluaran numéricamente, salvo casos particulares simples que
admitan resolucién analitica.
Resumiendo, el método de anéalisis mediante la funciéon de Green:

— Proporciona la respuesta transitoria completa, no limitandose al régi-
men permanente.
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— Incluye automaticamente la informaciéon sobre las condiciones inicia-
les.

— Sirve para funciones de carga arbitrarias.

3.9. Métodos numéricos para integracion directa

En la practica la resoluciéon de problemas dinamicos reales se realiza,
salvo casos particulares simplificados, mediante célculo numérico en orde-
nadores digitales. Los métodos anteriormente expuestos son susceptibles de
tratamiento numérico a través de las trasformadas discretas de Fourier, o de
la evaluacion numeérica de las integrales de convoluciéon de Duhamel (funciéon
de Green).

Otra técnica interesante que permite resolver numerosos problemas de
indole muy general es la utilizaciéon de métodos numéricos para la integracion
directa de las ecuaciones de la dindmica. Este método tiene la ventaja sobre
los anteriormente expuestos que no necesita presuponer la linealidad del
oscilador, por lo cual es posible aplicarlo también a otros casos méas generales
en que los osciladores no sean lineales. Ademaés, de forma automética se
incluyen todos los términos, tanto transitorios como permanentes.

Aunque existen numerosos métodos de integraciéon paso a paso en el
tiempo, expondremos de forma resumida sélo dos: el método de Euler y
el método de Runge-Kutta de 4.° orden. Ambos son métodos de un paso,
sencillos de formular, y se encuentran entre los méas usados en la practica.
Para una exposiciéon mas detallada de estos y de otros métodos de integra-
cion de ecuaciones diferenciales, se recomienda consultar otros textos méas
especializados’ .

En ambos casos se realiza una integracion paso a paso, para lo cual
supondremos que el tiempo se ha discretizado en intervalos pequefios At,
definiendo instantes discretos t,,:

to, t1=At, ta=2At ..., t,=nAt, ..., trp
La ecuacién a resolver sera, como siempre:

&+ 28wod + wiz = f(t). (3.47)

"Véase, por ejemplo, W.E. Boyce y R.C. DiPrima: Elementary Differential Equations
and Boundary Value Problems, (5.% ed.), Wiley, 1992, o a nivel mas avanzado, C.W. Gear:
Numerical Initial Value Problems in Ordinary Differential Equations, Prentice-Hall, 1971.
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Suponemos conocida la solucién en el instante t,: x, = x(ty), Tn = £(tp).
Se trata de obtener un procedimiento para avanzar la solucién al instante
tnt1: Tnil, Tnil.

3.9.1. Meétodo de Euler

Suponemos conocidos en un instante dado z, y &,. A partir de la ecua-
cion (3.47) se despeja p:

Zn = f(tn) — 2wody, — w%xn.

Los valores en n 4+ 1 se obtienen mediante un desarrollo en serie de Taylor
truncado a partir del segundo término:

Tpt1 = Tn + TnAt
Tptl = Tp + T AL

Asi, procederiamos a partir del estado inicial conocido (xg, o) para obtener
primeramente (x1, 1), luego (2, 22), y asi sucesivamente hasta el instante
tfin-

El método de Euler es muy sencillo de formular y de operar, siendo los
algoritmos evaluables de manera explicita. Admite facilmente la extension
al caso en que los coeficientes de la ecuacion dependen del tiempo, o cuando
la ecuacion es no lineal.

Figura  3.20:
Error obtenido
en la solucion
numeérica de la
ecuacion £ = x
mediante el
104 - método de

Fuler, para
t € [0,1],
con Tg = 1.
Precision  de

-5 < .
10 1000 10000 fooogo  Cdleulo: 32
n.° de pasos bits.

1073 |

error

El error de truncamiento local (el cometido para la solucion de x en
cada paso) es del orden O(At?). Por lo tanto, disminuyendo el tamafio del
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paso At suficientemente, se podra llegar a reducir el error de truncamiento
local tanto como se desee. Por ejemplo, al dividir At por 2, el error de trun-
camiento local quedaré dividido por cuatro. Sin embargo, para el computo
de la solucion global, necesitaremos el doble de intervalos para alcanzar el
mismo valor del tiempo final, por lo que si se adopta como cota del error
la suma absoluta de los errores de truncamiento en cada intervalo, el error
global final seréa la mitad del obtenido anteriormente.

Por tanto, se dice que el método de Euler tiene convergencia de primer
orden o lineal: el error global es de orden O(At), por lo que disminuye tanto
como se desee al reducir At, de manera lineal.

Sin embargo, en la practica hay que considerar otra fuente de error
ademas de la puramente algoritmica: los errores de redondeo debido a la
aritmética con precisiéon limitada. Esto es inevitable, especialmente en los
ordenadores digitales, en que la computacion se hace con un nimero fijo
de digitos. Cuanto mas subdivisiones del tiempo se realicen, mayor es este
error acumulado. Por este motivo, la convergencia lineal a menudo resulta
demasiado débil: al realizar gran cantidad de operaciones, puede llegar un
momento en el que los errores de redondeo predominen y la solucién no
converja con la precision requerida (3.20).

Debido a su débil convergencia, es aconsejable bastante prudencia antes
de emplear el método de Euler, comprobando en cada caso que se obtiene
un nivel de error aceptable.

3.9.2. Meétodo de Runge-Kutta

Se trata de un método mas preciso que el de Euler, aunque también mas
costoso de formular y, sobre todo, de operar. Para exponerlo transformare-
mos en primer lugar ecuaciéon dindmica de segundo orden en un sistema de
dos ecuaciones diferenciales de primer orden:

def .
u = I,
0= f(t) — 2bwou — wix.
Para emplear una notacién mas compacta, definimos la variable «vectorial»
_ ) Y1 | def ] T
Y { 2 } { u }

Con esta notacién, el problema se formula como:

. i\ _ Z
y=g(y,t) < {yz }_{ f(t) — 26wy — wiy }
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Para fijar ideas, con esta notacién el método de Euler explicado arriba se
escribirfa simplemente:

Ynt1 = Yn T+ ynAt

El método de Runge-Kutta de cuarto orden se basa en la utilizaciéon de
cuatro coeficientes (k1, kg, k3, k4), que se definen como:

ki1 = g(tn,y,)

ko < g(tn + At/2,y, + ki1At/2)
ks L g(t, + At)2,y, + koAL/2)
ki < g(t, + At,y, + ksAt)

A partir de estos coeficientes, la expresion de y,, | es:

At
Yntl = Yn T+ F(kl + 2ko + 2k3 + k4).

Una vez obtenido y,,, | repetiriamos el proceso para el siguiente paso.

Con este método® se obtiene una convergencia del orden O(At*), razén
por la cual se denomina de 4.° orden. Por tanto, es mucho mas exacto que
el método de Euler, alcanzando una precision suficiente en la gran mayoria
de los casos. También es aplicable a problemas no lineales. Sin embargo,
requiere un esfuerzo mucho mayor para su computo, siendo necesario evaluar
en cada paso los coeficientes k;. En los casos en los que se tengan muchas
variables y funciones complejas de evaluar, su coste computacional puede
resultar excesivo. En cambio, para problemas con un sélo grado de libertad
es muy recomendable al ser su solucién en los ordenadores actuales muy
rapida.

3.10. Problemas propuestos.

Problema 3.1. Un vehiculo de masa m = 10T (1T = 10%kg) posee una
suspension que se puede representar como un resorte eldstico de constante k
interpuesto entre la masa m y el terreno. El vehiculo viaja a una velocidad
de 72 km/h sobre terreno ondulado, definido por la ecuaciéon z = 0,01 sen z,
donde z es la elevacion de la superficie y « la coordenada en la direccién de
la marcha. Se pide:

8En el libro de Fernandez Palacios se incluye un programa en lenguaje BASIC para
el método de Runge-Kutta de 4.° orden, facilmente adaptable a cualquier ecuacion que
se desee integrar, para ordenadores personales o calculadoras de bolsillo.
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a. Supuesto alcanzado el régimen permanente, valor méximo de la rigidez
k para que la aceleracién maxima experimentada por el vehiculo no
exceda de 1/10 de la correspondiente al vehiculo sin suspension.

b. Tomando el valor de k del apartado anterior y un amortiguamiento
viscoso igual al 1 % del critico, estando el vehiculo en reposo sobre una
superficie plana sufre un impacto vertical que le produce una veloci-
dad inicial de 2m/s. Calcular la amplitud inicial de las oscilaciones
producidas en el vehiculo, asi como el tiempo necesario para que dicha
amplitud se reduzca a la mitad.

(examen final, 13/2/1991)

Problema 3.2. Una masa M se halla sujeta a un resorte lineal de constante
k, con un amortiguamiento viscoso de constante c. El valor de ¢ es tal que,
sometido a vibraciones libres, la amplitud del movimiento se reduce a la
mitad al cabo de un tiempo T. El sistema se halla sometido a una fuerza
senoidal de intensidad méaxima ¢q. Se pide calcular el factor de amplificaciéon
dindmico en la resonancia. Tomar los valores numéricos m = 1kg, T =
20In2s, k= 100N/m.

(NOTA: se denomina factor de amplificacion dinamico al cociente entre la
amplitud maxima debida a la carga senoidal y la amplitud estatica para
una carga ¢ constante)

(Examen parcial, 15/6/1992)

Problema 3.3. Una balanza estd formada por un platillo de masa m,
sustentado por un resorte lineal sin amortiguamiento. Se sabe que al colocar
el platillo sobre el resorte, éste sufre un descenso § hasta la nueva posicion
de equilibrio. Con la balanza en reposo, cae sobre el platillo desde una altura
h una masa M = 3m, siendo el choque perfectamente plastico (coeficiente
de restitucion nulo). Se pide:

a. Ecuaciones del movimiento subsiguiente.

b. Valor minimo de h para que a lo largo del movimiento la masa M
se despegue del platillo (se debe considerar que, después del primer
choque, M no queda adherida al platillo, pudiendo por tanto separarse
llegado el caso).

(Examen final, 1/9/1993)

Problema 3.4. Un vehiculo de masa m posee una suspension que se puede
representar mediante un resorte elastico de constante k y amortiguamiento
despreciable, interpuesto entre la masa del vehiculo y las ruedas (considera-
das de masa despreciable), tal como se muestra en la figura 3.22. El vehiculo
viaja con velocidad constante v sobre un pavimento regular y horizontal en
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Vo l
JHY

k

Figura 3.21: Problema 3.3

el que existe un pequeno escalén transversal de altura h y longitud L. Es-
tudiar el movimiento vertical del vehiculo, calculando el periodo propio y la
amplitud de las oscilacién. Se supondra: que el tamano de la rueda es des-
preciable frente al escaléon, por lo que pasa instantaneamente del pavimento
al escalon y viceversa; que no existen efectos relativos a percusiones; y que
se puede despreciar el desplazamiento vertical que pueda sufrir la carroceria
del vehiculo mientras que se sube el escalon.

Figura 3.22: Problema 3.4

Problema 3.5. Una masa m se mueve sobre una recta horizontal con roza-
miento de constante p, sometida a la accién de un resorte lineal de constante
k y longitud natural [y, cuyo otro extremo esta anclado a la recta. Se po-
ne en movimiento estirando el resorte una elongacién inicial dg = x¢g — lg y
soltandolo con velocidad inicial nula. Se observa que la masa efectiia un mo-
vimiento de ida y otro de vuelta, parandose después de esta primera vuelta.
Se pide:

a. Ecuacion diferencial del movimiento, distinguiendo si fuere necesario

entre las diversas fases del mismo.

b. Integracion de la ecuacion, para obtener de forma explicita z(t).

c. Rango de valores que puede tomar dg para que el movimiento sea una
dnica ida y vuelta.

d. Adoptando el valor maximo del rango anterior, calcular la energia
disipada en el movimiento.
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(Examen final, 13/6,/2000)

Problema 3.6. Cuatro varillas iguales, lisas y de longitud 2b cada una,
estdn soldadas entre si formando un cuadrado horizontal fijo de lado 2b.
Sobre cada una de ellas puede moverse una particula de masa m. Cada par-
ticula esta unida a las dos situadas sobre lados contiguos, mediante sendos
resortes elasticos de constante k y longitud natural despreciable. Se aban-
dona el sistema en reposo, estando situada cada particula a una distancia
a; (i = 1,...4) del centro de la varilla sobre la que debe permanecer. Se
pide:
a. Ecuaciones del movimiento de las particulas.

b. Demostrar que al cabo de un cierto tiempo ¢ (cuyo valor se calcularé)
las posiciones de las particulas determinan un cuadrado (cuyo lado I
también se calculard) con independencia de los valores iniciales a;.

(Examen final, 29/1/97)

x3
oo
— .
zq|| / 1/ Figura 3.23: Problema 3.6
"
....................... I
............... {
2
2b

Problema 3.7. Un equipo tiene un bastidor rigido de masa M sobre una
fundacién elastica que puede idealizarse como un resorte de constante k que
permite tinicamente el movimiento vertical, con un amortiguamiento del 5 %
del critico. Dentro del bastidor hay un motor cuyo efecto dindmico equivale
a una masa m con excentricidad e, girando a una velocidad constante 2.
Considerando los valores numéricos M = 900 kg, m = 100 kg, e = 0,01 m,
k=107 N/m, Q = 2000 r.p.m., se pide:
a. Ecuacion diferencial del movimiento.
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b. Solucién general de la ecuacién anterior, tanto para el régimen tran-
sitorio como para el permanente (pasado suficiente tiempo). Se consi-
derara que en el instante inicial la masa excéntrica esta en la posicién
inferior con el bastidor en reposo.

c. Obtener el valor de {2 que produce resonancia para la amplitud del
movimiento, y calcular dicha amplitud resonante.
(Examen parcial, 30/1/1999)

M

Figura 3.24: Problema 5.7




Capitulo 4

Cinematica de sistemas rigidos

Antes de comenzar con el estudio de la dindamica de sistemas, convie-
ne profundizar en la descripcion geométrica del movimiento o cinematica.
Podriamos definir la cinemética como la geometria parametrizada por un
parametro «tiempo» (t), en la que se estudia el movimiento sin atender a
las causas del mismo (fuerzas). El proposito de este capitulo es desarrollar
los conceptos necesarios de movimiento relativo de sistemas, y su aplicacion
al estudio de los campos de velocidades y aceleraciones de solidos rigidos.

Mas adelante (capitulo 8) retornaremos a la cinematica de solidos rigi-
dos, estudiando los movimientos de rotacién finita en tres dimensiones.

4.1. Derivacion de vectores en sistemas moviles

Supongamos un sistema de referencia S que denominaremos absoluto
o «fijoy, y otro S’ que se mueve respecto a ¢él, al que llamaremos sistema
relativo o «moévily. Consideremos un vector p dado. Este, por su naturaleza
intrinseca, puede ser «medido» desde cada uno de los sistemas de referencia
S y §’, dando lugar a distintas ternas de coordenadas, que estaran rela-
cionadas entre si mediante las relaciones de cambio de coordenadas en el
espacio vectorial euclideo R3. Estas coordenadas estan asociadas a las bases
de vectores, (E1, E2, E3) ligada a S, y (e1, ez, e3) ligada a S’, ambas orto-
normales. En un instante dado se pueden expresar coordenadas en distintos
sistemas para caracterizar un vector; sin embargo, no debe haber duda de
que el vector es tinico por su definicién intrinseca.

Por el contrario, la derivada del vector p sera distinta, segin la mida
un observador ligado al sistema fijo o un observador solidario con el sis-

4.1
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E
Loy
€3 es
s
€1 Figura 4.1: Sistemas de referen-
B, cia fijo (S) y movil ().

Ej3

tema movil'. Distinguiremos ambas velocidades denominandolas derivada
«absoluta» —o simplemente derivada— en el primer caso, p = (dp/dt)aps,
y derivada «relativa» en el segundo, (dp/dt);el.

Para obtener la relacién entre ambas derivadas, imaginemos en primer
lugar dos vectores u y v, constantes para el observador ligado al sistema
movil. Es decir, se trata de dos vectores que se mueven rigidamente unidos a
S’, como si pudiéramos imaginarlos «pinchados» en S’. En estas condiciones,
tanto su moédulo como el angulo que forman se conserva, por lo que su
producto escalar serd también constante:

i(u-v):() = —u-v=v-u (4.1)
dt

Conviene recalcar que, segin la notaciéon anterior, @ y © representan las
derivadas absolutas; las derivadas relativas al sistema mévil se anularian de
manera trivial, al tratarse de vectores fijos en relacién con ese sistema.

La expresion (4.1) caracteriza la derivada como una aplicacion hemi-
simétrica. Antes de desarrollar mas el significado y consecuencias de esta
propiedad, veamos la definicién y algunas caracteristicas de este tipo de
aplicaciones.

Aplicaciones hemisimétricas.—

DEFINICION: Se llama aplicacion hemisimétrica en un espacio vectorial Fu-
clideo R? a toda aplicacion L del espacio vectorial en si mismo, L : R3 —
R3 : w +— L(u), tal que para una pareja cualquiera de vectores u y v, se

! Insistimos en que esta derivada es otro vector, no se trata simplemente de distin-
tas coordenadas. De aqui la importancia que adquiere en la mecanica el concepto de
observador cuando se caracteriza la variaciéon de las magnitudes del movimiento.
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cumple:
L(v) -u=—L(u)-v.

A partir de esta definicién es inmediato comprobar las propiedades si-
guientes:

. VueR3, L(u)-u=—L(u)-u=0

2. Si {e;} es una base, se pueden definir los siguientes coeficientes® aso-
ciados a la aplicacion:

A def 0 sii=]
Qi; = e;-Liej) =13 ~ ~ o (4.2)
* ' / Qij = —jS S1 17 75 ]

3. L(-) es lineal, es decir, para todo u, v € R3,
L(au + fv) = aL(u) + SL(v).
En efecto, Va € R3:
- L(au+ fv) = —(au+ pv) - L(x) = —[au - L(xz) + fv - L(x)]
= [aL(u) + SL(v)]
Por tanto, para un vector genérico x = :Bjej:3
L(xz) = z;L(ej).

Si denominamos o; a las coordenadas del vector imagen de x, es decir
L(x) = o,€e;, estas o; se obtienen proyectando L(x) sobre e;:

oi = ;- [z;L(e;)] = Qijj;

en notacion matricial?,

{oi} = [Qi{x;}, (4.3)
siendo [ﬁw] una matriz hemisimétrica, segtn se vio en (4.2). Asi, la diagonal
principal es nula y tan sélo tiene tres elementos no nulos independientes.

2Estos pueden también considerarse como componentes de un tensor hemisimétrico

3En lo sucesivo adoptaremos el convenio de sumacién implicita de Einstein, por el que,
salvo indicacién en contra, los indices repetidos se deben entender sumados a lo largo de
todo su rango.

4Adoptaremos en lo sucesivo la siguiente notacién para las expresiones matriciales:
{b} = {b;} para matrices columna, ||al| = ||a;|| para matrices fila, es decir, ||a| = {a}7,
y [C] = [C};] para matrices de dos indices.
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Eligiendo convencionalmente la nomenclatura para estos tres elementos, po-
. ’ . . . . =4
demos representarla sin pérdida de generalidad de la siguiente manera°:

~

Qij = lekji . 0 —Qg Qg
1 ~ = [sz] = Qg 0 —Q1
0 = ifjiijk -0y 0

~

La denominacion empleada para los 3 componentes no nulos de [€;]
permite asociar esta matriz hemisimétrica con una terna (Qy, Qa, Q3) € R3.
Es posible comprobar, verificando que sigue las reglas de transformacion de
coordenadas ante cambios de base propias de un espacio vectorial®, que esta
terna corresponde a un vector que denominaremos 2, vector axial asociado
a la aplicaciéon hemisimétrica L = Q:

Q déf O, e; =1+ Qg] + Q3k.
Al tratarse de un vector, estaran definidas sobre €2 las operaciones propias
de los vectores euclideos: suma, producto por un escalar, producto escalar
de vectores, producto vectorial.
La definicién hecha del vector €2 permite establecer la equivalencia del
producto por la matriz hemisimétrica [ﬁw] con el producto vectorial por €2:

ﬁ L = @ijxjej (44)
R 0 —Q3 Q9 1 —x9823 + 230
= [Q]{az} = Q3 0 —Ql xI9 = .%'1Q3 — xgﬁl N
—Qy 0 x3 -1 + 22

€1 €2 €3
QANx = eiijixj e, = |1 Qy Q3
ry T2 I3
= (I‘gQQ — $2Q3)61 + (ng — .72391)62 + (.TQQl — 55192)63 (45)
En resumen, como consecuencia de lo anterior, concluimos:

la derivacién de un vector constante que se mueve rigidamente
unido al sistema movil es una transformaciéon hemisimétrica, o
expresado de forma equivalente, resulta ser el producto vectorial
por un determinado vector €):

u=QANu.

5Las componentes €ijk corresponden al tensor permutacion, siendo su valor +1 6 —1
segin la permutacién sea par o no, e igual a cero si algin indice se repite.
5Ver por ejemplo H. Goldstein: Mecdnica Cldsica, 2.2 ed., cap. 4, apartado 4.8.
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El vector €2 caracteriza el movimiento del sistema de referencia maévil
(S"), y se corresponde con el concepto intuitivo de velocidad angular de
rotacion de un sistema rigido. Para comprender esto, consideremos la velo-
cidad de un punto definido por el radio vector r = u (o lo que es lo mismo,
la velocidad del extremo de u) cuando el triedro gira con velocidad angular
Q alrededor de un eje dado (figura 4.2).

Figura 4.2: Interpretacion
de @ como una wvelocidad
de rotacion.

Si el punto en cuestiéon se halla situado a distancia d del eje, su veloci-
dad es €2d, en direccion tangencial a la circunferencia situada en un plano
perpendicular al eje de rotacién y cuyo centro es la intersecciéon del eje con
el plano. Este mismo resultado se obtiene del desarrollo geométrico de la
expresion © A r. Por este motivo, a € se le llama velocidad de rotacion del
sistema movil.

Considerando ahora el caso més general de un vector cualquiera p =
p;e;, no necesariamente constante respecto del sistema movil, su derivada
(absoluta) sera:

D = pie; +pié; = pie; +pi(QL N e;).

En esta expresion, el primer término corresponde a la derivada que mediria
un observador movil para el cual los vectores de base movil e; no varian.

Asi llegamos a
pP= ( = +QAp (4.6)
dt abs dt rel

Es decir, para obtener la derivada (absoluta) de un vector referido a un
sistema movil se precisa anadir a la derivada relativa un término comple-
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mentario debido a la rotacion del sistema movil, que es el producto vectorial
de €2 por el propio vector que se deriva.

Es importante recalcar la diferencia entre la derivada relativa a S” y la
derivada relativa a S pero expresada en las coordenadas propias de S’. En el
primer caso se trata de dos vectores distintos, debido a las distintas medidas
de derivada observadas desde los dos sistemas de referencia, mientras que
en el segundo se trata de distintas coordenadas para el mismo vector.

EJEMPLO 4.1: Deducir la velocidad de rotacion del triedro de Frenet.

Solucion. La derivada temporal de t es

dt dtds
= —— =KNnu.

dt ~ dsdt

Interpretando la derivada mediante la velocidad de rotacién €2,

dt t n b
azﬂ/\t: Q Qp Q= —-Q,b+Yn,
1 0 0

y de la comparacion de ambas expresiones se deduce Q = kv; €, = 0. Por
otra parte,

db dbds
— = —— = —Tnuv;
dt dsdt ’
e interpretdndola como producto vectorial
db

— =QAb=-0Q Q,t.
dt t1+ 8y
De donde se deduce que €2; = 7v. Por tanto, la velocidad angular buscada
tiene la expresion
Q=vrt+vkb.

Esta ecuacién permite interpretar la evolucion del triedro intrinseco, al des-
plazarse con velocidad unidad segin la curva, como una rotacién con dos
componentes: una de torsiéon, alrededor de la tangente, con velocidad angu-
lar 7, y una de curvatura, alrededor de la binormal, con velocidad angular

K. O

4.2. Velocidad y aceleraciéon en sistemas moviles

Supongamos un sistema de referencia fijo S, y otro mévil respecto de él
S’. El vector posicion de un punto cualquiera respecto de S es 7, y respecto
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de S” lo denominamos p. La relacion entre los vectores posicion (figura 4.3)
es

r=ro+p, (4.7)
donde 7o define la posicién del origen O de S’. Derivando esta igualdad, y
teniendo en cuenta la regla de derivacion en sistemas moviles (4.6):

E,
P S’
r Figura 4.3: Vectores posicion (r, p)
19) €1 en las referencias fija S = {0y, E;}
TO B, y movil 8" = {0, e;} respectivamen-
Oo g te.

dp
= — QA
" o+ <dt>rel+ o

en donde el primer término (7o) es la derivada (absoluta) de la posicion

de O, y corresponde a una velocidad de traslacion; el segundo se trata de

. . . . . def
la derivada relativa de p, que denominaremos velocidad relativa, v, =

(dp/dt)rel; y €l tercero es el término complementario de derivacion de p
debido a la rotacion de S’.
Asi, la expresion general de la velocidad es:

Vv=v0+ QAP+ V. (4.8)

Se llama wvelocidad de arrastre a la suma de los dos primeros términos,

Varr def vo + QA p, correspondiente a la velocidad que tendria un punto si
estuviera fijo respecto al sistema movil. Es decir, se trata de la velocidad con
la que se ve «arrastrado» un punto, si estuviera rigidamente unido al sistema
movil. De esta manera podemos expresar de forma resumida la velocidad
como suma de la velocidad de arrastre (debida al movimiento de S’) y la
velocidad relativa a S’:

"U = Varr + Vrel- ‘

Derivando de nuevo la expresion (4.8) conforme a la regla expresada por
(4.6), se obtiene la expresion de la aceleracion:

a=a0+QAP+QAV + QA (QAP) + e + QLA Ve
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y agrupando términos,

a:ao+Q/\p+ﬂ/\(Q/\p)—|—2ﬂ/\'vre1+are1 (4.9)
N——
Aoy Acor

En esta expresion distinguimos las siguientes componentes de la aceleracion:
s Aceleracion de arrastre,

aarrdéfaO"i_Q/\p"i_Q/\(Q/\p)a

es la aceleracion que tendria un punto fijo al sistema movil (S’), es
decir «arrastrado» por el movimiento de (S’);

» Aceleracion de Coriolis o complementaria,

def
Qcor = 2Q A Urel;

s Aceleracion relativa, ).

Asi, podemos expresar (4.9) en forma resumida:

‘CI, = Qarr + Qcor + Qrel-

Como se ve, en la expresion de la aceleracion aparece un término adi-
cional a los de arrastre y relativo, que depende de la velocidad relativa, al
contrario de lo que sucedia en el campo de velocidades. Esto complica el
analisis de aceleraciones respecto del de velocidades.

EJEMPLO 4.2: Desarrollar la velocidad y aceleracién de la particula del
ejemplo 2.2 (pag 2.26) a través del movimiento de arrastre del aro y del
movimiento de la particula relativo al aro.

Solucion. El movimiento se compone de un arrastre del aro, con velocidad
de rotacion (constante) w, y de un movimiento de la particula relativo al
aro que es una rotacion alrededor de su centro con angulo ¢. Haciendo
referencia a los vectores basicos definidos en la figura 2.17, las componentes
de la velocidad son:

Varr = pw Uy = 2Rw cos(p/2) ug;
Vyel = R(,D T.
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La aceleracién se descompone como a = @apy + Grel + Acor, siendo las com-
ponentes:

Aoy = —pw? u, = —2R cos(p/2) u,;
are = —RP*v + Ry T,
Acor =20k AN RpT = —2Rwpv.

Proyectando esta aceleracién sobre las direcciones tangencial y normal al
aro (7T,v) resulta:

ar = a-T = Rp + Rw?sen p;

ay =a-v=—R(w+ p)? — Rw?cos p.
Este resultado es idéntico al obtenido por otros métodos en el ejemplo 2.2.
O
4.3. Campo de velocidades del s6lido rigido

Supongamos ahora un sélido B en movimiento, y un triedro movil de
referencia ligado a él. Una manera grafica de describir este triedro es ima-
ginando los tres ejes cartesianos Oz, Oy y Oz «pinchados» en el soélido.

E,
€3 es
B O €1 Figura 4.4: Triedro movil {O, e;}, li-
B gado al sélido rigido B.
2

E3

La velocidad de una particula del s6lido relativa a este triedro es ob-
viamente nula. Para expresar la velocidad respecto del triedro fijo, pode-
mos emplear la ecuacion general deducida anteriormente (4.8), siendo ahora
vrel = 0, por lo que s6lo queda la v,y

v=vo+QAp| (4.10)
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En esta ecuacion, los dos sumandos que componen la velocidad tienen una
interpretacion clara. En primer lugar, vp es un término constante (se en-
tiende que constante sobre el dominio B, no a lo largo del tiempo), indepen-
diente del punto que consideremos, por lo que se trata de una componente
de traslacion. Por otra parte, £ A p es la velocidad correspondiente a una
rotacion instantdnea de velocidad €2 alrededor de un eje que pasa por O.

La ecuacion (4.10) caracteriza el campo de velocidades del sélido rigido
como un campo de momentos’. Como tal, queda descrito por los siguientes
elementos bésicos:

= Resultante: €2;
= Momento en un punto O: vp;
= Campo de momentos: VP € B, vp =vo + Q Arop.

De la ecuacién del campo de momentos se deducen algunas propiedades
interesantes:

1. Equiproyectividad:

V(O,P) e B, wvo-rop=vp-TopP;

2. Invariante escalar:

VP e B, wp-§=cte

3. Eje central y momento minimo:
Existe un eje en el cual el momento es igual para todos los puntos del
mismo, con la particularidad de que es paralelo a la propia direccién
del eje y ademéas el minimo. En nuestro caso, llamaremos a éste eje
del movimiento helicoidal, y su obtencion y propiedades las veremos
en el apartado siguiente.

4.3.1. Movimiento helicoidal tangente

Busquemos los puntos en los que la velocidad dada por (4.10) se anula:

v=v0+QAp=0 = QAp=-—vp;

"Para una descripcion y resumen de las propiedades de los Sistemas de Vectores Des-
lizantes y los campos de momentos resultantes, consultar J.A. Ferndndez Palacios: Me-
canica Tedrica de los Sistemas de Sdlidos Rigidos, Anejo 1B, o M. Prieto Alberca: Curso
de Mecdnica Racional — Cinemdtica y Estdtica, Cap. I: Calculo Vectorial
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se obtiene una ecuacién vectorial en la que son datos 2 y vp, siendo la
incognita p. Para que tenga solucion, es necesario que se cumpla la condicién
de compatibilidad®:

Q- -vpo=0. (4.11)
En un caso general, no tienen porqué existir puntos de velocidad nula; Sélo
los habra si se cumple esta condicién de compatibilidad. Si existen puntos
de velocidad nula diremos que el movimiento es una rotacion.

Generalizando algo mas, busquemos ahora puntos en que la velocidad
sea paralela a €2, es decir, v = A{):

vo + QA p =2,

o bien

QAp =22 —wvo. (4.12)

Esta es, de nuevo, una ecuaciéon vectorial en p. Veamos la soluciéon genérica
a una ecuacion de este tipo:

ANz =B, (4.13)
donde A y B son dados, y x es la incognita. Es inmediato comprobar que:

1. Para que exista solucion, A debe ser perpendicular a B (condicion de
compatibilidad): A - B = 0.

2. Si x es solucion, © + oA también lo es; por lo tanto la solucién no es
dnica, sino que si existe serd una familia uniparamétrica de soluciones,
es decir, una recta paralela a A.

Para despejar la incognita @, premultiplicamos (4.13) vectorialmente por A
y desarrollamos el doble producto vectorial:

AN(ANZ)= (A z)A - Az
= ANB.
Despejando @, y englobando las componentes en direccion de A (es decir,

—(A-x)A) en un término genérico aA (recuérdese la propiedad 2. arriba
expuesta), se obtiene:

BAA

8El producto vectorial es normal a los dos argumentos
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Esta expresion define, no una solucién tnica, sino una familia de soluciones
en funcion del pardmetro «, formando un eje de direcciéon A.
Aplicando esta solucion a la ecuacion (4.12), obtenemos:

_Q/\’UO
==

+ 0. (4.15)

El lugar geométrico de las soluciones dadas por (4.15) define un eje paralelo
a Q. Por otra parte, la condiciéon de compatibilidad exige que:

Q- AN2—v0)=0 = Q- vo=1\0%
por lo que:

a. S1 Q-vp #0, es A # 0, y la velocidad en el eje es v = A2 # 0; (no
existen puntos de velocidad nula)

b. SiQ-vp =0,es A =0, y la velocidad en el eje es v = 0 (el movimiento
es una rotacion).

Todos los puntos del eje (4.15) tienen la misma velocidad; en efecto, si
p1 Y P Dertenecen al eje:

pPo—p1 =00 = vya=v1+QA(LNQ).
——
=0
Por otra parte, tomando como referencia un punto O del eje, la velocidad
en un punto cualquiera queda descompuesta en un término constante en
direccién del eje, vp, y uno perpendicular a este primero, por serlo a (2
(figura 4.5):

v=v0+QAp=\2+QAp. (4.16)

Es facil comprender por tanto que el eje contiene los puntos de welocidad
minima del sélido: la velocidad de cualquier otro punto, ademés de la com-
ponente constante (A2), tiene una componente adicional perpendicular a
la velocidad del eje, por lo que siempre serd mayor en moédulo.

Esta descripcién caracteriza el llamado movimiento helicoidal tangente.
El eje de este movimiento de «sacacorchos» es el obtenido anteriormente
(4.15). Los puntos que no estén sobre el eje tienen una componente adicional
de la velocidad (2 A p) perpendicular al mismo.

Esta caracterizacién del movimiento varia con el tiempo, tanto por el
cambio de la direccién de € céomo de su moéddulo. Por lo tanto, en cada
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Figura 4.5: Descripcion del campo de velocidades como un movimiento heli-
cotdal tangente. La velocidad de un punto P cualquiera se obtiene sumando
la velocidad de deslizamiento de los puntos del eje (v4) y el momento QA p

momento existe un movimiento helicoidal, tangente al movimiento en ese
instante. Debido a esto, (4.15) se llama «eje instantaneo» del movimiento.

Por otra parte, se denomina «tangente» porque caracteriza, al igual que
las tangentes, la derivada primera del movimiento. El movimiento helicoidal
tangente sirve para interpretar el campo de velocidades, pero en cambio no
es valido para interpretar el campo de aceleraciones. Al igual que la tangente
a una curva, es una aproximacion local al movimiento, que reproduce tan
s6lo la primera derivada, mientras que la aceleracién es la segunda derivada
(ver apartado 4.4).

4.3.2. Axoides del movimiento

A lo largo del movimiento, el eje del movimiento helicoidal tangente
describe una superficie reglada, denominada azoide. La ecuacién paramé-
trica del axoide serd simplemente la expresada por (4.15), tomando como
pardmetros « y el tiempo t. Segin describamos el axoide en el sistema de
referencia moévil o en el fijo obtendremos dos superficies regladas distintas
denominadas, respectivamente, azoide mdvil o azxoide fijo:
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n Azxoide movil

Q ANvo
= Azoide fijo
QA
r:ro+TvO+an (4.18)

Por su definicién, ambos axoides son superficies regladas y en cada instante
tienen en comiin la generatriz, que es precisamente el eje del movimiento he-
licoidal tangente en ese instante. Una propiedad importante de los axoides es
que son tangentes entre st en todos los puntos del eje. Esta afirmacion, a pe-
sar de lo que pudiera parecer intuitivamente en una primera consideracion,
no es evidente. Conviene precisar que una superficie reglada, en general, no
tiene necesariamente un tnico plano tangente a lo largo de una generatriz;
esto solo seré asi si la superficie reglada es ademéas desarrollable, como es el
caso de los conos o los cilindros. Sin embargo, un hiperboloide reglado (de
una hoja) no es desarrollable y el plano tangente es distinto en cada punto
de la generatriz.

Para demostrar la propiedad arriba enunciada supongamos una curva C'
trazada sobre el axoide fijo, que en un instante dado tiene un punto A de

Axoide movil

Figura 4.6: El axoide fijo y el movil
son tangentes en todos los puntos de
la generatriz comun.

Axoide fijo

Eje

interseccion con el eje instantaneo (figura 4.6). Sea C’ la curva correpon-
diente al axoide movil, definida como la «huella» que deja el punto A sobre
el mismo, como si en A se situase constantemente un mosquito manchado
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de tinta. El punto A comin a C'y C’ en cada instante es un punto geo-
métrico que, en general, no coincidira con una misma particula del sélido o
punto material a lo largo del movimiento; en caso contrario la curva C’ se
reduciria a ese punto como es logico.

Si expresamos el vector posicion del punto A en ambas referencias,

TA=T0+ Py,

y derivando mediante (4.8) para obtener la velocidad:

d
UA:vo—i-Q/\pA—i—(:;‘A) , (4.19)
—_——
v 1 rel
v’ 4

donde:

— w4 es la velocidad del punto geométrico A, que llamaremos también
«velocidad de sucesion» de A;

— vy« es la velocidad de la particula del solido movil A* que coincide
con A en un instante dado, o velocidad de arrastre de A;

— v/ es la velocidad de sucesion de A (como punto geométrico), pero
ahora relativa al s6lido movil.

Como la velocidad es tangente siempre a la trayectoria, se cumple que
v4 y v’y son tangentes, respectivamente, a las curvas C'y C’. Por tanto, v 4
es tangente al axoide fijo y v/, al movil. v 4+, por ser A* un punto situado
sobre el eje helicoidal, lleva la direccién de dicho eje y es por tanto tan-
gente a ambos axoides. Consecuentemente, v 4, al ser suma de dos vectores
tangentes al axoide movil (v'y + v4+), es también tangente al mismo.

El razonamiento anterior demuestra que un vector arbitrario v 4 (recor-
demos que la curva C' era arbitraria), tangente al axoide fijo en un punto del
eje helicoidal, lo es también al axoide movil. Esto quiere decir que ambos
axoides son tangentes en todos los puntos del eje.

De la ecuacion (4.19) se deduce la velocidad relativa del punto A entre
ambos sistemas, que es precisamente la velocidad de arrastre:

v — V= VA

La anulacion de esta velocidad (v4+ = 0 = wy — vy = 0) indicaria
una rodadura sin deslizamiento entre ambos axoides. En un caso general
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estéa claro (apartado 4.3.1) que no se tiene porqué producir necesariamante
dicha rodadura perfecta, sino que puede existir ademés un deslizamiento en
la direccion del propio eje (va+ = A2). Por lo tanto podemos interpretar
el movimiento del sélido, caracterizado por la evolucién del axoide movil
solidario con él, como una rodadura del axoide mdvil sobre el azxoide fijo,
unido a un deslizamiento en la direccion del eje.

4.4. Campo de aceleraciones del sé6lido rigido

El campo de aceleraciones del sélido se obtiene particularizando la ex-
presion general de la aceleracion en el movimiento relativo (4.9) al caso del
sOlido rigido, en el que vy = 0, @y = 0:

a=ao+QAp+QA(QAD) (4.20)

Figura 4.7:
Interpretacion

geométrica de las
componentes de la
aceleracion del solido

El significado de cada uno de estos tres términos es el siguiente:

— ap es la aceleracion del origen O, constante para todo el solido (ace-
leracion de traslacion).

— QA p es un término perpendicular a Qy p. Aunque por similitud con
las formulas del movimiento circular pudiera parecer en primera ins-
tancia que este término corresponde a una aceleracion tangencial, éste
término solo sera tangente a la trayectoria si vo = 0 y la direcciéon de
Q no varia, correspondiendo entonces el movimiento a una rotacién
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alrededor de un eje fijo por O. En un caso general este término no
sera tangencial ni siquiera en el movimiento plano (ver en el aparta-
do 4.6.3 la descomposicién en aceleraciéon normal y tangencial para el
movimiento plano).

— QA(2Ap) = Q(2:p) — pQ? es una aceleracion axipeta, descompuesta
en los dos términos anteriores, uno dirigido hacia el centro O (—p$)?)
y otro segin el eje (Q(Q - p)).

Conviene precisar que el movimiento helicoidal tangente descrito antes
y expresado por (4.16) sirve tan solo para describir el campo de velocida-
des. Al ser funcién tan solo de vp y €2, no puede representar el campo de
aceleraciones, en concreto los dos primeros sumandos de la expresion (4.20),
ao v © A p. Serfa posible encontrar un punto en que ap se anule —como
veremos abajo en la discusion del polo de aceleraciones—, sin embargo el
término € contiene informacion sobre el cambio de €2, tanto en direccién
como en moddulo, que no se puede obtener a partir del movimiento helicoidal
instantaneo.

Se llama polo de aceleraciones al punto en que la aceleracion se anula.
En general, existe un tnico punto en que se verifica esto, salvo casos par-
ticulares, en que puede no existir, o bien existir una recta de polos. Para
obtener el polo, buscamos la solucion para p de la expresion (4.20) igualada
a cero,

0=ao+QAp+QA(QADp).

Empleando notacién matricial, podemos representar los productos vecto-
riales como productos por matrices hemisimétricas (ver expresiones (4.4) y

A ~

(4.5)). Sean [€2] y [€?] las matrices hemisimétricas que corresponden respec-
tivamente a los productos vectoriales por €2 y €2:

{0} = {ao} + [Q{p} + [Q(Q){p}) = {ao} + ([ + [ {p},

cuya solucion,

{p} = — ([ + [2) a0},

es por lo general tnica, siempre que ([§2]4[€]?) admita inversa. En caso con-

trario, si ([€2] + [Q]2) es singular, en general no existe polo de aceleraciones,
salvo casos degenerados.



4.18 Capitulo 4. CINEMATICA DE SISTEMAS RiGIDOS

4.5. Composicion de movimientos

4.5.1. Composicion del movimiento de 2 sistemas

Comenzaremos por el caso elemental de la composiciéon de movimien-
tos relativos a dos sistemas. Suponemos uno Sy «fijoy y otro S «moévily.
Segun las expresiones del movimiento relativo (4.8) y (4.9), las velocidades

o Figura 4.8: Composicién de movimientos
TO1 ! entre dos sistemas Sg y S1.

So
y aceleraciones son:

Vabs = VO, + QA P+ Vrel

Vs Varr Vs,

Gabs = Garr + Acor(Vs;) + Grel;

as, depende @5
de vg,

donde se han tomado las magnitudes vg,, ag, como relativas, y vg,, as,
como absolutas. Asi, para obtener las velocidades respecto a Sy basta con
sumar a la velocidad respecto a S; el término de arrastre correspondiente al
movimiento del punto como sélido rigido. En cambio, para las aceleraciones
es preciso anadir, ademas del término de arrastre, el término de Coriolis que
depende de la velocidad relativa.

4.5.2. Composicion del movimiento de n sistemas

Supongamos ahora el caso general de composicion de n movimientos,
en el que el movimiento esté definido respecto de un sistema S, el de
éste a su vez respecto de otro S,,_1, y asi sucesivamente hasta llegar a Sy.
Interesa conocer el movimiento absoluto (respecto de Sp), resultante de esta
composiciéon de n movimientos.
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El campo de velocidades de S, respecto a S,,_1 es:
VUnpjn—1 = VO, + QA Pn;s

siendo v, la velocidad del origen de S,, O,, relativa a S,_1, y @, la
velocidad de rotacién de S,, relativa a S;,_1.

Para obtener el movimiento respecto a S, _o basta considerar la expre-
si6n anterior de v,,,—; como velocidad relativa respecto a Sy,—1, y sumarle
el término de arrastre correspondiente al movimiento de .S,,_1 respecto a
Sn,QZ

VUnjn—2 = VO, _1 + Q1 A pp_q 00, + QA pp,

’varr:’vn_”n_Q vre1:vn|n—1

A continuacion se repite la operaricion, considerando vy,,,_5 como velocidad
relativa, y asi consecutivamente hasta llegar a Sp.

Se puede interpretar esta composicion considerando cada campo de ve-
locidades relativo como el campo de momentos de un sistema de vectores
deslizantes (S.V.D.). La velocidad absoluta, composicion de los diversos mo-
vimientos relativos, es el resultado de la suma de los campos de momentos.
Esta suma es igual al campo de momentos del sistema suma, composiciéon
de todos los campos de momentos. La composicion de S.V.D. se realiza
sumando las resultantes (@ = > | ;) y los momentos en un punto O
dado (vo = >~ (v0)iji—1). Por lo tanto, realizando la suma de los S.V.D.
relativos tendremos caracterizado el S.V.D. que corresponde al movimiento
absoluto composicién de los mismos.

El campo de aceleraciones, como ya se ha dicho, no constituye un campo
de momentos y por tanto no vale para éste el método de composicion de
S.V.D. Es necesario ir componiendo uno a uno los movimientos relativos,
calculando para cada uno los términos de aceleracion relativa y Coriolis
correspondientes.

EJEMPLO 4.3: Composicion de dos traslaciones.

Solucion. Cada traslacion se reduce a un par (momento vo # 0, resultante
Q = 0). La suma los dos S.V.D. se reduce a otro par, suma vectorial de los
dos; por lo tanto, el movimiento compuesto es otra traslacion, de velocidad
v = v + va. OJ

EJEMPLO 4.4: Composiciéon de dos rotaciones de ejes concurrentes.

Solucion. Son dos sistemas con resultante no nula (€2 # 0) y momento nulo
en el eje (vp = 0 para O € eje). La suma es otra rotacion pura, de resultante
Q1 + s, aplicada en el punto de interseccién de los ejes de rotacion. [
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EJEMPLO 4.5: Composicion de dos rotaciones de ejes paralelos.

Solucion. Se puede interpretar como un caso particular de ejes concurrentes
que se cortan en un punto impropio. El resultado es otra rotacién, de eje
paralelo y coplanario a los anteriores, situado a la distancia adecuada (se
calcula ésta de forma que el momento v en un punto sea igual y de signo
contrario para cada una de las rotaciones componentes). En el caso degene-
rado en que ambas rotaciones sean iguales y de distinto signo, el resultado
es una traslacién pura, con velocidad igual al producto de la velocidad de
rotacién por la distancia entre los ejes. ]

EjEMPLO 4.6: Composicion de dos rotaciones de ejes no concurrentes ni
paralelos.

Solucion. El resultado es un sistema general (traslacion mas rotacion), por
lo que la interpretacién como S.V.D. no ofrece ventaja especial. O

EJEMPLO 4.7: Interpretacion del movimiento de la tierra.

Solucion. Se trata de un caso particular interesante, que se puede interpre-
tar como resultado de la composiciéon de dos movimientos:

Primavera ¢/, w,

Verano (H.N.)

Invierno

Figura 4.9: Movimiento de la tierra: composicion de traslacion y rotacion.
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a. Traslacion alrededor del Sol, con orbita eliptica (aproximadamente cir-
cular)?, a la distancia media de 149 millones de kilémetros. El periodo
orbital es de 365,2564 dias.

b. Rotacion de la Tierra en torno a su eje Norte-Sur, que mantiene su di-
reccién aproximadamente invariante, con una inclinaciéon aproximada
de 66° respecto del plano de la ecliptica. La rotacién propia de este
movimiento es la rotacion sidérea, que tiene un periodo (dia sidéreo)
algo menor a 1 dia solar'".

En la realidad, el movimiento de la tierra tiene algunas perturbaciones adi-
cionales sobre el sencillo esquema delineado arriba, como por ejemplo, las
pequenas oscilaciones de la direccion del eje de la Tierra, o el fenémeno de
precesion de los equinoccios. Este ultimo consiste en una lenta variacion de
la orientaciéon del eje de rotacion de la tierra, precesionando alrededor de la
perpendicular al eje de la ecliptica, de periodo 26.000 afios (ver el apartado
9.3.2 para una discusiéon de éste fendémeno desde el punto de vista de la
dindmica). O

4.5.3. Movimiento de sélidos tangentes

Consideremos dos sélidos, S; (fijo) y S2 (movil) que permanecen tan-
gentes durante el movimiento. A lo largo del mismo, el punto de tangencia
A define sendas curvas en cada uno de los dos sélidos, que denominamos
Cy y Cy (figura 4.10). Es posible imaginar intuitivamente estas curvas como
dibujadas por un mosquito entintado, que se sitiia constantemente en el
punto A, y que va manchando los dos solidos. Expresando la velocidad de
sucesion del punto geométrico A en cada sistema:

Vabs = Varr T Urel = ’UA\I = Varr + 'UA\2 (421)

v 4|1 es tangente a O, y v )2 lo es a (. A su vez, ambas velocidades perte-
necen al plano tangente comun. Por lo tanto, vam = v a1 — v a2 (velocidad
del punto del solido Sz que coincide con A en un instante dado) ha de ser

9 No debe confundirse una traslacién circular o eliptica con una rotacién; en la trasla-
cién todos los puntos del sélido tienen igual velocidad en un instante dado, aunque esta
velocidad del conjunto varie con el tiempo, describiendo asi trayectorias curvas para cada
punto.

10 Para volver a estar enfrentado con el sol, un punto de la superficie de la tierra tiene
que girar algo mas que 360°, ya que durante ese tiempo la tierra se ha trasladado algo
en su oOrbita alrededor del sol; por tanto, 1 dia solar (86400s.) equivale a un giro algo
mayor a los 360° del dia sidéreo (86164s.).
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Figura 4.10: Huella dejada por el
punto de tangencia A sobre los so-
lidos tangentes S1 y Ss.

tangente a ambos so6lidos. Esta velocidad se llama wvelocidad de deslizamien-
def
lo: vqg = Va1 — V).
El movimiento (relativo) en el punto de contacto se puede reducir en-
tonces a una velocidad de deslizamiento vy y una rotaciéon de velocidad
instantanea €2, cuyo eje pasa por el punto de tangencia.

Figura 4.11: Componentes de
rodadura y pivotamiento de la
velocidad de rotacion, £ =

Q,+ Q.

En un caso general, €2 tendré una componente segtn el plano tangente,
llamada velocidad de rodadura €2,, y otra normal al mismo, llamada velo-
cidad de pivotamiento £2,,. Denominando IN a la normal comtn en el punto
de tangencia,

Q<@ NN

o Y0-q,

Cuando la velocidad relativa en el punto de contacto es nula, (vq = 0),

Sa

S
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no hay deslizamiento entre ambos s6lidos. Se dice entonces que un sélido
«rueda sin deslizar» sobre el otro. Este término no implica, por lo general,
que la rodadura se efectiie sin pivotamiento, sino tan sélo la ausencia de
deslizamiento.

EJEMPLO 4.8: Un cilindro recto de radio r se mueve manteniéndose tan-
gente a un cono fijo, de radio de la base r y semiéngulo «, de forma que
comparten en todo momento una generatriz. Una base del cilindro rueda
con velocidad uniforme sin deslizar sobre la base del cono, de forma que
realiza una revolucién completa alrededor del eje del cono en un tiempo 7.
La otra base del cilindro se mantiene en contacto con el vértice del cono.
Obtener las expresiones de:

Figura 4.12: Ejemplo 4.8; seccion del
cono y cilindro por el plano meridio-
nal.

a. velocidad de rotacion del cilindro, calculando la componente de pivo-
tamiento;

b. axoides del movimiento y aceleraciéon angular del cilindro;

c. aceleraciéon del punto A de la base del cilindro en contacto con la base
del cono.
(Examen parcial, 3/2/1995)

Solucion.

a.— En la figura se muestra una seccién por el plano meridional, que
contiene a los ejes del del cono (BC) y del cilindro (QM), asi como a la
generatriz comun AB. El punto A de contacto entre las bases tiene velocidad
nula, debido a la condicién de rodadura. Asimismo, el punto O de corte del
eje del cilindro con el eje del cono es un punto fijo del movimiento. Por lo
tanto, el movimiento instantaneo es una rodadura alrededor del eje OA. A
su vez, en los sucesivos instantes del movimiento, el plano meridional de
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Figura 4.13: Ejemplo 4.8; eje instan-
taneo de rotacion y descomposicion
del vector €2

la figura va girando alrededor del eje OC'. En consecuencia, a lo largo del
movimiento el eje instantdneo O A define un cono de eje OC.

En la figura observamos que el angulo COM = a. Asimismo, los trian-
gulos rectangulos AOC' y AOM son iguales por compartir hipotenusa y
tener un cateto igual (7), por lo que los angulos AOC' = AOM = «/2 son
iguales.

El punto @ del eje del cilindro desarrolla un movimiento circular, alre-
dedor del eje OC'. Su velocidad es

2T
VO = —7T COS
Q - )

por otra parte, interpretando el movimiento como rotacién de velocidad €2
alrededor del eje OA

cos o
sen —
sen o 2

UQ:Q-OQsen%:Qr

Igualando ambas expresiones, y en funcion del versor u = OA/|OA]|, se
obtiene

4
Q:—Fcosgu
T 2

La componente de pivotamiento es la proyecciéon sobre la normal a AB:

2
Qp:Qsen% = Qp::sena
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b.— En el movimiento, el eje OA gira alrededor del eje OC' con velo-
cidad angular w = (27/7)k, siendo k = OC/|OC!|. Por tanto los axoides
son:

Azoide fijo: cono de eje OC, vértice O, semiangulo /2.
Azoide movil: cono de eje OM, vértice O, semiangulo a/2.

La aceleraciéon angular, al ser constante el médulo de €2, proviene de la
rotacion w:

4 2

. e .
RD=wAQ=—>senaj
T

siendo j el versor normal al plano de la figura.

c.— Para obtener la aceleracion de A se aplica la expresién general

aps = ap +Q/\OA+Q/\(Q/\OA)

-0 =0
obteniéndose
47?2 sena 872
ap=—T"——V=—7C08 — vV
72 sen§ T2 2
siendo v el versor perpendicular a OA dentro del plano de la figura. O

4.6. Movimiento plano

Decimos que un sélido tiene un movimiento plano cuando las velocidades
de todos sus puntos son paralelas a un plano II fijo. Para que esto se cumpla,
la velocidad de rotaciéon €2 ha de ser perpendicular al plano. En efecto,
recordando la expresion del campo de velocidades (4.10),

v=vo+ QAp;

tanto v como vo pertenecen al plano II, por lo tanto, para que € A p
pertenezca también al plano II, 2 ha de ser normal al mismo.

Bastara con estudiar el movimiento de una seccién plana del solido pa-
ralela al plano dado para caracterizar el movimiento de cualquier punto,
aunque el sélido en si no sea plano. Los puntos fuera de esta seccién ten-
dran idéntica velocidad que sus proyecciones sobre el plano de referencia.

Tomaremos convencionalmente el triedro de referencia de forma que el
versor k defina la normal al plano. Asi, la velocidad de rotacién se puede
representar tan sélo por una magnitud escalar, £ = Qk.
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L Q

k j Figura 4.14: Orientacion del trie-
/ dro en el movimiento plano.
\j

4.6.1. Centro instantaneo de rotaciéon

En un movimento plano, el eje del movimiento helicoidal tangente es
una recta normal al plano II. Puesto que se cumple -vp = 0, esta recta es
ademas de velocidad nula, siendo por tanto todo movimiento plano siempre
una rotacion pura.

El centro de la rotaciéon sera la intersecciéon del eje del movimiento heli-
coidal con el plano, y se denomina Centro Instantdineo de Rotacion (C.L.R.).
Para definir sus coordenadas en el plano, particularizamos las del eje del
movimiento helicoidal (4.17):

Q ANvo
e T

ya que o = 0 en el plano II. Sustituyendo €2 = Qk obtenemos

kANvo
Q

: (4.22)

En el movimiento plano se puede medir la rotacién absoluta mediante un
pardmetro angular ¢, dngulo girado por una recta determinada del plano
movil con respecto a una referencia fija. Teniendo en cuenta entonces 2 =
de/dt y vo = drp/dt,

4.6.2. Curvas polares

Anélogamente a los axoides definidos para el movimiento general, el
centro instantaneo de rotacién en el movimiento plano describe unas curvas
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determinadas a lo largo del movimiento. Este lugar geométrico se llama polar
mdovil, si se define respecto a la referencia moévil, y polar fija si se describe
en la referencia fija. Alternativamente, se pueden llamar también ruleta y
base, respectivamente. Las expresiones de estos lugares geométricos son:

n Polar movil

k ANvo dro
= =k AN — 4.24
o 4 (4.24)
= Polar fija
k
r— o+ /\UO:rO—f—k/\CZ;? (4.25)

La expresion en coordenadas cartesianas de las curvas polares se puede
obtener directamente desarrollando en componentes las ecuaciones vecto-
riales (4.24) y (4.25).

Emplearemos sin embargo otro método para deducir las ecuaciones de
las polares en coordenadas cartesianas; para ello nos basaremos en que, para
un punto O cualquiera, la velocidad vp proviene de una rotacién instantanea
respecto al C.I.R.:

Vo
O (XO>YO> . . .
Figura 4.15: El campo de velocidades del movi-
miento plano como una rotacion alrededor del
Q C.I.R.
C.ILR. (X,Y)
dXp/dt
=—(Yo—-Y)Q Y=Yo+ ——
vo. = ~(Yo—Y)Q = 0T I/
dYo/dt
=(Xpo - X)Q X =Xo—
vo, = (Xo = X) = 0~ qp/di
En definitiva, resultan las expresiones:
e Polar fija:
dYp/dt dXop/dt
X =Xp - Y=Yo+ —— 4.26
dp/dt’ Ot qo/dt (4.26)
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e Polar mowil:
La posicion del C.I.R. se obtiene en la referencia moévil Oxy proyec-
tando sus coordenadas relativas (—dYp/dy,dXo/dp) sobre los ejes
moviles (figura 4.16),

- dXop/dt sen — dYo/dt cos &
dp/dt de/dt ’
(4.27)
dXp/dt dYp/dt
y = 7dg0/dt cos i + dp/dt sen
v ()
: Figura 4.16: Proyeccion de
(—dYo/dy,dXp/dp) sobre los ejes md-
: viles Oxy
©: X

)

Las polares son curvas intrinsecas del movimiento; no dependen del tiem-
po, cumpliendo éste tnicamente la funcién del parametro para la definiciéon
de las mismas. Para un movimiento determinado, la polar fija sera pues una
curva fija, y la polar mévil una curva distinta que acompana al plano mévil
en su movimiento.

Figura 4.17: Rodadura sin desliza-
_____________________ miento de la polar mdvil respecto de

- la fija.

Polar mévil

Polar fija

Las polares sirven para describir el movimiento plano en términos geo-
métricos. Esta descripcidn se caracteriza por la propiedad fundamental de
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los polares que establece que, la polar moévil rueda sin deslizar sobre la po-
lar fija, permaneciendo tangente a la misma (figura 4.17). Esta propiedad
es inmediato demostrarla, como particularizaciéon de la propiedad general
de los axoides (apartado 4.3.2), considerando que en el movimiento plano
la velocidad de deslizamiento es nula.

4.6.3. Aceleraciones
Recordemos la expresion general del campo de aceleraciones (4.20):
a=ao+QAp+QA(QADP);
particularizando para el movimiento plano,
Q= Qk,
QA p=QkAp
QA (QAp) =-Dp,

obtenemos la siguiente expresion

a=ap+QkANp—Qp. (4.28)

Los términos en esta ecuacion tienen la siguiente interpretacion:
= ap es la aceleracion de O (traslacion);

» Qk A p es una componente perpendicular al radio vector p (no nece-
sariamente tangencial a la trayectoria, tan s6lo lo serd en el caso de
que O coincida con el C.I.R.);

» —%p es una componente «centripetay, dirigida hacia O (direccién
que no tiene porqué ser normal a la trayectoria, salvo en el caso arriba
mencionado).

El polo de aceleraciones se obtiene igualando a cero la expresion (4.28)
y despejando p. Para ello, multiplicamos vectorialmente la igualdad por k,
y eliminamos (k A p) entre la nueva expresion obtenida y (4.28), resultando
finalmente:

. Qk A ap + QQCLO
02+ Q4
Otra forma de expresar la aceleracion es mediante la consideracion del

movimiento como una rotacion instanténea en torno al C.I.R. (figura 4.18).
Asi, la velocidad de un punto cualquiera P es:

p (polo de aceleraciones)
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Figura 4.18: Velocidad de un punto
cualquiera en relacion al C.I.R. (C).

v=QAd=QkA(r—rc),

donde r es el vector posicion de P, rc el del C.I.R. (C),yd=CP =r—rc¢.
Derivando respecto a t:

a=QkANd+QkA(v—vc),

donde v es la velocidad del punto P del sélido, mientras que vc es la
velocidad de sucesion del punto geométrico C' (C.LR.)*.
Considerando finalmente que v = Qk A d, resulta:

a= QkNd — Q*d — QkAve . (4.29)
SN—— ~~ N——
tangenc. normal tangenc.
-+ normal
Aceleracion del centro instantaneo de rotacion.— Otra considera-

cion interesante surge al desarrollar el campo de aceleraciones en relaciéon al
punto material situado en un instante dado sobre el C.I.R. Para diferenciar
este punto material del solido del punto geométrico C.I.R., denominaremos
C* al punto material, mientras que el C.I.R. (punto geométrico) es C. Aun-
que en un instante dado la posicion de ambos coincide (r¢ = 7c+), su

HNé6tese que C, Centro Instantaneo de Rotacién, queda definido por una condicién
geométrica, por lo que no coincidird necesariamente con una misma particula del sélido
a lo largo del movimiento. Seria incorrecto por tanto asignar a la derivada de r¢ el valor
(nulo) de la velocidad del punto del solido situado en C. En general, drc/dt = v tiene
un valor no nulo, que para distinguir de la velocidad del punto del sblido, denominamos
«velocidad de sucesion».
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velocidad difiere:

_dre
Cdt
vo+ = 0.

e

#0,

El campo de aceleraciones puede calcularse particularizando la expresion
general (4.20) para O =C*y p=d=17r—1r¢,

a=ac-+QNd+ QA (QAd).

Otra expresion equivalente para el campo de aceleraciones es la proporcio-
nada por (4.29).

Si se particulariza la expresion (4.29) para el propio centro instanténeo
de rotacién C*, teniendo en cuenta d = 0, resulta

ac- = —Q Nvg.

Como consecuencia, debe quedar claro que, aunque la velocidad del punto
del solido situado en el C.I.LR. sea nula (vc« = 0), su aceleracion no lo
tiene porqué ser (ac~ # 0). Esto se debe a que el C.ILR. coincide con
distintos puntos del sélido en distintos instantes, y una particula que esta
situada sobre el C.I.R. en un momento dado dejaré de tener velocidad nula
al instante siguiente, por lo que su aceleracién no sera en general nula.

Circunferencias de aceleraciones

La ecuacion (4.29) permite expresar separadamente la aceleracion en las
direcciones tangencial y normal a la trayectoria (figura 4.19):

a; = Qd + Quesen o (4.30)
an = D?d — Que cos a (4.31)

donde « es el Angulo formado por la normal comun a las polares y CP = d.
Por otra parte, se ha tomado como positivo el sentido centripeto (hacia C)
para a,.

Estas expresiones dan lugar a dos nuevos lugares geométricos.

Circunferencia de las inflexiones.— Es el lugar Geométrico de puntos
con aceleracion normal nula, Aplicando la ecuacion (4.31),

02d=Qecosa = |d= Uﬁc Ccos o (4.32)
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QAd
Figura 4.19: Componentes de la acelera-
cion en direcciones normal n y tangen-

—0%d cial t.

En funciéon de las coordenadas polares (d, «) esta expresion define una
circunferencia, de didmetro D,, = v¢/2, denominada Circunferencia de
inflexiones. Esta circunferencia es tangente a las 2 polares en el C.LR. (C)
(figura 4.20). Es por otra parte el lugar de los puntos del solido que siguen
trayectorias rectas, ya que éstos no tienen aceleracién normal.

Figura 4.20:
Circunferencia
de las inflexiones

Circunferencia estacionaria.— Es el lugar geométrico de puntos con
aceleracion tangencial nula. Aplicando la ecuacion (4.30),

. Q
Qd+ Quesena=0 = d:—%sena

Se trata asimismo de una circunferencia en polares, de didmetro D; =
Que /2, denominada Clircunferencia estacionaria. Es perpendicular a las
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polares y a la circunferencia de inflexiones en C' (figura 4.21). En el caso
Q) = 0 la circunferencia degenera en una recta perpendicular a las polares.

La interseccion de la circunferencia estacionaria y la de las inflexiones
es el polo de aceleraciones, en el que las dos componentes de la aceleraciéon
se anulan (a, = a; = 0) (figura 4.23).

Figura 4.21: Circunferencia esta-
ctonaria

Polar fija

Circunferencia de los retrocesos.—

«Todo punto @ del plano fijo, por el que pase constantemente
una recta dada del plano mévil, pertenece a una circunferencia
de didmetro D,, = v /€, simétrica a la de las inflexiones respec-
to a la tangente comun a las polares, denominada circunferencia
de los retrocesos.»

DEMOSTRACION. Sea r una recta del plano mévil que pasa constantemente
por un punto @ del plano fijo, y @* € r el punto del plano movil que
instantaneamente esté situado sobre @ (figura 4.22).

El movimiento real es el del plano mévil al que pertenece r con respecto
al fijo, pero podemos imaginar también el movimiento relativo del plano fijo
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Figura 4.22: Construccion geo-
métrica para la circunferencia de
los retrocesos

con respecto al movil, cuyo campo de velocidades seria igual pero con signo
opuesto. En este movimiento con respecto a 7, el punto @ se traslada segiin
r, es decir su velocidad lleva la direccién de r.

Simétricamente, la velocidad del punto del plano mévil Q*, al ser igual
que la anterior pero con signo cambiado, estard también contenida en la
recta 7, no puede tener componente normal a ella.

Por otra parte, la velocidad de Q* debe ser perpendicular al segmento
desde el centro instantdneo de rotaciéon, CQ. Adicionalmente, el movimiento
de sucesion de C' sera tal que constantemente se mantenga esta propiedad;
por tanto, en un incremento infinitesimal d¢, suponiendo que C' se traslada
a O’ (figura 4.22) el desplazamiento de C' normal a QC, determinado por
el punto C” en la figura 4.22; est4 asociado a la velocidad ve cos . En ese
mismo intervalo dt, en el movimiento relativo a r, el punto ) pasaria a
Q’, cumpliéndose QQ’ = —QQC dt. Puesto que debe cumplirse que QQ’ =
CC", se concluye que

QC Q) = —v¢ cos a.

Por tanto, despejando,

— v
QC = — < cosa. (4.33)

Q
esta ecuacién define una circunferencia en polares, con origen en C, similar
a la la de las inflexiones (4.32) salvo por el signo —, que indica que sera

simétrica de aquélla (figura 4.23). O
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C. retrocesos

P. movil

C. estacionaria
P. fija

C. inflexiones

Figura 4.23: Posicion relativa de las tres circunferencias en relacion con las
polares. La interseccion de las circunferencias de inflexiones y estacionaria
se produce en el polo de aceleraciones K.

EJEMPLO 4.9: La escalera recta de la figura 4.24 se mueve en un plano
vertical, apoyandose sobre la arista superior de un muro vertical de altura h
perpendicular al plano del movimiento, mientras el extremo A desliza sobre
el suelo horizontal con velocidad constante v dirigida hacia el muro. En el
instante inicial la distancia entre el muro y el extremo A tiene un valor b.
Se pide determinar, en funciéon del angulo ¢ que forma la escalera con la
horizontal:
a. Velocidad y aceleracion angulares de la escalera;

b. Posicién del centro instantdneo de rotacién y velocidad del punto C
de la escalera;

c. Ecuaciones de las polares fija y movil;

d. Circunferencias estacionaria y de las inflexiones, asi como el polo de
aceleraciones.

Solucion.
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B
C
Figura 4.24: FEjemplo 4.9; escalera que
desliza sobre el suelo horizontal y se apo-
h ya sobre un muro de altura h.
¢
Ay v
a.— La velocidad del punto C de la escalera ha de ser paralela a la

propia escalera. Como también conocemos la velocidad del punto A, trazan-
do perpendiculares a ambas se obtiene el C.I.LR. que llamaremos I (figura
4.25). Escribiendo la relacion geométrica que define el angulo ¢ y derivando:

9| B
0] Figura 4.25: Ejemplo 4.9; El C.ILR. (I) se
encuentra sobre las perpendiculares a las ve-
h locidades de los puntos A y C de la escalera.
Y ¢ Y
v X

vh

— h j 2 —

b— vt
De aqui despejamos la velocidad angular Q = ¢:

vh

ROy

Derivando una segunda vez se obtiene la aceleracion:

2hv% (b — vt)

AT
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Otras expresiones de velocidad y aceleraciéon que resultan convenientes son
en funcién del propio dngulo ¢:

h ho .U
X = - _ 4.34
(—X24) v— = v - = ¢ hsend) (4.34)
02
b= —2(;5 sen ¢ cos ¢ = 2— sen® ¢ cos ¢ (4.35)
b.— El centro instantéaneo de rotacién tiene las coordenadas:
h
Xi=——=—(b—ut);

TR (4.36)

~h (b —vt)? + h?

sen2¢ h ’

la velocidad del punto C de la barra se puede obtener empleando la
propiedad de equiproyectividad, con el punto A de velocidad conocida. Lla-
mando « al angulo que forma la velocidad en cada punto con la recta que
los une:
VACOSQA = Vo COSQC = Vg = VCOS Q.

También podria haberse obtenido vo considerando que es una rotacion al-
rededor del C.I.R.:

vo = ¢ﬁ = q'ﬁchosgb = v COS ¢.
En expresiéon vectorial,

vo =vcosp(cospI +sengJ).

c.— Lapolar fija (base) viene definida por la ecuacion del C.I.R. (4.36),
de forma paramétrica a través de ¢ (o t). Eliminando este parametro se
puede escribir la ecuacién implicita:

X2
Y=h+—.
T

Se trata de una parabola de eje vertical cuyo vértice estd en C.
La polar movil (ruleta) se define a través de las coordenadas del C.L.R.
en la referencia movil (Azy):

h oz h
sen ¢’ y_tgqb_sengbtgqb
En la figura 4.26 se dibujan las polares en varias configuraciones distintas

del movimiento, pudiéndose observar el movimiento de rodadura sin desli-
zamiento de la polar movil sobre la fija.

€r =
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Polar fija

|
Palar movil
i

(c) (d)

Figura 4.26: Ejemplo 4.9; configuracion del sistema, C.I.R. y dibujo de las
polares fija y movil en distintas posiciones (a) ¢ = w/5 (b) ¢ = 7w/4 (c)
¢=m/3 (d) ¢=2m/5
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d.— La circunferencia de inflexiones es el lugar geométrico de los pun-
tos con aceleraciéon normal nula, por tanto pertenecen a ella los puntos que
recorren rectas del plano fijo, como es el caso de A. Por tanto sera la cir-
cunferencia tangente a las polares en I y que pase ademés por el punto
A.

Se puede obtener el didmetro de esta circunferencia mediante la ex-
presion D,, = vy/¢. Para obtener la velocidad de sucesion del C.LR (v;)
derivamos las coordenadas (4.36):

. : . h h
vr =/ X?+Y? =¢d———+/1+ 3cos? = D, =—-—+1+3cos?¢.
! o ¢sen3 1) ¢ " sen3 ¢ ¢
La circunferencia estacionaria es el lugar de los puntos con aceleracion
tangencial nula, luego A también pertenece a la misma por ser su veloci-
dad constante. La circunferencia queda definida como tangente a la normal
comun a las polares en I que pasa por A. Por tanto A es el polo de acelera-
ciones, punto de aceleracién nula al ser su velocidad rectilinea y constante.
Podemos también en este caso calcular el diametro de la circunferencia
estacionaria, mediante la expresion
¢ h/1+3cos2¢
Di=vj—=-"+—5——.
é 2 sen?¢cos¢
En la figura 4.27 se representan ambas circunferencias de aceleraciones junto
con las polares, para una configuracién dada del sistema. O

Polar fija

Polar movil

Figura 4.27: Ejemplo 4.9:
Circunferencias de acele-
raciones para ¢ = /3.
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4.40 Capitulo 4. CINEMATICA DE SISTEMAS RiGIDOS

4.7. Problemas propuestos.

Problema 4.1. Un tridngulo rectangulo isoésceles desliza con velocidad
constante v sobre un plano horizontal. Un disco de radio r se apoya sobre
ese triangulo y sobre un plano vertical, de forma que no existe deslizamiento
en el contacto disco-triangulo. Se pide:
a. C.L.R. del disco, velocidad angular del disco y velocidad del centro del
disco.

b. Velocidad y aceleracion del punto mas alto del disco.

c. Base y ruleta del movimiento absoluto del disco.

Figura 4.28:
Problema /.1

45°

Problema 4.2. Un sélido rigido se mueve de forma que dos de sus puntos
Ay B recorren una circunferencia de radio R con velocidad constante v,
siendo la distancia entre ellos AB = R. Ademas, el sistema rigido gira en
torno de la recta AB con una velocidad angular 2 = v/R. Se pide:
a. Determinar para el campo de velocidades el eje del movimiento heli-
coidal tangente y la velocidad minima;

b. Vector aceleraciéon angular;

c. Interseccién de los axoides con el plano dado.
(Examen final, 10/1/1994)

Problema 4.3. Una escuadra formada por dos varillas perpendiculares sol-
dadas en un extremo C' se mueve de forma que éstas deslizan por dos puntos
fijos A(—+/2a,0,0) y B(v/2a,0,0). El vértice C esta obligado a moverse en
un plano paralelo a Oxy, a una 