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Mecanica
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Ejercicio 2.°

El marco ABCD de la figura esta constituido por
tres barras iguales, articuladas en sus extremos, de
masa m y longitud 2[. En los extremos fijos A y D
estan dispuestos sendos muelles de torsién que ofrecen
un momento resistente proporcional al angulo girado,
siendo k el valor de la constante de proporcionalidad,
mientras que los extremos B y C' permiten el giro li-
bre. Asimismo del punto medio de la barra BC cuelga
un péndulo simple, formado por una varilla sin masa
de longitud [ y una masa puntual m en el extremo
libre.

Se pide:

1. Ecuaciones diferenciales del movimiento.

Tiempo: 60 min.
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2. Linealizacion de las ecuaciones para pequenas oscilaciones alrededor de la posicion
de equilibrio de la figura. Calcular el valor minimo de la constante k para que dicho

equilibrio sea estable.

3. Para el caso en que la constante k valga el doble del valor calculado en el apartado
anterior, obtener las frecuencias propias de las pequenas oscilaciones.

1. Se consideran las coordenadas generalizadas 6 y
¢ correspondientes a los giros absolutos de la barra
AB y del péndulo, respectivamente (ver figura adjun-
ta). La expresién de la energia cinética es:
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y la energia potencial:

V = 6mgl cos § — mgl cos p + k6>

(2)

A partir de la funcién lagrangiana L = T'— V', sustituyendo () y () y derivando se obtienen
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las ecuaciones diferenciales del movimiento:

2 .
%leG —2mil*@ cos(p — 0) + 2mi*p*sin(p — 0) — 6mglsin 6 + 2k = 0 (3)

—2mi%0 cos(p — 0) + mi%p — 2mi%0* sin(p — 0) + mglsing = 0 (4)

2. Dado que en la posicién de equilibrio considerada las coordenadas generalizadas valen
cero, para obtener las ecuaciones linealizadas se realizan las siguientes sustituciones en (3))

y @):
sinf ~ 0 sin p ~ ¢ cosf ~ 1 cosp ~ 1 (5)
despreciando los terminos de orden 2 y superior, correspondientes a las coordenadas y velo-
cidades generalizadas, resulta:
392 .

Eml29 —2ml*¢ + (2k — 6mgl)d = 0 (6)

—2mil20 + mi%p + mglp = 0 (7)

Para que el equilibrio sea estable las oscilaciones alrededor de la posiciéon de equilibrio con-
siderada deben de estar acotadas. Esto se consigue si la matriz de rigidez K es definida
positiva. En este caso dicha matriz es diagonal y el coeficiente de ¢ en ([7), por tanto basta
con imponer que el coeficiente de la coordenada # en la ecuacién () sea positivo:

2k —6mgl >0 = ki, > 3mgl (8)

3. Tomando k = 6mgl (= 2kmm), el sistema de ecuaciones (@ [7) se expresa en forma

matricial:
wl)om{2)- (1)
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Las frecuencias propias se obtienen resolviendo la ecuacion bicuadratica que resulta de sus-
tituir las expresiones de (I0) en:

siendo:

|-w’M+K|=0 (11)

Operando se obtiene:
2
100 — 25%& +9 <%> ~0 (12)

y resolviendo y escogiendo tnicamente las raices positivas resulta finalmente:
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