ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS (MADRID)

Mecanica
EXAMEN FINAL EXTRAORDINARIO (13 de septiembre de 1999)
Apellidos Nombre N.° Grupo
Ejercicio 1° Tiempo: 45 min.

Responder a las siguientes cuestiones tedricas dentro del espacio provisto para cada una. Las respuestas
habran de ser breves y directas, escritas con letra clara y a tinta. Si se pide obtener o deducir un resultado,
deberdn justificarse razonadamente todos los pasos partiendo de las ecuaciones o hipétesis previas, mientras
que si se pide ezpresar o definir deberd responderse con la necesaria precision, sin que sea necesario demos-
tracién. Se puede emplear como borrador la hoja adicional que se les repartird, no permitiéndose tener sobre
la, mesa ninguna otra hoja. La hoja de borrador no se recogeri.

Un sistema definido por coordenadas generalizadas {¢;,7 =

Y
1---n} tiene la funcién potencial V' (g;). Definimos como ma- M ./\/\/\/\/\/\/g
o’V
k

triz de rigidez K;; = P Se supone conocido un punto de
q;04;

equilibrio (g;)o. jcudl es la condicién de estabilidad del equili- l
brio para pequenas perturbaciones? ;a qué relacion obliga esta

condicién para con los autovalores de la matriz de rigidez? M ./\/\/\/\/\/g
Aplicacién: supuesto el sistema de la figura formado por dos

varillas articuladas sin masa y dos masas puntuales de valor

M, en equilibrio para la posicién vertical, obtener el valor !
minimo de k£ para que el equilibrio sea estable. Calcular los

autovalores de la matriz de rigidez del conjunto si el valor de }i
k es el doble del calculado anteriormente. (5 puntos) -

k

La estabilidad del equilibrio se produce si la matriz [K;;] es definida positiva (menores princi-
pales todos positivos), lo que indica un minimo del potencial V. Esta condicién equivale a exigir
que todos sus autovalores sean estrictamente positivos, A; > 0.

Aplicacion.- Sean (01, 62) los dngulos formados con la vertical por cada una de las barras. La
expresion del potencial es

1 1
V = Mglcost, + Mg(lcosb; + 1 cosb) + §k(l sen 6;)? + §k(l senf; + Isen6,)?, (1)

donde se ha supuesto que la acciéon de los resortes es proporcional a su elongacién horizontal.
Derivando y particularizando para la posicién de equilibrio comprobamos que 3V/891|(0,0) =
ov/ 862\(0’0) = 0. Derivando de nuevo y particularizando para la posicién de equilibrio, resulta

o0*v 2(kl2 — Mgl) kl?
K| = = 2
LG [aaiaej] 00 [ K2 K2 — Mgl 2)
La ecuacién caracteristica del problema de autovalores para la matriz anterior es
2(kl?> — Mgl) — A k2

0— = A2 — 3(kI2 — Mgl + 2(kl% — Mgl)® — (k1?2 (3)

ki (K12 — Mgl) — X
Los autovalores, soluciones de esta ecuacién, son A = 3 (ki — Mgl) £ 1/(ki2 — Mgl)2 +4(ki2)2, y

al imponer que el minimo de los dos autovalores (signo — de la raiz) sea positivo, resulta:

M
kmin = (2 + \/5)—9

Haciendo k = 2kmin = 2(2 + \/5)#, y sustituyendo en la ecuacién (3), resultan como solucién los
autovalores siguientes, que se comprueba ficilmente son positivos:

!
Ao = —g [ 3(3 +2v/2) + /113 + 76v/2| > 0.
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Un solido rigido de masa M se mueve con un punto O fijo, bajo la accién de la gravedad.
Los momentos principales de inercia en O son (A, A, C), y la distancia del CDM a O es .
Expresar las integrales primeras del movimiento y su interpretacion fisica. ;En el caso de que
los tres momentos principales fuesen distintos (A4, B, C), alguna de las anteriores expresiones
de las integrales primeras dejaria de ser una constante del movimiento? ;Por qué? (5 puntos)

En funcién de los dngulos de Euler (v, 0, ¢), las componentes de la velocidad de rotacién
del s6lido pueden expresarse como

Wy =p = 0; wy:qziﬁsenH; wz=7°=1/}cos9+gb, (4)
evaluando éstas segin las direcciones del llamado triedro intermedio, cuyo eje Oz es el de
revolucién del cuerpo, Ox horizontal y Oy perpendicular a los anteriores. Este triedro sigue
al cuerpo salvo por su rotacién propia (¢ = 0). El momento de las fuerzas exteriores en O
es Mop=1kAN(—MgK).

Existen tres integrales primeras:

1. Momento cinético en O proyectado segin el eje vertical fijo OZ.
Puesto que todas las fuerzas aplicadas son verticales o pasan por O,

dH d

K=—(Hyp-K 5
o o (Ho - K) (5)
Teniendo en cuenta que el angulo (K, k) = 6, por lo que K = cosfk + senfj, la

constante resulta

OZMoK:

Hy- K = Aysen®0+ Crcos = H (cte.) (6)

2. Momento cinético en O proyectado segin el eje de revolucion movil Oz.
Puesto que M o es perpendicular a Oz,

dH o d dk

0=My-k= k=—(Hyp-k)—Hp:-— 7
o k="CC k=" (Ho k)~ Ho (7
Al no ser fijo el eje k existe un término adicional, pero en este caso se comprueba que
es nulo:
Hy=Api+Aqj+Crk dk
dk L = Ho-—-=Apq— Agp=0 (8)
— =QANk=qit—pj dt
dt
Por lo que la constante del movimiento es
Hy-k=Cr (cte.) 9)
3.  Energia total.
Puesto que todas las fuerzas son conservativas,
1. 1. . 1
T+V = §A02 + 5A1/12 sen’® § + 507"2 + Mglcos = E (cte.) (10)

En el caso de un cuerpo sin simetria de revolucion, siendo el tensor de inercia Io =
diag(A4, B,C), con A # B, el razonamiento para las integrales primeras 1. y 3. anteriores
sigue siendo valido. Sin embargo, para la 2. el término adicional debido a la variacién de k
no se anula:

Hy,=Api+Bqj+Crk dk

dk o = Ho-— =Apg— B #0 (11)
— =QAk=qi—pj dt

dt
por lo que esta expresion deja de ser constante del movimiento.



