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A

Un rectangulo en posicién vertical puede girar alre-
dedor de uno de sus lados verticales (eje Oz). Su
momento de inercia respecto al eje Oz es I. Una
barra homogénea OA de longitud 2a¢ y masa m
estd articulada en el punto fijo O y estd obligada
a permanecer en el rectdngulo. Sobre el sistema
actia el campo gravitatorio simplificado. Se pide:

\

1. Calcular el potencial y la energia cinética del
sistema.

2. Ecuaciones diferenciales del movimiento.

3. Si se impone una velocidad de giro constante (wg) del rectdngulo respecto de su eje,

(a) Calcular la ecuacién diferencial del movimiento;
(b) Encontrar las posiciones de equilibrio relativo de la barra.;

(c) Estudiar las pequefias oscilaciones de la barra respecto de las posiciones de equilibrio
relativo;

(d) Estudiar la estabilidad de las posiciones de equilibrio.

1.- Denominamos ¢ al giro del rectdngulo alrededor de Oz, y 6 al dngulo que forma la
varilla OA con la vertical descendente. Ademads del triedro (2, 5, k) ligado a los ejes Ozyz de
la figura, emplearemos también el formado por (¢,m,u), donde ¢ lleva la direccién de OA, n
es perpendicular a ¢t dentro del plano del rectdngulo, y w es normal al plano del rectdngulo
formando un triedro a derechas.

El potencial del sistema (tomando su origen para la varilla horizontal) es

V = —mgacosf. (1)
La velocidad de rotacién (absoluta) de la varilla es
Quar = fu +¢sen0n — 1/}c0s0t,
por lo que la energia cinética vale
T = %hﬁ? + % (%m(Qa)Q) (92 + )% sen? 9)
1

_loe 2 o o o
_QIw +3ma (9 + 9 sen 0) (2)



2.- La Lagrangiana es, restando (2) y (1),

1 .. 92 . .
L= §Iw2 + gma2 (02 + 1)? sen? 0) + mga cos 6. (3)

De los dos grados de libertad que posee el sistema, la coordenada v es ciclica:

oL of OL 4 :
o 0 = py & % = (I + gma2 sen” 0) Y = cte. (4)
La ecuaciéon de Lagrange en 6 resulta
4 . 4 .
gma29 - gma2¢2 sen 6 cos @ + mgasenf = 0. (5)

3.- Admitimos en lo que sigue que se produce una rotacién impuesta 1/1 = wp (cte.). El
sistema queda definido por un tnico grado de libertad, 6.

a) Sustituimos ¢ = wq en (5):

4 .4
gmaQG - gmang sen 6 cos § + mgasen f = 0. (6)

b) En la ecuacién (6), particularizamos para 6 = 6 = 0 (condicién de equilibrio relativo):
4
—gmang sen f cos f + mgasen § = 0. (7)

En funcién de 6, esta ecuacién tiene las siguientes soluciones:

senf=0 = 6,=0, 6, =m; (8)

4 3
—gmang cosf +mga=0 = 05 =arccos (4(503) . 9)

Para que exista esta tltima soluciéon debe cumplirse que 425 s < 1.
0

c) Suponemos un movimiento con oscilaciones pequernias en torno a una posicién de equi-
librio determinada, # = 6y + €(t). Para sustituir en (6) tendremos en cuenta que

6= €; senf =senfycose+ cosfysene; 2senfcosf = sen 26, cos 2¢ + cos 26, sen 2.

Sustituyendo y despreciando los infinitésimos de orden superior al primero, se obtiene

4 4 2
gmaQ'é — gma%}g cos 20 € + mgacosbye = gmang sen 20y — mga sen 6

Comprobamos que para cualquiera de las soluciones halladas en (8), (9) el término a la derecha
del signo = en la ecuacién anterior se anula, por lo que resulta

4 4
gma%’ + (—gmang cos 20y + mga cos 00> e=0 (10)



d) La expresién (10) es una ecuacién diferencial lineal de segundo grado en funcién de
las oscilaciones €. El valor de éstas permanecera acotado si la solucién es arménica, lo que
exige que el coeficiente de € en (10) sea positivo:

4
—gmang cos 26y + mga cos by > 0 (11)

Verificando esta condicién para las posiciones de equlibrio (8) y (9) se obtiene:

6, =0 estable si w3 < 24
Oy = inestable
5 = arccos ( 425 3) estable siempre que exista (wg > i—g)

En definitiva, sélo hay una posiciéon de equilibrio estable alrededor de la cual se puedan
producir oscilaciones pequenas. Esta posicién es para el péndulo vertical (f = 0) si wZ < Z—Z,

y para el péndulo inclinado si wi > 2.



