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Ejercicio 4° Tiempo: 60 min.

Un disco homogéneo de masa m y radio r se encuentra
insertado por su centro O a un aro de masa M = 2m y
radio R = r. La vinculacién entre el disco y el aro se
establece mediante una ligadura bilateral lisa de forma que
el eje de revolucién del disco permanece tangente en todo
instante a la circunferencia que define el aro. El aro sélo
puede girar alrededor de su diametro vertical fijo, siendo
su velocidad angular. Sea € el angulo que forma el plano
del disco con el plano horizontal que pasa por el centro del
aro y ¢ la velocidad de rotacién del disco alrededor de su
eje. Se pide:

1. Expresar la velocidad angular del disco, en funcién
de las coordenadas generalizadas y sus derivadas.

2. Expresar analogamente la energia cinética y potencial
del sistema.

3. Discutir la existencia de integrales primeras del mo-
vimiento y, en caso de existir, deducirlas.

4. Si inicialmente el disco se encuentra en posicion ho-
rizontal (6p = 0) girando alrededor de su eje con ve-
locidad w (¢ = w), el aro en reposo (1hy = 0) y la
velocidad del centro del disco es nula, calcular la ve-
locidad del centro del disco cuando se encuentre en
el punto més bajo del aro. (Se supondra que no exis-
te ningiin impedimento para que el disco recorra la
totalidad del aro).

1.- Establecemos un triedro de referencia mévil (2,7, k) que gira con el aro, de forma que
2 lleve la direccion del radio horizontal hacia la derecha, 7 la direcciéon del radio vertical
hacia arriba, y k perpendicular al aro hacia fuera del papel, formando un triedro a derechas.
Emplearemos también el triedro formado por los versores (k, u,, uy) con u, segin la direccién
radial del aro en O, uy circunferencial, que constituyen un “triedro intermedio” ligado al disco
salvo para su rotacién propia ¢. .

La velocidad angular total se compone como suma de la velocidad angular del aro (v 3),
la velocidad con la que el disco gira por el aro (6 k), y la rotacién propia del disco, (¢ ug):

Q=9j+0k+puy=0k+senfu, + (p+ 1 cosh)uy (1)



2.- La energia cinética es suma de la del aro y la del disco,
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teniendo en cuenta que vp = Or uy — w.r cos @ k y que, en los ejes principales del disco (triedro

intermedio) su tensor de inercia es I = ymr?
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Por otra parte, tomando el origen en la posicién 8 = 0, el potencial es

V = mgrsen6. (4)

3.- La Lagrangiana del sistema, a partir de (3) y (4), vale
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De la expresion de L se deducen inmediatamente dos integrales primeras correspondientes a

coordenadas ciclicas:
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Por otra parte, La Lagrangiana no depende explicitamente del tiempo, por lo que la integral
de Jacobi proporciona otra constante del movimiento. En este caso, al no existir enlaces
moviles, o lo que es equivalente, al ser la expresién de la energia cinética (3) homogénea
cuadratica en funcién de las velocidades generalizadas, esta integral primera coincide con la
conservacion de la energia total:
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4.- En primer lugar, evaluamos las constantes del movimiento aplicando las condiciones
iniciales de este apartado en las ecuaciones (6), (7) y (8):
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El punto més bajo del aro es para § = —m/2; particularizando en la expresién (9), resulta

mr? . mr?

Empleando este resultado y particularizando en la expresién (10),
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Por 1ltimo, empleando los dos resultados anteriores y particularizando para el punto méas bajo
en (11), se deduce
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La velocidad del centro del disco tiene la expresién general
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vg = 0%r% + 2 (r cos 0)?,
por lo que, sustituyendo,
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v%b:i% = ggr — 2—5w2r2. (15)

Digamos por ultimo que, para que el disco pueda pasar por la posiciéon méas baja, se debe
cumplir la condicién de compatibilidad v} > 0, lo que implica:

w? < 109,
T



