ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS (MADRID)

Mecanica

22 EXAMEN PARCIAL (8 de junio de 1998)

Apellidos Nombre N° Grupo

FEjercicio 8% (20 ptos.) Tiempo: 90 min.

Una placa cuadrada ABCD de masa
m y lado [ estd contenida en un plano
vertical, de forma que el vértice A pue-
de deslizar sobre una guia lisa inclinada
30°, y el vértice opuesto C' estd unido
mediante un resorte a una deslizadera
que a su vez se mueve libremente so-
bre una recta horizontal lisa. El resorte
tiene longitud natural nula y constante

elastica k = (v/2/3)mg/!I.
Se pide:

© % N o

Obtener todas las posibles configuraciones de equilibrio;

. Discutir la estabilidad de las mismas;

Calcular la reaccion en A para dichas configuraciones;

Suponiendo ahora que el sistema estd en movimiento, ecuaciones diferenciales de la
dinamica;

. Admitiendo ademés que el movimiento produce pequefias oscilaciones alrededor de la

posicién de equilibrio estable (obtenida en la pregunta 2), linealizar las ecuaciones del
movimiento (se recomienda tomar como coordenadas las relativas a dicha posicién de
equilibrio);

Frecuencias propias de las pequenas oscilaciones;
Modos normales de vibracién;
Expresion de las coordenadas normales en funcion de las coordenadas “geométricas”.

Integrar las ecuaciones en coordenadas normales para las condiciones iniciales s(0) = so,
6(0) = 6y, 5(0) =0, (0) = wy, siendo (so, fy) las coordenadas en la posicién de equilibrio
estable.

1.-

Observamos que, al ser la guia H del resorte lisa, éste se colocard en posicién vertical.

Emplearemos unos ejes (z,z) con origen en el vértice E, siendo z horizontal y z vertical
ascendente. En funcién de las coordenadas del centro G del cuadrado y del vértice C la
energia potencial vale

1
V =mgzg + §kzé (1)



Considerando que

2
zC:—g+l\/§sen9; ZG:_g—i_lgseng (2)

la expresién resulta

2 1 2
V(s,0) = mg (—g + l\/T_ sen 0) + §k (—g +1V2sen 9) (3)

Los puntos de equilibrio los hallamos obligando a que se anulen las derivadas,

ov mg k S

-7 _2(_Z = 4
P 5 2( 2+l\/§sen0> 0 (4)
oV V2 s
50 —mg170050+k(—§+l\/§sen0> 1vV2cos =0 (5)

Comprobamos inmediatamente que (5) se anula para
cosf =0 = 0,=mn/2 0y=—7/2;

mgl?—f—k(—%—i—lﬁsen&) W2=0 )
Sustituyendo las primeras dos condiciones en (4) se obtiene respectivamente s; = 5vV20 y
sy = v/2l. La otra condicién equivale a (—% + 1v/2 sen 0) = —%ﬁl, que sustituido en (4)
arroja un resultado absurdo, es decir no corresponde a una posicién de equilibrio ya que no se
anulara esta tultima derivada.

En resumidas cuentas, las dos posiciones de equilibrio posibles son

(s1,601) = (5v2,7/2);  (s2,62) = (V2U, —7/2) (7)

2.- Evaluamos las derivadas segundas de (3):

0*V
— = 4
VK (8)
A% V2

= —K|l—— 9
0800 & 2 °° ’ ¥

2
2

—889‘2/ = —mgl—\g_ sen § + 2kl*(cos®  — sen® 0) + kgl\@sen 0 (10)

Particularizando estas derivadas para las posiciones de equilibrio (7), obtenemos las matrices
de derivadas segundas (Hessiano):

k/4 0

H|(81791) - 0 gle >0 estable (11)
k/4 0 |

H|(82=92) - 0 _ngQ # 0 inestable (12)



3.- Planteando el equilibrio de fuerzas sobre la placa,

—kzck —mgk+ Ry (%zﬁ-?k) , (13)
Se deduce inmediatamente que en cualquier caso ha de ser R4 = 0, ya que la 1inica componente
horizontal de fuerzas corresponde a esta reaccion.

Este resultado, aunque a primera vista pudiera parecer chocante, quiere decir que el equili-
brio del peso de la placa se logra exclusivamente por la accién del resorte, suspendida a través
del punto C', estando el centro G de la placa en la vertical del resorte. En las posiciones de
equilibrio no habra ninguna accién de la guia inclinada.

Pudiéramos haber razonado de esta guisa desde el principio, deduciendo que la elongacion
del resorte en el equilibrio ha de ser zo = mg/k = (3v/2/2)l. Asi, si la placa se sittia por debajo
del punto de suspensién (6, = 7/2) serd 24|, = —(3v/2/2)l — V2l = —(5+/2/2)l, mientras que
si el punto A estd por encima (6, = —7/2) serd zal, = —(3v/2/2)l + V2l = —(v/2/2)l. En el
primer caso, la distancia s al vértice E serd s; = — 24|, /sen(m/6) = 5v/2l, mientras que en el
otro valdrd sy = — 24/, /sen(w/6) = v/2l. Estos valores coinciden con los obtenidos antes (7).

4.- La energia cinética se evalia mediante

1 1.
T = Emvé + 51(;02 (14)

El momento de inercia respecto a un eje perpendicular al plano del cuadrado por su centro es
I = %le. La velocidad al cuadrado se puede calcular teniendo en cuenta zg = s?—i—l? cos

y (2),
Ve = Te + i =8+ 602 — —6l9ésen0 — —21956030
¢ =%TagTi¢= :
2 2 2
Sustituyendo en (14) resulta
1 1 . . 2 .
T = ims'2 + gml202 — ?ml&é sen § — %ml&é cos . (15)

Restando la energia potencial (3) se obtiene la Lagrangiana,

L :%mé2 + %mﬂ@'z — ?mléé sen ) — ?mléé cos 6
—mg (—g—kl?senﬁ) —%? (—§+l\/§sen0)2 1o
Las ecuaciones de Lagrange que resultan son
ms — T6ml§ senf — ?mléz cosf — Tleé cos 0 + ?mléz sen 6
— %mg — g? (—g + lﬂsen&) =0 (17)

9 .. 2 2
gml20 — ?mlé sen f — %mlé cos @ + %mgl cos

2 S
+3my (_5 + 1v/2sen 0) cosf =0 (18)



5.- La posicién de equilibrio corresponde a (s, 6y) = (5v/2, 7/2). Trasladamos el origen de
coordenadas a este punto mediante el cambio

0=¢+7/2, s=w+5/2 (19)

Sustituyendo en las ecuaciones (17), (18) se obtiene

V6 V2

. . 2 .
mi — ?mlqﬁ cos ¢ + Tml¢2 sen ¢ + me sen ¢ + %mqu cos ¢

V2myg (_E _ il + V2 cos qﬁ) (20)

1
29" 6 2

2 e V6 2 . 2
gml ¢ — Tmlw cos ¢ + Tmls sen ¢ — ngl sen ¢
2
~3™My (—% - Ml +l\/§cos¢> seng =0 (21)

Considerando en estas ecuaciones valores pequenos de (w, @, W, ¢, W, @) y linealizando las ecua-
ciones resulta

V6 V2mg

— Y ml = Zw=0 22
m " b+ 21 (22)
2 - 6 2
Zmié — V8 i+ £mglqﬁ —0 (23)
3 4 2
Estas ecuaciones quedan resumidas en la ecuacién matricial
Mg+ Kq=0 (24)
donde
V6 V2mg
I T S S T (25)
q-= ¢ ) - \/6 2 ) ’ - \/5 .

El procedimiento seguido no es el inico posible para obtener las matrices de coeficientes del
sistema lineal, K y M. Una forma mas directa de obtener éstas seria, a partir de las expresiones
genéricas de V' (3) y T (15), evaluar las matrices de derivadas segundas, [0?V/d¢;0q;] (ya
obtenida antes, (8), (9), (10)) y [0*°T/0¢;0¢;] respectivamente, y particularizar para la posicién
de equilibrio (s1,6;). Puede comprobarse que se obtiene el mismo resultado (25).

6.- La matriz caracteristica del problema de autovalores es

V2mg V6

——— —Am A——ml
— =1 12 4
K— M s Y Nk (26)

cuyo determinante igual a cero nos da la ecuacién caracteristica,

2
2102 — 40\/5%)\ +6 (%) —0. (27)



Las soluciones de esta ecuacién son los autovalores (frecuencias propias al cuadrado):

_ 20 674

w = v\ \f+ \[ = 1. 6072\/7
20v/2 — /674

w2 = Vo = \/fTﬁ = 0.3326\/%

7.- A partir de aqui emplearemos los datos numéricos m = 1, [ = 1, ¢ = 9.8. Sustituyendo
cada uno de los autovalores \; de (28) en la matriz caracteristica (26) obtenemos los vectores
propios asociados como el nicleo de dicha matriz en cada caso:

Vi

) ?1(—164@) _ [0.6416] e _\/?61(16+\/?ﬁ) _ [‘9-3509}. (29)

1 1. 1 1.

8.- Lamatriz modal A, obtenida con los vectores propios por filas, permite expresar el cambio
a coordenadas normales:

[w} _ (@z(—mﬂ/m) ‘T*/él(161—|- \/ﬁ)) [Zj (30)

& 1
AT
w] (10007 93578 [w a1
Ug — \—.10007 .064212 10)
AT

Cambiando a coordenadas normales mediante (30) en la ecuacién (24) y premultiplicando por
la matriz modal, resultan dos ecuaciones desacopladas:

0.2925ii; + 7.4051u; = 0; (32)
99.5593ii5 + 107.917uy = 0 (33)

9.- Las condiciones iniciales para estas ecuaciones se obtienen a partir de los datos del pro-

blema aplicando (31):
nlg] _ a-T[O] _  [.93578
[7'%] =A [wo] - [.064212 (34)

'U/l‘o _ A-T 0 . 0 .
bl =2 o] = L)
Con estos valores, la integracién de las ecuaciones (32, 33) es inmediata,

i (t) = .18599wq sen (5.0313¢) (35)
us(t) = .061675w0 sen(1.0411¢) (36)

Por 1dltimo, mediante (30) deshacemos el cambio y se obtiene la trayectoria dindmica descrita
mediante las coordenadas geométricas (w(t), ¢(t)):

w(t) = 11934wq sen(5.0313t) — .57672wp sen(1.0411¢) (37)
#(t) = .18599wp sen(5.0313¢t) + .061675wy sen (1.0411¢) (38)



