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22 EXAMEN PARCIAL (9 de junio de 1997)

Apellidos Nombre N® Grupo

Ejercicio 5° Tiempo: 60 min.

Un aro de masa m y radio R puede oscilar en un
plano vertical en torno a un punto O de su perimetro
que estd fijo. A su vez, otro aro de masa m y radio
r = R/3 rueda sin deslizar dentro del primero.

Se pide

1. Ecuaciones del movimiento

2. Para pequenas oscilaciones alrededor de la po-
sicion de equilibrio estable:

(a) ecuaciones del movimiento linealizadas

(b) frecuencias propias

(c) modos normales de vibracién

1.- Tomamos como pardmetros ¢ (dngulo de OO; con la vertical) y 6 (dngulo de OO; con
00,). Sea w la velocidad de rotacién (absoluta) del aro interior. La velocidad de rotacién
relativa de éste respecto al exterior serd w — ¢; estableciendo la velocidad del punto Oy como
rodadura relativa al aro exterior,

. . (R .
O R—7)=—(w—9)r = wng—é?(?—l):gb—%
La Lagrangiana es:

L= %(2mR2)gb2 + %er[gb — 9(R/7" - 1))?

1 . .
+5m [R%b? + (R — )%+ 0)% + 2R(R — r)(p + 6) cos §
+ mgRcosp +mg[Rcosg + (R —r1)cos(p+6)] (1)

particularizando para R = 3r, las ecuaciones de Lagrange resultantes son

0 = mr2@(32 + 12 cos ) — 12mr2pf sen 6 + mr26(2 + 6 cos #) — 6mr26% sen 0
+ 6mgr sen ¢ + 2mgrsen(p + 0) (2)
0 = 8mr20 + mr?3(2 + 6 cos 0) + 6mr2p? sen 0 + 2mgr sen(p + 0)



2.- La posicién de equilibrio estable corresponde a ¢ = 6 = 0; en las pequenas oscilaciones
supondremos pequefios (¢, 8, ¢, #), obteniéndose asi las ecuaciones linealizadas:

0 = 44mr?p + 8mr26 + 8mgre + 2mgro

(3)

0 = 8mr?p + 8mr20 + 2mgre + 2mgré

Si se considera una solucién arménica del tipo {a} senwt, siendo {a}T = (a1, as), sustitu-
yendo en las ecuaciones diferenciales (3), se llega a la ecuacién matricial algebraica siguiente

89 _ 44,2 29 _ 8,2
T T
mr? {Zl}:{g} (4)
29 _gw? 29 _ 8,2 ?
T T

Para que exista solucién no trivial ({a} # {0}), la matriz de coeficientes debe ser singular, lo
que queda expresado mediante la ecuacién caracteristica (determinante nulo), cuyas dos raices

positivas son las frecuencias propias:
1L /g
w —_— p—
g ! VeV r
L /g

2 =
(mr?)? [2823&)4 — 1207w 112 (—) } —0 =
r r oy — _\/7
2V r

Sustituyendo estas dos frecuencias propias en la ecuacién (4) se obtienen los vectores propios
correspondientes (modos normales). Para w; = /g/6r,

w () ()-8 - (2)-(2)

De igual manera, para wy = %\/9/7‘,

mar [ =30 a?l [0 N a?l _ [0
Vo o) a0 a2 [T\ 1
(se han normalizado los vectores propios con el criterio de que la primera componente no nula

sea la unidad).
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En funcién de la matriz modal A = ( 1 ) se pueden expresar las coordenadas nor-

males (ug, us):



