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Ejercicio 2.o Tiempo: 45 min.

Responder a las siguientes cuestiones teóricas dentro del espacio provisto en la hoja para
cada una. Las respuestas habrán de ser breves y referidas directamente a la pregunta, escritas
con letra clara a tinta. Se puede emplear como borrador la hoja adicional que se les repartirá, no
permitiéndose tener sobre la mesa ninguna otra hoja. La hoja de borrador no deberá entregarse.

Deducir la expresión de las ecuaciones de la dinámica de un sólido ŕıgido con un punto fijo,
en forma vectorial. (2.5 ptos.) •

El momento cinético de un sólido B respecto a un punto fijo O es IO · Ω, siendo IO el
tensor de inercia en el punto O. La ecuación de la dinámica proviene del principio del momento
cinético,

MO =
d

dt
HO =

d

dt
(IO ·Ω).

Para derivar en la anterior expresión conviene hacerlo respecto a un triedro móvil con el
cuerpo, de forma que al derivar se mantenga constante el tensor de inercia IO; en consecuencia
es preciso añadir un término complementario de derivación,

MO =

(
d(IO ·Ω)

dt

)

rel

+ Ω ∧ (IO ·Ω),

llegándose finalmente a

MO = IO · Ω̇ + Ω ∧ (IO ·Ω).

Expresar las condiciones para el equilibrio y su estabilidad en el caso de una part́ıcula
ligada a una superficie lisa, definida de forma paramétrica por r(u, v), sometida a fuerzas que
provienen de un potencial conocido V (u, v). (2.5 ptos.)•

La condición de equilibrio es la anulación del gradiente de V respecto de las coordenadas
(u, v) de la curva:

∂V (u, v)

∂u
= 0;

∂V (u, v)

∂v
= 0.

Este equilibrio será estable si la matriz
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

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∂2V

∂u∂v

∂2V
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∂2V
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


es definida positiva (lo que equivale a las dos condiciones ∂2V
∂u2 > 0 y det(HHHHHHHHHHHHHH) > 0.).



Dado un sistema mecánico con n grados de libertad, lineal, sin amortiguamiento, sometido
a vibraciones libres, escribir la ecuación del movimiento en forma matricial y explicar cómo se
obtienen los modos normales de vibración. (2.5 ptos.)•

La ecuación matricial de la dinámica es

MMMMMMMMMMMMMM{q̈}+ KKKKKKKKKKKKKK{q} = {0}
donde {q} def

= {qi} es el vector columna de coordenadas, MMMMMMMMMMMMMM
def
= [mij] la matriz de masa y KKKKKKKKKKKKKK

def
=

[kij] la de rigidez. Los modos normales de vibración provienen de considerar soluciones del tipo
{q} = C{a}eiωt, en la que {a} es un vector constante. Derivando dos veces, {q̈} = −ω2{q},
y sustituyendo en la ecuación, se llega a

(−ω2MMMMMMMMMMMMMM + KKKKKKKKKKKKKK){a} = {0}.
Esta ecuación define un problema de autovalores, que en general posee n valores propios ω2

k,
soluciones de la ecuación caracteŕıstica de orden n, det(−ω2MMMMMMMMMMMMMM + KKKKKKKKKKKKKK) = 0. Los valores ω2

k son
los coeficientes que hacen que la ecuación de autovalores posea solución distinta de la trivial;
para cada autovalor ω2

k existirá pues un vector propio asociado, solución del sistema

(−ω2
kMMMMMMMMMMMMMM + KKKKKKKKKKKKKK){a} = {0};

Estos n vectores propios {ak} se denominan “modos normales de vibración”, y por su definición
queda claro que están indeterminados respecto de al menos un parámetro (∀λ, λ{ak} también
cumple la ecuación anterior), por lo que se suelen normalizar respecto de la métrica definida
por la matriz de masa:

{ak} 7→ {ak}√
‖ak‖MMMMMMMMMMMMMM{ak}

Obtener las ecuaciones de Hamilton para una part́ıcula libre de masa m, sometida a un
potencial V (x, y, z), siendo (x, y, z) las coordenadas cartesianas de la misma. (2.5 ptos.)•

La Hamiltoniana es H
def
= piq̇i − L, expresada en función de las nuevas variables (pi, qi, t);

en nuestro caso los momentos generalizados son

px = mẋ; py = mẏ; pz = mż

y la expresión de H resulta, una vez eliminados (ẋ, ẏ, ż),

H(px, py, pz, x, y, z) =
1

2m

[
(px)2 + (py)2 + (pz)2

]
+ V (x, y, z).

Las ecuaciones de Hamilton son por tanto

∂H

∂pi
= q̇i ⇒ px

m
= ẋ;

py

m
= ẏ;

pz

m
= ż

(ecuaciones que corresponden al cambio de variables que define pi)

∂H

∂qi

= −ṗi ⇒ ∂V

∂x
= −ṗx;

∂V

∂y
= −ṗy;

∂V

∂z
= −ṗz

(ecuaciones que se corresponden con las de Newton de dinámica de la part́ıcula).


