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EXAMEN FINAL EXTRAORDINARIO (17 de Septiembre de 1993)

Apellidos Nombre N.° Grupo

Ejercicio 3.° Tiempo: 60 min.

Un conjunto de 3 péndulos simples iguales, de longitud [ y masa puntual m cada uno,
oscilan en un plano vertical. Se hallan sujetos entre si por 2 resortes iguales de constante k
cada uno, en direcciéon horizontal y a una altura a por debajo del punto de suspensiéon, de
forma que en la posicion de equilibrio no ejercen fuerza alguna. Se pide:

a. ecuaciones del movimiento y su linealizacién para pequenas oscilaciones.

b. frecuencias y modos propios de vibracién del sistema.

Las expresiones de la energia cinética y potencial son
1 ) ) )
T = im(lgﬁf + 1205 4 1763)
1 1
V = 5/{:(@ sen By — asen f;)* + gk(a sen fl3 — asen f,)?
— mgl cos 0y — mgl cos O3 — mgl cos 03

donde se ha supuesto que la accién de los resortes proporcional a su elongacion horizontal. La
Lagrangiana queda expresada como

L = T-V
1 . . :
5mﬁ(ef + 05 + 63)
1
— ikQQ[(sen 0y — sen 6;)* + (sen 03 — sen 6)*] + mgl(cos 0 + cos O + cos 03)
Derivando se obtienen las ecuaciones de Lagrange

0 = mi*h, — ka?(sen 0y — sen 6;) cos 0, + mgl sen 0,
0 = mi®0y+ ka®(2sen 6y — sen 6 — sen 63) cos By + mgl sen 6,

0 = mil%0;+ ka®(sen 03 — sen 6) cos 3 + mgl sen 05



Para pequenas oscilaciones, las ecuaciones linealizadas son

0 = ml2é1 — ka2(92 — 91) -+ mgl@l
0 = mi*by + ka®(205 — 6, — 03) + mgl,
0 mi%0s + ka*(0s — 65) + mglbs

o matricialmente

[M[{a} + [Kl{q} = {0}

siendo
91 ml2 0 0
{fa}=196 ;s M= 0 mP 0 |[;
93 0 0 ml2
ka* + mgl —ka? 0
K] = —ka*  2ka*+mgl  —ka?
0 —ka? ka* + mgl

Las frecuencias propias y modos de vibracién resultan de suponer vibraciones armonicas,

{q} = {a} senwt, de donde se obtiene la ecuacién homogénea
(—Mw” + [K]){a} = {0}. (1)

Denominando w2 = k/m; «a = a/l; ($* = g/, la matriz de coeficientes es

?wi + 2 — w? —a’w? 0
~M]w? + [K] = ml? —a*w? 2wia? + % — w? —a’w?
0 —a*wd wia? + 3% — w?
y la ecuacién caracteristica, | — [M]w? 4 [K]| = 0, convenientemente simplificada, resulta:

(@®wj + 07 — W) — (3a’wg +26%)w” + (36%a’w; + 5*)] = 0.
Siendo inmediato obtener las soluciones para w?

2 2,2 4 32
wi = a’wi + 0

Sustituyendo los valores de w?, w3, w2 en la ecuacién (1) se obtienen los vectores propios

correspondientes o modos normales de vibracién:

al 1

(—MJo? + [K]){a'} = {0} = a% - (1)
a? 1

(-Mws + [K]{a’} = {0} = a 0= 1
1

(- M)} + [KD{a'} = {0} = {}—{



Graficamente, los resultados se pueden resumir de la siguiente manera:

lat|] = [[1,0, —1]] [la?|] =1, 1, 1]] la%l] = |1, =2, 1]]

_ a? k g — /9 _ a k g
wi= 7, t wr =/ Wy =/3%m 1



