ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS (MADRID)
Vi L[]
Mecanica

EXAMEN FINAL (14 de Junio de 1993)

Apellidos Nombre N.° Grupo

FEjercicio 1.° (ler. Parcial y Final) Tiempo: 45 min.

Responder a las siguientes cuestiones tedricas dentro del espacio provisto en la hoja para
cada una. Las respuestas habran de ser breves y referidas directamente a la pregunta, escritas
con letra clara a tinta. Se puede emplear la hoja adicional que se les repartira como borrador,
no permitiéndose tener sobre la mesa ninguna otra hoja. La hoja de borrador no se recogera.

Enunciar los teoremas generales de la dinamica de sistemas referidos al sistema del centro
de masa. (2.5 ptos.)

Demostrar porqué, en un sélido rigido, las proyecciones de las velocidades de 2 puntos
cualesquiera A y B sobre la recta que los une son iguales. (2.5 ptos.)



Para un sistema lineal definido por m¥ + kx = ¢ sen Qt, obtener el movimiento de régimen
permanente para los dos conjuntos de condiciones iniciales siguientes: 1. (zg = 4o = 0); 2.
(xg = a, @9 = 0). (Nota: se debe suponer que, aunque no se considere, existe un pequeno
amortiguamiento inevitable, que permite llegar a dicho régimen permanente) (2.5 ptos.)

Demostrar porqué, en un sistema cuya funcién Lagrangiana L(g;, ¢;) no incluya ezplicita-
mente el tiempo, la expresion (3, g—(’;q'i — L) se mantiene constante. (2.5 ptos.)



ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS (MADRID)
Vi L[]
Mecanica

EXAMEN FINAL (14 de Junio de 1993)

Apellidos Nombre N.° Grupo

Ejercicio 2.° (2.° Parcial y Final) Tiempo: 45 min.

Responder a las siguientes cuestiones tedricas dentro del espacio provisto en la hoja para
cada una. Las respuestas habran de ser breves y referidas directamente a la pregunta, escritas
con letra clara a tinta. Se puede emplear la hoja adicional que se les repartira como borrador,
no permitiéndose tener sobre la mesa ninguna otra hoja. La hoja de borrador no se recogera.

Para un cable flexible y homogéneo, sometido a su propio peso, deducir las expresiones de
la tensién horizontal y vertical en un punto dado. (2.5 ptos.)

Enunciar el principio de Hamilton para un sistema conservativo. ; Qué relacién guarda con
las ecuaciones de Lagrange? (2.5 ptos.)



Para un sélido con un punto fijo, deducir la expresion vectorial de las ecuaciones de la
dindmica (ecs. de Euler), empleando para ello un triedro que siga al cuerpo salvo en su mo-
vimiento de rotacién propia (triedro intermedio), en los casos en que este triedro resulte
conveniente. (2.5 ptos.)

Para un sistema lineal con n g.d.l. de ecuacién [M{G} + [K]|{q} = {f(t)}, definir las
coordenadas normales y expresar las ecuaciones de la dindmica en ellas. (2.5 ptos.)



ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS (MADRID)
Mecanica
EXAMEN FINAL (14 de Junio de 1993)

Borrador



ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS (MADRID)
Vi L[]
Mecanica

EXAMEN FINAL (14 de Junio de 1993)

Apellidos Nombre N.° Grupo

FEjercicio 1.° (ler. Parcial y Final) Tiempo: 45 min.

Responder a las siguientes cuestiones tedricas dentro del espacio provisto en la hoja para
cada una. Las respuestas habran de ser breves y referidas directamente a la pregunta, escritas
con letra clara a tinta. Se puede emplear la hoja adicional que se les repartira como borrador,
no permitiéndose tener sobre la mesa ninguna otra hoja. La hoja de borrador no se recogera.

Enunciar los teoremas generales de la dinamica de sistemas referidos al sistema del centro
de masa. (2.5 ptos.)

Suponemos un sistema general de NV particulas, con coordenadas r; en el sistema inercial de
referencia, y p, en el sistema del centro de masa (SCM). Identificamos las magnitudes cinéticas
del sistema, relativas al SCM (es decir, empleando posiciones y velocidades relativas), mediante
HZYM (momento cinético respecto del centro de masas G), T°“M (energfa cinética), y &M
(cantidad de movimiento). M ¢ es la suma de momentos en G. Aunque el SCM no es inercial
(ag # 0), si se verifican los teoremas del momento cinético (para el punto GG) y de la energia;
El de la cantidad de movimiento queda reducido a una igualdad trivial:

Th. de la cantidad de Movimiento: ®°“ = 0 (igualdad trivial)

d d
Th. del Momento Cinético: aHgCM = aHG =Mg

N
Th. de la Energfa Cinética: d7°°Y =" f, - dp, = dW5M

i=1

Demostrar porqué, en un sélido rigido, las proyecciones de las velocidades de 2 puntos
cualesquiera A y B sobre la recta que los une son iguales. (2.5 ptos.)

El campo de velocidades del sélido rigido es
v=1vo+ QA p;
tomando como origen un punto A, la velocidad de otro punto B cualquiera es por tanto
vp=vs+QANAB,
Expresion que proyectada sobre AB arroja

vg-AB=v,-AB+ (2N AB)- AB,
=0




Para un sistema lineal definido por m¥ + kx = ¢ sen Qt, obtener el movimiento de régimen
permanente para los dos conjuntos de condiciones iniciales siguientes: 1. (zg = 4o = 0); 2.
(xg = a, @9 = 0). (Nota: se debe suponer que, aunque no se considere, existe un pequeno
amortiguamiento inevitable, que permite llegar a dicho régimen permanente) (2.5 ptos.)

La solucién de régimen es armonica, de la misma frecuencia que la excitacion, y sin desfase
apreciable al ser despreciable el amortiguamiento. Tommamos pues x = A sen §t, y sustituimos
en la ecuacién para obtener el valor de A:

—mQ2Asen Qt + kAsen Qt = gsen Qt;

despejando,
A=—"1
k —mS)?
Se observa que no depende de las condiciones iniciales, por lo que la solucién de régimen es
la misma en ambos casos (las condiciones iniciales s6lo influyen en el régimen transitorio, que
aqui no se considera, determinando las dos constantes de la solucién de la ec. homogénea).

Demostrar porqué, en un sistema cuya funcién Lagrangiana L(g;, ¢;) no incluya ezplicita-
mente el tiempo, la expresién (3, g—;qg — L) se mantiene constante. (2.5 ptos.)

Derivamos en un caso general L(qg;, ;,t) respecto a t:

AL _or, oL, oL

251" ot

considerando

oL d <8L

90 = 8%) (ecuacién de Lagrange en ¢;) y despejando,

ot at 87]1 qi+87q'iqi_g

d [OL .
- ai(ar-1),

Si L no depende explicitamente de t, 0L/0t = 0, y la expresién dada (integral de Jacobi) se
mantiene constante.

dL d(&L). OL. dL
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Apellidos Nombre N.° Grupo

Ejercicio 2.° (2.° Parcial y Final) Tiempo: 45 min.

Responder a las siguientes cuestiones tedricas dentro del espacio provisto en la hoja para
cada una. Las respuestas habran de ser breves y referidas directamente a la pregunta, escritas
con letra clara a tinta. Se puede emplear la hoja adicional que se les repartira como borrador,
no permitiéndose tener sobre la mesa ninguna otra hoja. La hoja de borrador no se recogera.

Para un cable flexible y homogéneo, sometido a su propio peso, deducir las expresiones de
la tensién horizontal y vertical en un punto dado. (2.5 ptos.)

Partimos de la ecuacién vectorial del equilibrio,
dT + fds =0,

donde T es la tensién del cable y f = —gk la fuerza repartida por unidad de longitud (en este
caso el peso). Proyectando sobre las direcciones horizontal y vertical, e integrando se obtienen
directamente las relaciones pedidas:

dT, =0 = |T,=Ty=qa=cte|

dT, =qds =

En esta tdltima expresion, al integrar se ha tomado como origen para medir el arco s el vértice
de la catenaria, punto de tangente horizontal en que 7, = 0. a es un parametro constante de
la catenaria con dimensiones de longitud.

Enunciar el principio de Hamilton para un sistema conservativo. ;Qué relacién guarda con
las ecuaciones de Lagrange? (2.5 ptos.)

Un sistema mecdnico, con funcién Lagrangiana L(qi, ¢;,t) = T — V, evoluciona entre dos
instantes t; y to de forma que la integral curvilinea

to
S = Ldt

t1

toma un valor estacionario (extremal) para la trayectoria real g;(t).
El principio de Hamilton es equivalente a las ecuaciones de Lagrange,

d (0L oL
LI 2y e

que no son sino las ecuaciones de Euler correspondientes al principio variacional de Hamilton.



Para un sélido con un punto fijo, deducir la expresion vectorial de las ecuaciones de la
dindmica (ecs. de Euler), empleando para ello un triedro que siga al cuerpo salvo en su mo-
vimiento de rotacién propia (triedro intermedio), en los casos en que este triedro resulte
conveniente. (2.5 ptos.)

La expresién mas general de la ecuacion dinamica del sélido con un punto fijo, derivando
a través de un triedro movil, es

dt

dH o d
dt

rel

El primer sumando es la derivada relativa, mientras que el segundo corresponde al término
complementario de derivacion por la velocidad instantanea de rotacion del triedro mévil res-
pecto al inercial, w. € es la velocidad angular del sélido, que sélo coincidira con w cuando el
triedro mévil sea el propio triedro del sélido. En el caso del triedro intermedio, tomando con
la notacién usual k como el eje de la rotacion propia ¢, es w = Q — Qk.

El empleo del triedro intermedio sélo resulta conveniente para sélidos de revolucién (k =
eje revolucioén), en los que I se mantiene constante en relacién con el triedro intermedio (en
otro caso dHp/dt # I - Q, siendo necesario incluir la derivada del tensor de inercia, lo que
complica la expresiéon considerablemente). La expresion vectorial resulta pues en este caso

dHo _ 1, (dﬂ

s _ k) A (Io- Q)|
u i) ) A To-9)

Para un sistema lineal con n g.d.l. de ecuacion [M{G} + [K]{q} = {f(t)}, definir las
coordenadas normales y expresar las ecuaciones de la dindmica en ellas. (2.5 ptos.)

Sean w,, {a}, las frecuencias propias y modos de vibracién correspondientes, normalizados
respecto de la matriz de masas de la manera usual (||a||o[M]{a}s = 0ap). Definimos como
“matriz modal” la constituida por los vectores propios como filas:

lall
= | Tl | 2
laln

Las coordenadas normales se definen, en funcién de las coordenadas generales {¢q}, mediante

la expresion
{a} =[d"{u} = {u}=[d"{q}.

Sustituyendo en la ecuacién matricial, y premultiplicando los dos miembros de la misma por

[a],
[a][M][a]"{@} + [a][K][a]" {u} = [a]{f(t)}.
Considerando las propiedades de los modos normales de vibracién, resulta [a][M][a]T = [1]
(matriz unidad) y [a][K][a]T = [Q?] (matriz diagonal formada por los cuadrados de las wy).
Asi, resulta un conjunto de n ecuaciones desacopladas gobernando la amplitud de cada modo
de vibracién:
i + wiu; = a' f(t), (1=1,...n).



