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EXAMEN FINAL (14 de Junio de 1993)

Apellidos Nombre N.° Grupo

FEjercicio 5.° (ler. P. y Final) Tiempo: 60 min.

Un aro homogéneo de masa m y radio r cuelga
de un punto de su perimetro fijo O, oscilando en un o
plano vertical. A su vez, sobre el aro esta situada una |
particula de masa m con ligadura bilateral, pudiendo
deslizar a lo largo del mismo sin resistencias pasivas.
Se pide:

a. Ecuaciones del movimiento.

b. Calcular la reaccion del aro sobre la particula * ‘ -
(sugerencia: emplear multiplicadores de Lagran- B .
ge para imponer la ligadura bilateral de la particu-
la)

Tomamos como parametros libres el angulo ¢ girado por el aro, medido desde la posicién
de equilibrio, y el angulo # absoluto que forma el radio correspondiente a la particula con la
vertical. Con estos parametros la Lagrangiana vale

1 1 . :
L= 5(2m7’2)gb2 + §m(7’2gb2 + 720 4 21290 cos(6 — )) + 2mgr cos ¢ + mgr cos 6
Derivando obtenemos las ecuaciones de Lagrange:

0 = 3mr’p+mr’fcos(d — p) — mr2*sen(f — ¢) + 2mgrsen
0 = mr?pcos(d — @) +mr20 +mrip?sen(d — @) + mgrsen 6

Para calcular la reaccién, liberamos la coaccion implicita del aro sobre la particula, definiendo
su distancia al centro del aro mediante el nuevo parametro p, e imponiendo por otra parte
la ligadura p = r mediante la técnica de los multiplicadores de Lagrange. En funcién de los
incrementos instantaneos de los parametros, la ligadura equivale a la nueva ecuacién

Aop =10

teniendo el multiplicador A la interpretacion fisica de una fuerza generalizada en la direccién
positiva de p. En este caso se ve inmediatamente que corresponde a la fuerza de reaccion del
aro sobre la particula.

Permitiendo variar a p, se obtiene la nueva Lagrangiana

1 1 . :
L= 5(2m7"2)gb2+§m(r2<p2+p292+2rpgb0 cos(0—@)+p*+2rpp sen(0—))+2mgr cos p+mgp cos 0



La ecuacién de Lagrange en p es la tnica que nos interesa:

d (0L 0L
SEE) e =
dt <8p> dp \:/1“)\ 0

Derivando se obtiene inmediatamente
E,=X=mp+mr@sen(d — ) — mre? cos( — o) — mp? — mg cos 6.
Por dltimo, particularizamos p = r, p = p = 0 para imponer la ligadura, obteniendo
F, = mrgsen(f — ) — mrg?® cos(6 — ) — mrh? — mg cos 6.
En esta ecuacion, los sumandos tienen la siguiente interpretacion fisica:
» mr@sen(d — ) —mrp? cos(6 — ) es la fuerza de arrastre debida al movimiento del aro,

« —mr6? es la fuerza centripeta del aro debida al giro de la particula por él,

= —mgcosf es reacciéon debida al peso.



