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El solido pesado de la figura estéd formado por 7

una varilla de masa m y longitud 2R y un disco de

masa m y radio R/2 unido rigida y ortogonalmente

a la varilla en su punto medio. El solido se mueve

de modo que uno de sus extremos desliza por el

eje vertical Z sin rozamiento, mientras que el otro

extremo desliza por el plano OXY también liso.
Se pide:

1. Grados de libertad del sélido.

2. Velocidad angular en funcién de los grados de
libertad y sus derivadas.

3. Expresion de las energias cinética y potencial.

B

4. Integrales primeras y ecuaciones del movimien- —
t —
o} ~
A
1.— El so6lido definido en el enunciado tiene tres grados de libertad. Un soélido rigido tridi-

mensional tiene 6 grados de libertad, y en este caso hay ademas dos ecuaciones de ligadura
para el extremo de la varilla que se mueve sobre OZ (que denominaremos A), y una ecuacion
de ligadura para el extremo que se mueve sobre el plano OXY (que denominaremos B). Los
grados de libertad que se utilizardn para resolver el ejercicio corresponden a los angulos de
Euler: el angulo ¢ girado por el solido alrededor del eje OZ (precesion), el dngulo 6 que forma
la varilla con el eje OZ (nutacion) y el angulo ¢ girado alrededor de la varilla (rotacion propia).

2.— Tomamos un triedro intermedio con origen en el centro de masas G del sélido. El versor
7 lleva en todo momento la direcciéon de méxima pendiente del plano del disco en sentido
ascendente y el versor k coincide con la varilla, apuntando al extremo que se mueve sobre el eje
OZ. En consecuencia, el versor ¢ serd horizontal y con el sentido adecuado para que el triedro
sea dextrogiro. Llamando K al versor de OZ:

Q =YK + 0i + ok = 0i + sen 05 + (¢ + 1 cos 0)k (1)
3.— La expresion de la energia cinética es:
1., 1
T = §2va + §Q - I582 (2)
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El tensor de inercia en GG se obtiene sumando los correspondientes tensores de la varilla y
del disco:

Lm(2R)? 0 0 im0 0
I;= 0 Em(2R)? 0 | + 0 im(£)? 0
0 0 0 0 0 im(%)?
%mR2 0 0
= 0  Z2mR* 0 (3)
0 0 imR?

8

La velocidad de GG se obtiene mediante la expresion del campo de velocidades del solido, a
partir de la velocidad del extremo A de la varilla que se mueve sobre el eje OZ:

v =v4+QANAG = —2R0sen0 K + (07 + sen 05 + (o + v cos0)k) A (—R)k
— —¢)Rsenfi+ (1 — 2sen’0)0Rj — 20Rsenf cos Ok = v2 = R*(y?sen? 6 + 6%) (4)

Sustituyendo en se obtiene la expresion pedida:

115 . . 1 .
T = %mRQ(O2 + 9% sen? ) + 1—6mR2(gb + 1) cos 6)? (5)
La expresion de la energia potencial se obtiene de manera elemental a partir de la coordenada
z del centro de masas:

V =2mgR cosf (6)

4.— A partir de la expresion de la funciéon Lagrangiana L =T — V', como las coordenadas v
y  no aparecen explicitamente en L éstas son coordenadas ciclicas y dan lugar a dos integrales
primeras del movimiento:

a—I,/:cte:>¢+¢cos€:C’1 (7)
I
8_; = cte = g@/}seHQG—kCl cos = Cy (8)
o 6

La integral primera @ se interpreta como la conservacion de la proyecciéon del momento
cinético sobre el eje de revolucion de soélido, ya que todas las fuerzas cortan a dicho eje y
ademés el solido tiene simetria de revolucion (tensor de inercia cilindrico). El resultado expresa
la conservacion de la componente de la velocidad de rotaciéon segin el eje del solido. La integral
primera se interpreta como la conservacion de la proyeccion del momento cinético sobre el
eje OZ, ya que todas las fuerzas son paralelas o cortan a dicho eje.

Finalmente, como la tnica fuerza activa es conservativa y las reacciones no realizan trabajo,
la tercera integral primera corresponde a la conservacion de la energia:

%mﬂ’?(m + Ib? sen? 0) + %m}#(@ + 1/'}(:08 (9)2 + 9mgRcosd — E ()

Como el solido tiene tres grados de libertad y hay tres integrales primeras, éstas se pueden
adoptar como ecuaciones diferenciales del movimiento.



