ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS (MADRID)

Mecanica
EXAMEN FINAL EXTRAORDINARIO, REC. 4.° PARCIAL (6 de septiembre
Apellidos Nombre N.° 0
Fjercicio 1.° (puntuacién: 10/30) T1 45 min.

Responder a las siguientes cuestiones tedrico-practicas dentro del espacio provisto oja-as respuestas

habran de ser breves y directas, escritas a tinta y con letra clara. Se puede emp rrador la hoja
adicional que se les ha repartido, que no debera entregarse. No se permitira tene e la mesa ninguna otra

hoja, ni libros ni apuntes de ningtn tipo, ni calculadoras. ‘

Explicar el concepto general de isostatismo e hiperestatismo e sistema mecanico en
equilibrio. Aplicar para el caso particular de sistemas planos d rras apticuladas, discutiendo
la condicion de isostatismo e hiperestatismo interno y externgiapoyod) proponiendo ejemplos
de cada caso. (5 ptos.)

En primer lugar, caracterizaremos un sistema mecdanico f poffpiezas rigidas como estructura
si para cualquier conjunto de fuerzas aplicadas F'; el sist esariamente en equilibrio. Sin
embargo, si subsisten grados de libertad internos diremos sistéma es un mecanismo.

Se denomina estructura isostdtica aquella en que las rest producen un conjunto de reaccio-
nes que pueden resolverse mediante la sola aplicacién ciones de la estatica. Si el nimero de
restricciones es menor, estaremos ante un mecanismo co dos de libertad. Si por el contrario es ma-
yor, se denomina estructura hiperestdtica, existiendo un nimero de restricciones (y consiguientemente
de reacciones) mayor que el estrictamente necesdrio para el equilibrio estructural, hay redundancia
guiria siendo estructura.
diciones de apoyo (restricciones externas).
Un sistema puede tener sustentacion isostdticame ht tatica (isostatismo o hiperestatismo externo),
(3D) esta condicién corresponde a un nimero de
e 6 respectivamente. En el caso 2D el niimero de

restricciones independientes igual, mayor
restricciones para apoyo isostatico es de 3.

Por otra parte, la condicién de isostatismo o hiperestatismo interno se refiere a las restricciones
interiores del sistema, lo que puede evaluarse aphcando un s1stema cualqmera de fuerzas exterlores
nulo (3 F; = 0,> (Mp); = 0) s
interiores es el preciso para el equili

Considerando las reaccion

si por el contrario es redundante.
ognitas, en un sistema hiperestatico las ecuaciones de la

1cionales, que provienen de considerar las relaciones de flexibilidad
unca seran perfectamente rigidas. En un caso ideal de piezas
ico no es posible resolver de manera tnica las reacciones.

estructural aportando ecuac
de las piezas, que en un

Aplicacion: Para el{ca emas 2D de barras articuladas, la sustentaciéon completa requiere 3

se evalda por el n e barras b y de nudos n. El nimero de ecuaciones 6 g.d.l. es 2n (dos por
nudo) y el de incé ricciones 34 b (3 reacciones de apoyo mads la tensién en cada barra). Por
tanto un siste A atico, hiperestatico o mecanismo segin que 2n sea igual, menor o mayor
e 3+ b. A continuacién se ofrecen algunos ejemplos significativos:

isosté- =1 . " co ,
R: 9 Estructura hiperestatica, con sustentacién isosté-

tica

Mecanismo (aunque es 2n = 3 + b, la célula cua-
drangular de la derecha es hiperestatica mientras
que la de la izquierda es un mecanismo, global-
mente el sistema queda con un grado de libertad).

Estructura isostd- |p=g
tica, con sustenta- n=6
cion hiperestatica

G
>
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Se consideran las pequenas oscilaciones alrededor de la posicién de equilibrio able de
un sistema mecanico. Fxpresar las ecuaciones que definen los modos normales de c10n
y las frecuencias propias asociadas. Enunciar las propiedades de dichos modog Eacion

general del sistema desarrollada en funcién de los modos de vibracion, indican s cofistantes
que dependen de las condiciones iniciales y como se obtendrian. (5 ptos.)

Consideramos un sistema con n coordenadas libres {q} = (¢1, ... qn)
nes lineales respecto a la posiciéon de equilibrio estable {q} = {0}, si
ecuaciones de la dinamica son: ‘

[M{a} + [K[{q} = {0} , (1)
denomindndose [M] matriz de masa y [K] matriz de rigidez. La s 6n bésica es del tipo

{q} = {a} cos(wt — ¢), denomindndose {a} modo normal de gbraciomyy w frecuencia propia
asociada al mismo. Sustituyendo en la ecuacién (),

(—w?*M}{a} + [K|{a}) cos(wt — 6) = {0} =
que define un problema de autovalores generalizado, par,
parejas ({ax}, \x = w}). Estas verifican las siguientes

a) Los autovalores y las frecuencias propias son reaf
b) Los vectores propios (modos normales) son reales
¢) Los autovalores y vectores propios son intr{

T

K]) {a} ={0}. (2

isten n posibles soluciones,

ositivas, Ay > 0, wx = +v/ A\ > 0;
R™) ;
ecir independientes de las coorde-

=X (o) = [Al{an)):

e) Los vectores propios para autovalores intos son ortogonales respecto de la matriz de
masas. Considerando dos modos de vibffaci k}, {ai}), correspondientes a autovalores
Ax # Aj, se verifica:

a}=0. (3)
En efecto, debe cumplirse:
Ae[M{ag} = b AaMHKa} = [K{a};

premultiplicando la primera igualdad por {a;}T, la segunda por {a;}T y restando ambas
entre si, gracias a la simet y de [K]| obtenemos

- M{ar} M[{a} =0, (4)

stradla la ortogonalidad (3).
combinacion lineal de las soluciones para cada modo,

= Z By cos(wit — o ){ax} (5)

k=1

y al ser Ay # A\, qued
La solucién general de

donde las 2n constamtes ) se determinan mediante las 2n condiciones iniciales del movi-
miento ({qo}, {q rticularizando en () se obtiene

{q Z Bi{ag}cosdr; {qo} = Z Brwi{ay}sendy ,
k=1 k=1
y premultiplican r {a;}T[M] se llega finalmente a
By M, co M]{qo}; BiwiM;send; = {a;} [M]{do}, (siendo M; = {a;}*[M]{a;}).

Se denomifia coordenada normal de cada modo a su amplitud variable con el tiempo,
= By cO8(wit — (5k Asi la ecuacién (3) se puede expresar también como {q(t)} =
ak}uk & q;(t) = > 1 arug(t). Estas ecuaciones pueden entenderse como un cambio

ntre las coordenadas geométricas originales (¢;) y las coordenadas normales (uy).



