ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS (MADRID)

Mecanica
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FEjercicio 1.° (puntuacién: 10/30) Tiempo: 45 min.

Responder a las siguientes cuestiones tedrico-practicas dentro del espacio provisto en la hoja. Las respuestas
habrédn de ser breves y directas, escritas a tinta y con letra clara. Se puede emplear como borrador la hoja
adicional que se les ha repartido, que no deberd entregarse. No se permitird tener sobre la mesa ninguna otra

hoja, ni libros ni apuntes de ningtn tipo, ni calculadoras.

Enunciar el teorema de Euler sobre el movimiento de un sélido con un punto fijo. Aplicacion:
Sea un solido rigido B con un punto fijo O y un triedro cartesiano Ozyz fijo. El sélido B gira 90°
alrededor del eje Oy y a continuacién un dngulo de 90° alrededor del nuevo eje Oz’ (resultado
del primer giro sobre el eje Oy). Obtener la matriz de rotacién que relaciona las coordenadas
de un punto en la configuracién final (x,y, z)7 con las coordenadas iniciales del mismo punto
(20,40, 29)T. Calcular el eje p alrededor del cual se puede considerar que ha girado el sélido al
moverse de la configuracién inicial a la final, y la magnitud del dngulo girado. (5 ptos.)

El teorema de Fuler se enuncia en los siguientes términos: El movimiento mds general de
un solido con un punto fijo es una rotacion alrededor de un cierto eje. En la aplicacién del
enunciado, consideramos el vector posicion de un punto del solido expresado en coordenadas
cartesianas en el triedro fijo o en el mévil respectivamente: r = v I+y J+2 K = 2% 419°5 +2'k.
Téngase en cuenta que las coordenadas materiales seran contantes a lo largo del movimiento,
mientras que las espaciales (x,y, z) seran variables.

En las dos rotaciones ((7/2) J seguida de (7/2) ') el triedro ligado al sélido resulta:

Il 3" Kl =1 7 K[[[R], [li 5 K|=] 5 K|]R], (1)
0 01 10 0
con[Ry]=10 1 0|, [R]=1[00 —1]; (2)
-1.0 0 01 0
0 1 0
¢ 5 k|=|I J K||[Rl, con[R]=[R][Rs]=|0 0 —1]. (3)
-10 0

La relacién inducida entre coordenadas viene dada por la misma matriz [R],
T T
(z y z) =[R] (" y° 29

Para una rotacién ¢ alrededor de un eje del triedro, por ejemplo el eje z, la matriz es

10 0
[R] = (8 COS<£ e ¢), la traza vale (1 4 2cos ¢), invariante escalar. Por tanto, en nuestro caso
sen CcOos

el angulo girado se puede obtener a partir de: 1+ 2cos¢ = tr[R] = 0 = ¢ = 27/3 = 120°.
La direccion p alrededor de la que se produce la rotacién es el autovector asociado al autovalor
unidad de la matriz R:

0 1 0\ (w o Ua =1y e
0 0 -1 Vg p = § U2 = —V3 = Vg = {p} = — 1 . (4)
-1 0 0 (% Vs —VU1 = Vs \/g —1
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Se lanza una placa rectangular homogénea (de masa m y dimensiones a x b) en el campo
gravitatorio simplificado, sin resistencia de la atmoésfera, con un campo inicial de velocidades
general. Fxplicar claramente qué clase de movimiento tiene la placa respecto de su Sistema
Centro de Masa. Obtener las magnitudes (cinéticas y cinemédticas) que se conservan a lo largo
del mismo. Aplicarlo al caso a = b, con la velocidad angular inicial de médulo €2y formando un
angulo de 60° con la normal a la placa.

El movimiento de la placa alrededor del centro de masas (CDM) es un movimiento por
wmercia o movimiento de Poinsot, caracterizado porque en todo momento se verifica Mg = 0.
En consecuencia dHg/dt = Mg = 0, luego Hg; = H K es constante en médulo (H) y
direccién (K, denominada direccion invariante). Por otra parte,

dHg
dt

—IQQ+ QAT =0, (1)

y tomando la derivada respecto del tiempo de la energia cinética relativa al Sistema Centro de
Masa:

1 1 d7’ .
T =T —-Mv ==Q- I =Q-1:Q 2
9 v 9 G = dt GR &, ( )
sustituyendo (1)) en ([2)) resulta:
a1’ ,
T Q- (—QANIzN)=0 = T es constante. (3)
Finalmente, a partir del resultado anterior:
1 H
T = 59 I =cte. = EQ - K = cte. (4)

es decir, la proyeccion de €2 segtn la direccién invariante K se mantiene constante, o dicho de
otra forma, el extremo del vector €2 trazado desde G pertenece a un plano invariante normal a
K y situado a la distancia - K = 27"/ H. El vector € define en el espacio un cono cuddrico con
vértice en G y eje K, que sera de seccion recta circular solo si el tensor de inercia es cilindrico
(en nuestro caso si a = b), en cuyo caso el dngulo entre 2 y K serd constante.

Aplicacion: Tomando (sin pérdida de generalidad) el triedro del sélido de manera que en el
instante inicial €2 pertenezca al plano Gzz, y con el eje Gz normal al plano de la placa:

100
3. 1 1

Q= Q £'+—k : [Ig)=-—ma* [0 1 0] . (5)
2 2 12 00 9

Las expresiones del momento cinético y de la energia cinética que resultan son:

V3. 1 V7 5
ﬁ’ll + Ek s H = —ma2QO, T = %mGQQ(Q) . (6)

H: = ma*Q, ( o

Finalmente, el angulo que forman K y €2 es:

K-Q 57
Q, 14

o =19,107° . (7)

CoOsS ¥ =

que por ser I cilindrico también es constante.



