ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS (MADRID)

Mecanica
EXAMEN FINAL EXTRAORDINARIO (20 de enero de 2004)
Apellidos Nombre N.° TUPO
FEjercicio 2.° (puntuacion: 7,5/45) woz 45 min.
Responder a las siguientes cuestiones tedrico-préacticas dentro del espacio provisto en la“h@ja, Las respuestas

habran de ser breves y directas, escritas a tinta y con letra clara. Se puede em orrador la hoja

adicional que se les ha repartido, que no deberd entregarse. No se permitir;‘tener SO mesa ninguna otra

hoja, ni libros ni apuntes de ningin tipo, ni calculadoras.

Demostrar mediante el principio de los trabajos virtuales las aciones cardinales de
la estética (D> F =0, > M = 0) son necesarias y suficientg§ para quilibrio de un sélido
rigido cualquiera. Probar que este no es el caso para un sist@ma noftigido, proponiendo un
contraejemplo sencillo. (3,75 ptos.)

Sea (' el centro de masa de un sistema rigido discreto or masas {m;,i=1,...N}.
El desplazamiento virtual infinitesimal mas general d ismo vene definido por dr; = drg +
dpArl, siendo 7 = r; —rg. Este desplazamiento es com con los enlaces del sélido rigido,
que obligan a que las distancias entre particulas s . Supondremos que esta sometido
a fuerzas F';. Aplicando el principio de los trabajos les, la condicién necesaria y suficiente
para el equilibrio es que se verifique
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para desplazamientos virtuales (drq, d¢) arbitrarios. (En el desarrollo anterior se ha usado la

propiedad de rotacién del produ ixto de vectores, F; - (0 A7}) = (r; AN F;) - dp.)
En consecuencia, las condicio arias y suficientes para el equilibrio son:
N
0rg a 0@ = Z F,=0;
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ario = Zr; NF; = Z(MG)Z =0.
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En el caso en guegel sistema no sea rigido, las condiciones
son necesarias p suficientes para el equilibrio. Un ejemplo

sencillo puede yrse € figura adjunta, que muestra dos barras
articuladas s idas a sendas fuerzas iguales opuestas y coaxia-
les en las extremosfiibres. Es evidente que el sistema se abrird y

no exis ilibrio.
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Sea un sistema dinamico con n g.d.l. linealizado para pequenas oscilaciones alrede
posicién de equilibrio estable. Expresar la forma general de las ecuaciones de la dinami
los conceptos de frecuencias propias y modos normales de vibracién. Enunciar
propiedad de ortogonalidad de los modos de vibracién correspondientes a frecu@nci iStintas.

(3,75 ptos.)

Sea un sistema con n grados de libertad, {¢;,7 = 1,...n}, con una x equilibrio
estable que tomaremos sin pérdida de generalidad en ¢; = 0. La evolucigigdi a linealizada
para pequenas oscilaciones alrededor de dicha posicién de equilibrio a definida por un
sistema de ecuaciones diferenciales lineales de la forma:

mi;§; + cijq; + kijq; = fi(t) (notacién indicial, sum implicito en j) ;
M{q} + [Cl{a} + [K]{q} = {f(#)}  (notacién matrici

Los términos m;j, c¢;;, k;; forman respectivamente las matrice , amortiguamiento vis-
coso y rigidez [M], [C], [K]. Se obtienen de la siguiente fo

o*T 0Qy¢
mg; = 9000 v Gy = a.z. I ST .
4095 | g=0 45 lgq=0 4095 | g=0

ma, que pueden producir una vi-
ueda en oscilaciones libres,

Los términos f;(t) representan las fuerzas exterio
bracion forzada. En el caso en que no existan el sis

[M[{q} + [C{ajp+ K{a} = {0} . (1)

Los modos normales de vibracion se obt el caso sin amortiguamiento,

qt = {0} . (2)

s vectores propios del problema de autovalores

Se denominan modos normales de vibrac
generalizado ligado a la ecuacién anterior:

} = AMl{a} ,

iadodun valor propio positivo \, cuya raiz cuadrada w = v/ se
e comprobarse facilmente que cada modo normal de vibracion
efine una solucién arménica de la ecuacién (2)):

q(t)} = Bfaj cos(wt —9), (3)

estando cada modo normal as
denomina frecuencia propia
{a} con su frecuencia aso

ombinacion lineal de estas:

siendo la solucién gEnQ

{a(t)} = Z By{ag} cos(wit — k) (4)

donde li? 2r&es (By, 0x) se obtendran a partir de las condiciones iniciales del problema.
Confi

remos ahora dos modos de vibracién asociados a frecuencias propias distintas, ({a; }, w;)

vy ({a2}, ra
Kl{a} = wiMH{ai} 5)
[K{az} = wi[M]{as} ;



en cuenta la simetria de [K] y [M] resulta:

premultiplicando la primera ecuacién por el vector fila ||ag| y la segunda por |a1||,

laz]|[K]{as} — [las]|[K{az} = 0 = (wi — w3)[Jaz||[M]{a},

y al ser wy # ws, los modos son ortogonales respecto de la matriz de masas\
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laz)|[M]{as} = 0.
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