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Una particula pesada de masa m se encuentra unida al punto

O de una circunferencia fija de radio R mediante un hilo fle-
xible e inextensible de longitud L > 7R y masa despreciable.

La circunferencia se encuentra contenida en un plano vertical

fijo, y el punto O se encuentra sobre un didmetro horizontal
de la misma. En el instante inicial la particula parte del re- ‘e

poso, con el hilo horizontal y tenso, en el mismo plano de la
circunferencia. A medida que cae el hilo se enrolla sobre la
circunferencia. Se pide:

1.

2.

1.

Ecuaciones del movimiento en funcién del o de los grados de libertad y sus derivadas;

Expresion de la tension del hilo en funcion del o de los grados de libertad y sus deri-

vadas;

Determinar razonadamente la configuracion del sistema en el momento en que el hilo

se destensa.

El movimiento se desarrolla en dos fases.

= Fase 1. Movimiento pendular alrededor del

punto fijo O. Denotando por ¢(t) el tnico
grado de libertad existente, representado
por el angulo que forma el hilo con la ho-
rizontal, la ecuacion dinamica se expresa
como:

@—gcoswz(],

p— - :O
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que es valida para todo instante ¢t que ve-
rifique 0 < p(t) < /2.

Fase 2. A partir de ¢ = 7/2 el hilo co-

Figura 1: Configuraciones genéricas en las
dos fases del movimiento

mienza a enrollarse en la circunferencia, lo que introduce una restriccién cinematica
diferente y obliga a replantear las ecuaciones del movimiento. De nuevo el sistema tiene
un unico grado de libertad, representado en este caso por el angulo 6 que situa el punto
de despegue del hilo respecto de la horizontal. La distancia entre el punto de despegue
y la particula se denota por s y se relaciona con # a través de la expresion:

s=L— RO (1)

Una de las formas més sencillas de describir la evolucion del sistema es plantear la
ecuacion de cantidad de movimiento en la direccién perpendicular al hilo. Esto se debe
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a que el hilo es de masa despreciable, y por tanto la accién que ejerce sobre la particula
lleva la propia direccion del hilo.

Para obtener la aceleracién de la particula haremos uso de un sistema de referencia
auxiliar (C; 7, n), de forma que 1 lleva en todo momento la direccién del hilo despegado
(y por tanto paralelo a la tangente a la circunferencia en el punto de despegue) y T es
perpendicular a éste, tal y como muestra la Figura [Il Este sistema de referencia gira
alrededor de C' con velocidad angular 0, resultando:

A, = —5M, Aoy = (d9 cos a+d6? sen 04)7'—1—(d(9'2 cos a—df sen am, Qoo = 2507

2)
siendo « el angulo que forma el hilo con el segmento que une el centro C' de la circun-
ferencia con la particula (ver Figura [Il). Otra forma de obtener la expresion de esta
aceleracion es derivar dos veces directamente las componentes cartesianas del vector
posicién de la particula, aunque este procedimiento es mucho mas laborioso.

Por otro lado, las fuerzas aplicadas sobre la particula son la tension del hilo Ty = Ton
y el peso P:
P = —mg(sen 7 + cos6n) (3)

Teniendo en cuenta las relaciones sena = R/d, cosa = s/d y la relacién entre s y 0
dada en (), el principio de la cantidad de movimiento segin 7 proporciona la ecuacién
de segundo orden del movimiento pedida en el enunciado:

(L — RA)G — RI> = —gsend (4)

2. En las dos fases del movimiento, la tension se obtiene planteando la ecuaciéon de cantidad
de movimiento segin el propio hilo. De esta forma la tensién en la primera fase (7}) resulta

Ty = mL¢* + mgsen ¢ (0 <p(t) <7/2) (5)

La tensién en la segunda fase (T'y = Tom) se obtiene a partir de la ecuacién de cantidad de
movimiento segin 7 haciendo uso de las expresiones ([2) y (3], resultando:

Ty = m(L — RO)§* + mg cos b (6)

3. En la primera fase del movimiento el hilo no se destensa, ya que los dos términos de la
expresién () son positivos para 0 < ¢ < 7/2.

En la segunda fase, la expresion (@) nos indica que el hilo puede destensarse para 6 > /2.
Para determinar con precision la configuracion en que se produce, es necesario relacionar la
tensién Ty con el dngulo 6, eliminando el término en § de la expresién [@). Para ello, se
hace uso de la conservacion de la energia entre el instante inicial y una posiciéon genérica.
Tomando como origen del potencial gravitatorio la horizontal que pasa por el centro de la
circunferencia, se obtiene:

1 .
E = cte = 5me2 (L — RO)* —mg[Rsenf + (L — RA) cosf] = 0 (7)

Despejando 62 en (@) y sustituyéndola en ([@l) se obtiene la relacién:

Ty(0) = mg (% + 3 cos 0) (8)
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Por tanto, la configuracion en que el hilo se destensa es aquella en la que se verifica:

3 (L

La ecuacién () indica que el hilo estd tenso (es decir, T > 0) para (0 < 0 < 7/2),
puesto que todos los términos son positivos en este intervalo. Como ademas T, < 0 para
(m < 0 < 31/2) y la funcién T3(0) es continua en 6, se deduce que en algin punto del
intervalo (7/2 < 6 < 7) la tensién se anula.

Este razonamiento puede también ilustrarse con la ayuda de la Figura2 en la que se ha

representado el célculo de la raiz de la ecuacién (@), y en la que se ha tenido en cuenta que
(L/R) > .
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Figura 2: Raiz de la ecuacion tan = —3 (E ) 9)

En conclusién, el dngulo 6, en que el hilo se destensa verifica la ecuacién (@) y es tal que
/2 <64 <.



