ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS (MADRID)

Mecanica
EXAMEN FINAL EXTRAORDINARIO (10 de septiembre de 2001)
Apellidos Nombre N.° Grupo
Fjercicio 2.° (puntuacién: 10/60) Tiempo: 45 min.

Responder a las siguientes cuestiones tedrico-practicas dentro del espacio provisto en la hoja. La respuesta
habrd de ser breve y directa. Deberan justificarse razonadamente todos los pasos. Se puede emplear como
borrador la hoja adicional que se les repartird, no permitiéndose tener sobre la mesa ninguna otra hoja. La

hoja de borrador no se recogera.

Sea un sistema lineal y conservativo con n grados de libertad, con posicién de equilibrio
estable. Fscribir la forma general de las ecuaciones del movimiento, identificando las matrices
que caracterizan el sistema. Definir los modos normales de vibracién y las frecuencias propias.
Demostrar la propiedad de ortogonalidad de los modos de vibracién respecto de la matriz
de masa. (5 ptos.)

Denominando {¢;,7 = 1...n} a las coordenadas medidas a partir de la posicién de

equilibrio estable, las ecuaciones son de la forma
miig; + kijg; =0 & [M{q} + [K[{q} =0, (1)

donde [M] = [my;] v [K] = [k;;] son las denominadas matriz de masa y matriz de rigidez
respectivamente. (Se emplea el convenio de suma implicita para los indices repetidos.) No
aparecen en las ecuaciones términos proporcionales a ¢; (amortiguamiento viscoso), ni tér-
minos de fuerza a la derecha del signo =, al tratarse de un sistema conservativo. Se trata
de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden, lineal y auténomo.
La matriz de masa [M] proviene de los coeficientes de la energia cinética, y por tanto es
simétrica y definida positiva. Por su parte, la matriz de rigidez [K] es asimismo simétrica y
serd definida positiva al tratarse de una posicién de equilibrio estable. En estas condiciones,
cualquier perturbacién respecto de la posicion de equilibrio estable produce un movimiento
de vibracion libre acotado.

Probando con una solucién arménica del tipo {q(t)} = {¢} sen(wt + ¢) en (I):

—w?M{¢} sen(wt + ) + [K|{@}sen(wt + p) =0 = (—wQ[M] + [K]) {¢p} =0.

Esta expresion define un problema de autovalores generalizado. El término w se denomina
frecuencia propia y para que exista solucién (no trivial) debe cumplir la ecuacién caracte-
ristica det(—w?[M] + [K]) = 0. Los vectores {¢} solucién del mismo se denominan modos
normales de vibracion. Existen en general n frecuencias propias y modos normales asociados,

(wom {¢}a),& =1...n.

Los modos normales de vibracién asociados a frecuencias propias distintas tienen la pro-
piedad de ortogonalidad. En efecto, sean {¢}a, {@}s:

wz[M]{Qb}a = [K]{Qb}aa
wiMl{¢}s = [K|{o}s;

premultiplicando la primera ecuacién por {(;b}g vy la segunda por {¢}! y restando, teniendo
en cuenta la simetria de [M] y [K] y que w, # wg, se obtiene:

(Wi —wil{o}taMl{o}s = {0} = {o}.[M|{¢}s={0}.

Esta ultima ecuacién expresa la ortogonalidad de ambos modos respecto a [M], c.q.d.
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A un sélido B se le impone un movimiento prescrito en uno de
sus puntos (), con aceleracién 7o # 0, no existiendo ninguna
otra restriccién ni fuerza aplicada sobre el mismo. Suponiendo
conocido el tensor de inercia en I y el movimiento impues-
to rg(t), obtener las ecuaciones de Euler de la dindmica del
movimiento del sélido relativo a Q. (5 ptos.)

El movimiento respecto a () es no inercial, al ser la aceleracién #¢g # 0, por lo que no se
pueden aplicar las ecuaciones de Euler “estandar” del solido rigido.

Considerando un sistema de referencia con origen en () y paralelo al inercial, en la descom-
posicién del campo de aceleraciones del movimiento relativo tendremos aur = 79, @cor = 0.
Por tanto, se puede expresar la dinamica del movimiento relativo como si la referencia fuera
inercial, introduciendo unas fuerzas (ficticias) de inercia —pdV 7 para cada elemento de
masa pdV de B. Este campo de fuerzas produce en ) un momento

L(T — TQ) VAN (—’FQ) pdV = —(’I"G - T'Q) VAN M’I"Q = —TQac VAN M’I"Q (2)

Este término puede interpretarse como el momento en ) de una fuerza de valor —M7 g,
aplicada en G.

En consecuencia, podemos establecer las ecuaciones de Euler del movimiento del sélido
respecto a ) como si este punto fuera fijo (origen de una referencia inercial), sin mas que
agregar el momento (ficticio) que resulta de (2)):

d .
—’I'Qg/\M’f'Q:E(IQ'Q):IQ'Q—FQ/\(IQ'Q). (3)

En el caso en que, ademads, hubiese fuerzas exteriores aplicadas al sélido, bastaria con
anadir el momento de las mismas M, al lado izquierdo de la ecuacién (3)).
Otra forma alternativa de razonar seria desarrollando la expresion genérica del momento cinético

respecto al punto @), con velocidades medidas respecto a la referencia no inercial con origen en @),
denominada SQ:

H)? = /B(r—rQ) A (7 —7q) pdV

:/(r—rg)/\(7‘“—7'“Q)pdV+/(rg—rQ)/\(7'°—7'°Q)pdV
B B
:Hg—{—(’l"g—rQ)/\M(’i"G—’f’Q).

Derivando la expresién anterior,

d d ) . . . . .
&HgQ = o+ (e —1Q) N M(tc —ig) +(rg — 1) A M(ic — i)
=0
=Mg¢g+ (rg —’PQ) ANMig—(rg —’PQ) NMirg = —rgc N Mrg.

=M =0

Teniendo en cuenta que H gQ = Ig-Q2, comprobamos que se obtiene idéntico resultado al expresado

antes (3)).



