ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS (MADRID)

Mecanica
EXAMEN FINAL EXTRAORDINARIO (10 de septiembre de 2001)
Apellidos Nombre N.° Grupo
Fjercicio 1.° (puntuacién: 10/60) Tiempo: 45 min.

Responder a las siguientes cuestiones tedrico-practicas dentro del espacio provisto en la hoja. La respuesta
habrd de ser breve y directa. Deberan justificarse razonadamente todos los pasos. Se puede emplear como
borrador la hoja adicional que se les repartird, no permitiéndose tener sobre la mesa ninguna otra hoja. La

hoja de borrador no se recogera.

Enunciar el principio de los trabajos virtuales para un
sistema mecanico general. Aplicar dicho principio para
calcular la fuerza F' para el equilibrio del sistema de
la figura, en donde el eje de la polea A esta fijo, y la
B soporta una carga P, mediante un cable sin peso e
inextensible anclado en C. (las poleas son lisas y sin
peso.) (5 ptos.)

El enunciado del principio de los trabajos virtuales es:

«En un sistema material sometido a enlaces lisos (en los que las fuerzas de enlace
no desarrollan trabajo), es condicién necesaria y suficiente para el equilibrio que
el trabajo de las fuerzas aplicadas para cualquier conjunto de desplazamientos
virtuales compatibles con los enlaces sea nulo:

W =Y f,-or;=0,  V{6r;} comp.» (1)

En el caso practico propuesto, el sistema tiene un sélo grado de libertad, siendo el des-
plazamiento virtual que consideraremos un ascenso dx de la polea B. Al ser inextensible el
cable, el desplazamiento compatible en el extremo donde se aplica F' es 20x hacia abajo.
Aplicando la ecuacién ():

0=0W = —Péx +2Fdx Véxr = Fzg.
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Definir el caracter holénomo o anholénomo de las ecua-
ciones de ligadura en un sistema mecanico general. Apli-
car a la varilla AB de la figura, que se mueve dentro de
un plano, con el punto A apoyado en el mismo median-
te un pequeno patin que impide el movimiento de dicho
punto en la propia direccion de la varilla, expresando las
ecuaciones de ligadura y los grados de libertad del movi-
miento. Considerando las ecuaciones de enlace que resul- A
tan, razonar cual seria el procedimiento de solucién mas
adecuado mediante la dinamica analitica, estableciendo
las ecuaciones generales que se aplicarian. (5 ptos.)

Una ligadura o enlace se consideran holonoma cuando es posible expresar la condicion de
ligadura mediante una relacién entre las posiciones de las particulas y el tiempo exclusiva-
mente: ®(rq, 7o, ..., 7y, t) = 0.

Los enlaces anholénomos son en general todos aquellos que no son holénomos, no pudien-
do expresarse mediante ecuaciones del tipo anterior. El caso mas usual de enlace anholénomo
es aquél que depende también de las velocidades, mediante relaciones del tipo: ®(r;, 7, t) = 0.

En el ejemplo propuesto, en principio las coordenadas para describir la configuracion del
sistema serian 4, las coordenadas cartesianas de los dos extremos, (x4, ya,zp,yp). Estdn
sujetas a dos enlaces: la longitud fija de la varilla rigida, y la velocidad de A perpendicular

a la varilla, por lo que el nimero de grados de libertad es 4 — 2 = 2:
(rp—2a)?+ (yp —ya)* =17 (holénomo); @
Za(rp —xa) +9alys —ya) =0  (anholénomo).

El procedimiento mas adecuado de solucién mediante la dinamica analitica consiste en
primer lugar en eliminar los enlaces holénomos reduciendo el nimero de coordenadas, cosa
que siempre es posible. Esto lo podemos conseguir tomando las coordenadas generalizadas
(xa,ya, ), siendo ¢ el dngulo que forma la varilla con el eje z. La ligadura anholénoma
persiste con estas coordenadas, expresandose como

Tacosp+ yasenp =0 (3)

Al no poderse establecer un conjunto de coordenadas libres, no se pueden aplicar direc-
tamente las ecuaciones de Lagrange. Estas deben escribirse en un caso general en funcién de
los desplazamientos virtuales compatibles como:

“~[d /oL OL :
; {dt (aq'j) aqj} 0¢; =0, Vdg; compatibles. (4)
La dinamica del sistema con ligaduras anholénomas se plantea mediante el uso de multiplica-
dores de Lagrange. Consideramos un caso general de un sistema con k enlaces anholénomos
®;, = A;;4;+C; =0 (i =1...k). En funcién de los desplazamientos virtuales compatibles se
formulan como A;;0¢; = 0. Combinando estas ecuaciones afectadas de unos multiplicadores
A; con las (), pueden eliminarse los desplazamientos virtuales obteniéndose finalmente las

ecuaciones i
d (0L oL
— (=) === N4, =0, =1...,n. D
i (a) ~ 3~ 2 / ®)
Estas n ecuaciones junto con las k ecuaciones de los enlaces se emplean para resolver las n
coordenadas ¢; y los k£ multiplicadores A;. (En el ejemplo propuesto hay una sola ligadura,
con coeficientes A, = cosp, A, =seny, A, = 0, como se deduce de ({3]).)



