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Mecanica

2.° EXAMEN PARCIAL Y FINAL EXTRAORDINARIO (31 de enero de 2001)

Apellidos Nombre

N.° Grupo

FEjercicio 3.° (puntuacién: 10/25 6 10/60)

Dos particulas, de masas respectivas m y Am, es-
tan unidas mediante un hilo inextensible de lon-
gitud 2b. Este hilo pasa por un pequeno agujero
existente en el vértice A de una superficie cénica
S fija, lisa, de eje vertical y semidngulo o. Mien-
tras m permanece sobre la superficie S por debajo
de A con ligadura unilateral lisa, la otra particula
Am pende libremente, permaneciendo en el volu-
men interior determinado por S. Se pide:

1. Suponiendo que el movimiento comienza con
unas condiciones iniciales generales, a) Es-
coger unos parametros adecuados para estu-
diarlo y determinar el n.° de grados de li-
bertad; b) Obtener las integrales primeras
que pudiera haber e interpretarlas fisicamen-
te; ¢) Obtener las ecuaciones diferenciales de
segundo orden del movimiento.

Tiempo: 60 min.

2. Suponemos ahora que inicialmente Am parte del reposo, a una distancia b en la vertical
por debajo de A, y m tiene una velocidad vy con el hilo tenso. Encontrar los valores
entre los que debe estar comprendido A asi como el valor adecuado de vy para que Am

permanezca en reposo y m no se separe de S.

*.

l.a) Elsistema tiene 4 g.d.1., ya que de los 6 ted-
ricos de dos particulas en 3D deben restarse dos
restricciones, correspondientes a permanecer m so-
bre la superficie y la unién mediante el hilo inex-
tensible.

Se escogen como parametros las coordenadas esfé-
ricas (1, ¢, 0) de la particula Am, y el angulo ¥ de
la particula m.

En determinadas circunstancias especiales podria
darse el caso de que no llegaran a activarse algu-
nos de estos grados de libertad. Este seria el caso
en que la particula Am partiese del reposo desde
la vertical de A, en cuyo caso si no hay fuerzas
horizontales se mantendra en dicha vertical. No
es este el caso, ya que el enunciado advierte que
el movimiento parte de unas «condiciones iniciales
generalesy .
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1.b) Todas las fuerzas son conservativas, por lo que se conserva la energia total T'+ V:

TV = 0= Gamli 1 st )] + gmlit 4 (b= sent(@)

—Amgr cos —mg(2b — r) cos a.

La Lagrangiana del sistema es

L= %)\m[f2 +7r20% + 72 sen2(6)¢2] + %m[f2 +(2b —r)? sen2(a)¢2] @)

+Amgr cos 0 + mg(2b — r) cos .

Se comprueba inmediatamente que no depende explicitamente ni de ¢ ni de 1, por lo que
ambos momentos generalizados son constantes:

Py = g—g = dmr?sen?(0)¢ = cte. (3)
Py = g—i = m(2b — r)?sen’(a)i) = cte. (4)

La ecuacién (3) corresponde a la conservacién del momento cinético de la particula Am segin
el eje Az, respecto al cual las fuerzas exteriores no dan momentos. La (4) corresponde a la
conservacién del momento cinético de m respecto del eje Az, por idéntico motivo.

1.c) Derivando (2) se obtienen las ecuaciones de Lagrange, de las cuales sélo hace falta
expresar las correspondientes a las coordenadas no ciclicas (r, 0):

(1 4+ A)ymi — Amr (92 + sen2(0)q32> + m(2b —r) sen®(a)ih? — Amgcos + mgcosa =0 (5)
A0 4 2xmrrd — Amr? cos 0 sen 0¢* + Amgrsen 6 = 0. (6)

Las otras dos ecuaciones son las (3) y (4) antes expresadas.

2.— En este caso, Am se mantiene a lo largo del movimiento en la vertical, por lo que
desaparecen los grados de libertad (0, ¢). Si Am esté en reposo, serd 79 = 0, y la velocidad
de m habra de ser horizontal, por lo que

Vo

(7)

vo = (2b — rg)sena¢0 = %:
b

bsena

De la ecuacién (4) se deduce que 1) ha de mantenerse constante con este valor (¢ = ).
Sustituyendo (7) y 7 = b en (5) resulta:

2
Uy

mbsen’(a) —Amg+mgcosa=0 = v =bg(\—cosa), (8)

b? sen? «
de donde se deduce A > cos a.

Otra condicién surge de que la particula m permanezca sobre la superficie con el enlace
unilateral. La expresion de la reaccion N de la superficie sobre m es

U2

N =mgsena —m cos Q.

bsen «



La condicién de enlace unilateral (N > 0) conduce a

sen? o

cosa

y teniendo en cuenta (8), resulta A < 1/cosa. En definitiva,

1
cosa < A < ; va = bg(A — cosa).
Cos




