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0.1. La mecanica como teoria cientifica

DEFINICION: La mecdnica es una teoria cientifica que estudia el movimien-
to de los cuerpos y sus causas, o bien el equilibrio, es decir, la falta de
movimiento.

Se trata de una teoria cientifica porque pretende interpretar fenémenos
fisicos que se observan experimentalmente. Para ello la mecanica parte de
unos postulados o principios fundamentales, sobre los que se basa una teoria
a través de modelos mateméticos, dando asi una interpretaciéon coherente a
las observaciones experimentales. En la actualidad existen diversas teorias
de la mecénica, y a lo largo del tiempo han existido muchas més que han
quedado obsoletas bien por no ser précticas en su aplicacién, o bien por no
adecuarse sus predicciones a la realidad fisica observada.

Para juzgar las teorias cientificas, y en concreto la mecéanica, no tiene
sentido emplear criterios de «veracidad absoluta.» A pesar de que la mecé-
nica tenga un elevado contenido de modelos mateméticos, habiendo sido a

0.1
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lo largo de la historia una de las motivaciones principales para el desarrollo
de las matematicas, no es la elegancia ni el rigor formal de estos modelos
matematicos un criterio adecuado para valorar una teoria de la mecéanica.
Cada teoria (y sus principios subyacentes) es tan buena como la interpre-
tacion que realiza de las observaciones experimentales de la realidad fisica.
Si las predicciones tedricas se corresponden adecuadamente con las obser-
vaciones experimentales, la teoria serd adecuada, independientemente de su
«elegancia» matematica. Por el contrario, si los resultados no se correspon-
den con las observaciones, llegaremos a la conclusiéon de que se precisa otra
teoria distinta para el fen6meno en cuestion.

Asi, las tres teorias principales de la mecanica existentes en la actualidad
son:

La Mecéanica Clasica, cuyo desarrollo moderno se considera generalmen-
te iniciado por Newton (1687: «Philosophiae Naturalis Principia Mat-
hematica») y continuado hasta nuestros dias por diversos matematicos
y cientificos: Juan, Daniel y Jacobo Bernouilli, L. Euler, J. D’Alembert,
J.L. Lagrange, W. Hamilton, etc. Los modelos newtonianos fueron los
primeros que lograron explicar satisfactoriamente al mismo tiempo
el movimiento de los cuerpos celestes (observaciones de J. Kepler y
otros sobre el movimiento de los planetas) y el de los cuerpos a escala
humana (observaciones de G. Galilei sobre la caida de los cuerpos).
Es importante tener en cuenta sin embargo las importantes contri-
buciones de L. Euler posteriores a Newton, incluyendo los principios
y ecuaciones que permiten interpretar la dindmica de la rotacion de
los solidos (apartado 1.3.2), y que no estan incluidos en la obra de
Newton. Por este motivo los denominaremos «principios de Newton-
Eulers.

La Mecanica Relativista, que suple la inexactitud de la mecénica clési-
ca para velocidades proximas a la de la luz (teoria de la relatividad
restringida) o para campos gravitatorios muy intensos (teoria de la
relatividad generalizada). Ha sido propuesta por Albert Einstein en
el siglo XX, e involucra una complejidad matemética notablemente
mayor.

La Mecanica Cuantica, que surge de las observaciones de las particulas
elementales, en las que intervienen acciones —productos de energia
por tiempo— tan pequenas que son comparables a la constante de
Planck (Et ~ h). En estos casos se aplica el principio de indetermina-
cion de Heisenberg, que establece la imposibilidad de medir de manera
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precisa la posiciéon y velocidad de la particula al mismo tiempo, valo-
res que conocemos tan sélo de manera probabilista. También ha sido
propuesta en el siglo XX (Congreso de Solvay de Bruselas en 1927),
por un grupo de cientificos entre los que destacan L. de Broglie, E.
Schrédinger y P. Dirac.

A pesar de las nuevas teorias de la mecanica surgidas recientemente, se
puede afirmar que la mecdnica cldsica constituye una teoria coherente, capaz
de proporcionar interpretaciones suficientemente precisas para la mayoria de
los fenébmenos que observamos.

La teoria de la relatividad es de un orden méas general que la meca-
nica clasica. Cuando la velocidad es pequena en relacion con la de la luz
y los campos gravitatorios no son muy intensos, sus predicciones corres-
ponden con las de la mecéanica clasica. Sin embargo, es capaz interpretar
correctamente otros fenémenos que la mecéanica clasica no explica de mane-
ra adecuada'. Seria posible por tanto estudiar el movimiento de los objetos
cotidianos como un automévil o un balén, por ejemplo, mediante la teoria
de la relatividad. Sin embargo, los modelos y los desarrollos matematicos
resultarian de una complejidad extraordinaria, por lo que este método es
practicamente inviable.

La mecanica clasica, a pesar de lo que su nombre parece indicar, no
constituye una teoria muerta ni agotada en su desarrollo. En nuestros dias
se continia investigando, especialmente en campos como la mecanica de
medios continuos, o en los métodos cualitativos para el estudio de siste-
mas dinamicos complejos (estabilidad de sistemas dindmicos no lineales y
movimientos de tipo caotico).

La Mecdnica de Medios Continuos es un subconjunto especializado de la
mecénica clasica. En ella se estudia el movimiento y la deformacién de los
medios continuos (es decir, aquéllos que no se pueden representar mediante
idealizaciones discretas con un ntmero finito de grados de libertad, como
el punto material o el solido rigido). Los modelos méas simples de la mecé-
nica de medios continuos son la teorfa de la elasticidad lineal y la de los
fluidos newtonianos, permitiendo estudiar respectivamente la deformacion
de los solidos elasticos y las estructuras en régimen lineal y el flujo de los

1Un ejemplo lo constituye el corrimiento del perihelio (punto de la érbita méas cercano
al Sol) observado para algunos planetas, especialmente el de Mercurio, el planeta mas
cercano al Sol y cuya orbita es la mas excéntrica (salvo la de Plutén). En efecto, se
observa un avance de su perihelio de unos 574 segundos de arco por siglo, y considerando
el efecto gravitacional de los restantes planetas, la dindmica cléasica s6lo predice unos 531
segundos por siglo. Los restantes 43 segundos son obtenidos de manera muy precisa por
la teoria de la relatividad, lo que constituye una contundente confirmacion de la misma.
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fluidos. Recientemente, se han propuesto modelos mas generales para com-
portamientos no lineales, asi como métodos y algoritmos muy potentes para
su resoluciéon numeérica mediante el ordenador (método de los elementos fi-
nitos). Es necesario también una investigacion experimental constante para
conocer las propiedades mecanicas de los nuevos materiales (o incluso de
los tradicionales, ya que algunos como el hormigén o los suelos son todavia
insuficientemente conocidos).

La Dindamica de sistemas no lineales complejos permite estudiar el com-
portamiento de sistemas que no pueden ser caracterizados de manera de-
terminista. La aparente falta absoluta de orden en su respuesta es debida a
menudo a una sensibilidad extrema a la variacién de las condiciones iniciales
u otros parametros del sistema, lo que conduce a la denominacion de «sis-
temas cadticosy. Estos sistemas precisan ser analizados mediante métodos
cualitativos, propuestos a final del siglo XIX por H. Poincaré y Liapounov,
en lugar de los métodos cuantitativos y deterministas habituales. También
en este caso el ordenador es una herramienta de gran utilidad.

Este curso esta basado en la Mecdnica Cldsica, desarrollada a partir de
los principios y teoremas newtonianos. Esta se aplicard fundamentalmente
a sistemas discretos formados por particulas o masas puntuales, solidos rigi-
dos, resortes, etc., aunque se hara alguna incursién en medios deformables,
como por ejemplo los cables. La mecéanica de medios continuos se tratara en
otras asignaturas de cursos posteriores, como la resistencia de materiales,
elasticidad y plasticidad, la geotecnia, el calculo de estructuras, la hidrauli-
ca, etc. Sin embargo los conceptos bésicos para todas estas asignaturas son
los mismos que se estudian en este curso de mecanica.

Como se ha dicho, en la mecanica juegan un papel importante las ma-
teméticas, ya que se basa en modelos matematicos que interpreten las ob-
servaciones experimentales. El aparato matematico en algunos casos puede
resultar de cierta complejidad. Es importante no perder de vista, sin em-
bargo, el sentido fisico de los conceptos: Las matematicas no son un fin en
si, sino un medio para interpretar conceptos y fenémenos fisicos. Aunque
los modelos matematicos empleados aqui puedan ser mas generales (y maés
complejos por tanto) que los estudiados en cursos anteriores, no conviene
que oscurezcan nunca la interpretacion fisica intuitiva de los conceptos.

Uno de los postulados esenciales de la mecanica es la causalidad deter-
minista, lo que ha permitido superar interpretaciones mégicas o religiosas
existentes antafio para algunos fendmenos, como el movimiento de los astros
y otros fenémenos del firmamento celeste. Atin en nuestros dias existen per-
sonas que creen en dicho tipo de interpretaciones (por ejemplo los astrologos
y sus seguidores), fruto por lo general de la ignorancia o del miedo a la ver-
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dad cientifica. Sin embargo, conviene admitir que, en ciertas situaciones, el
postulado de la causalidad determinista en sentido estricto es cuestionable,
siendo necesario acudir a métodos probabilistas para describir los fenémenos
(como en la mecénica estadistica, basada en la causalidad probabilista) o a
métodos cualitativos de analisis (por ejemplo en los sistemas caoticos, en los
que no es posible predecir el movimiento como ecuaciones horarias, ya que
cualquier pequena perturbacion inicial lo modifica). En cualquier caso, es
conveniente evitar un exceso de celo en la aplicacién de los modelos deter-
ministas de la mecanica, ya que no debemos olvidar que nuestra percepciéon
de la «realidad fisica» es necesariamente subjetiva.

Por otra parte, se postula también la capacidad de definir un conjunto
de causas suficientemente reducido para explicar los fenémenos. Las cau-
sas muy alejadas en el espacio o en el tiempo no tienen efecto sobre las
observaciones de fenémenos presentes. Esto también es cuestionable para
interpretaciones muy generales: No es posible prescindir de la estructura
del cosmos en el instante posterior a la primera gran explosion (big-bang)
para explicar la existencia de las galaxias, estrellas y planetas actuales; asi-
mismo parece que algunos fenémenos cosmolédgicos no se pueden interpretar
sin recurrir a la materia oscura existente en el universo, de naturaleza ain
desconocida (agujeros negros, neutrinos,. .. ).

0.2. Sistemas de referencia; espacio y tiempo

Los fenémenos mecéanicos se describen mediante «sistemas de referen-
cia?,» basados en los conceptos de espacio y tiempo. Por su importancia
conviene enunciar los postulados que asume la mecénica clasica para estos
conceptos.

El espacio, y por tanto su métrica, tiene las propiedades siguientes.

1. Independencia de los objetos: La métrica y deméas propiedades del
espacio no se ve afectada por los objetos en él inmersos, ni siquiera
por los muy masivos.

2. Constancia: Las propiedades del espacio son invariantes y no se mo-
difican a lo largo del tiempo

3. Homogeneidad: las propiedades del espacio son iguales en todos los
puntos, no existiendo puntos privilegiados.

»  2No se debe confundir el término sistema mecdnico (conjunto de particulas o cuerpos
cuyo movimiento se desea estudiar) con sistema de referencia (triedro de ejes, coordenadas
o parametros que sirven para describir dicho movimiento).
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4. Isotropia: las propiedades del espacio son iguales en todas las direc-
ciones, no existiendo tampoco direcciones privilegiadas.

El espacio se caracteriza por una métrica Euclidea®, lo que lo convierte
en un espacio puntual Euclideo en 3 dimensiones, asimilable a R3.
El tiempo se caracteriza a su vez por las siguientes propiedades.

1. Homogeneidad: las propiedades del tiempo son iguales a lo largo del
mismo y no existen instantes privilegiados.

2. Fluye constantemente en un sentido, por lo que no se puede retroce-
der ni volver al pasado. Asimismo, los fenémenos futuros no pueden
condicionar los presentes. No se cumple por tanto la isotropia para el
tiempo, existiendo un tinico sentido en el que puede discurrir.

3. Simultaneidad absoluta: Los fenémenos considerados simultaneos pa-
ra dos observadores en sendos sistemas de referencia, lo son asimismo
para cualquier otro observador ligado a cualquier otro sistema de re-
ferencia.

En mecénica clésica, el tiempo se considera una variable de naturaleza
distinta de las variables espaciales, y la métrica euclidea no esta influenciada
por él.

Algunos de estos postulados béasicos no son aceptados por la mecénica
relativista. La teoria de la relatividad restringida establece una referencia
en cuatro dimensiones espacio-tiempo. La teoria de la relatividad general
establece un espacio curvado, con métrica Riemanniana no Euclidea, debido
a la presencia de masas que condicionan dicha métrica. De esta forma el
espacio no serfa independiente de los objetos en él inmersos.

0.3. Principio de la relatividad de Galileo

Este principio fue formulado por Galileo como parte de su argumentaciéon
a favor del modelo copernicano del giro de la tierra alrededor de su eje, en
su obra Didlogo sobre los dos mdzimos sistemas del mundo®. En sintesis, se
puede enunciar de la siguiente forma:

3La distancia entre dos puntos definidos por sus coordenadas cartesianas rectangulares
(z1,y1,21) v (x2,y2, 22) viene dada por d = \/(:rg —21)%2 4 (y2 — y1)? + (22 — 21)?

4@Galileo Galilei, Dialogo sopra i due massimi sistemi del mondo, tolemaico e coperni-
cano, 1632; las propuestas anteriores de Aristoteles y Ptolomeo mantenian que la tierra
estaba quieta y era la esfera celeste la que realizaba una revolucién completa cada vein-
ticuatro horas. La publicacién de este libro le valié a Galileo en 1633 la condena por el
tribunal de la inquisicién a reclusién perpetua para el resto de su vida.
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‘Dos sistemas de referencia en movimiento relativo de trasla-
cion rectilinea uniforme son equivalentes desde el punto de vista
mecanico; es decir, los experimentos mecanicos se desarrollan
de igual manera en ambos, y las leyes de la mecdnica son las
mismas.’

En esta obra Galileo propone el conocido ejemplo de una nave movién-
dose con velocidad uniforme, en el cual las piedras y las balas de canon caen
segin las mismas leyes de la gravedad. Estas observaciones en un camarote
cerrado no permiten definir si el barco se mueve o esta varado. En ambos
casos si la caida parte del reposo (relativo) y despreciando la resistencia del
aire se produce un movimiento vertical uniformemente acelerado.

* 2 . 5 . P
Transformacion de Galileo’.— Sea un sistema movil (O’z'y’Z’), que se

traslada respecto a otro fijo (Oxyz) con velocidad v, manteniéndose parale-
los los ejes de ambos. Puesto que podemos elegir las direcciones del triedro

Y

O 04

(Ozxyz) (O'z"y'2")

Figura 1: Sistemas de referencia en movimiento relativo rectilineo y unifor-
me, con velocidad v en la direccion de Ox

de referencia, elegimos la direccion Ox segin la direcciéon de la velocidad
de traslacion (recordemos que el espacio es es is6tropo, por lo que es licito
elegir una orientacion arbitraria para los ejes, sin pérdida de generalidad).
Consideraremos también que Inicialmente (para t = 0) O y O’ coinciden.

5En el apartado 1.4.5 se ofrece una generalizacion de esta transformacion y se discute
la relacion de las simetrias que expresa (invariancias cuando se produce la transformacion)
con las constantes del movimiento y los principios de conservacion.
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Sean (z,y, z) las coordenadas de un punto en el sistema fijo, (2, v/, )
en el movil y v el modulo de la velocidad. Las ecuaciones de transformacion
para las coordenadas son:

x =x— vt
Yy =y (1)
2=z

Derivando sucesivamente®, obtenemos las velocidades y aceleraciones en

ambos sistemas:
. / . u./

r’'=xz—wv I =
g R
Yy =y Yy =y
=z =3

Se observa por tanto que las derivadas segundas (aceleraciones) coin-
ciden. Esto nos permite intuir —admitiendo como postulado el principio
de la relatividad galileana— que las leyes de la dindmica estan basadas
en las derivadas segundas respecto al tiempo, tnica forma de que las leyes
sean invariantes cumpliéndose dicho principio. En efecto, segiin sabemos, el
estado de un sistema formado por un particula en movimiento segin una
direccién fija se caracteriza en un instante dado por su posicién y su velo-
cidad (z, ). La evoluciéon del movimiento viene gobernada por la ecuacion
dindmica (F = ma).

0.4. Las leyes de Newton

Formuladas por Isaac Newton en su obra «Philosophiae Naturalis Prin-
cipia Matematica» (1687), constituyen el primer intento de formular una
base axiomaética para una teoria cientifica de la mecanica. Debe aclararse
que no fueron formuladas por Newton de forma precisa como se suelen reco-
ger hoy en dia en los libros de texto. También debe advertirse que en sentido
riguroso no recogen de forma completa toda la axiomatica necesaria para
la mecénica clasica, siendo necesario incorporar aportaciones adicionales de
Euler, Cauchy y otros. A pesar de esto, la publicacién de los «principia»
constituye un hito monumental de enorme valor, sobre el que se cimienta la
mecénica clasica.

SEn lo sucesivo se empleara la notacién de uno o dos puntos superpuestos para indicar

derivadas (totales) respecto al tiempo: & ©f do /dt, & f 425 /dt?. También emplearemos

la notacién mediante negritas para identificar vectores o tensores: a = {a;}, I = [Ixi].



Aptdo. 0.4. Las leyes de Newton 0.9

Para aclarar el modelo axioméatico de Newton citaremos aqui textual-
mente de los «Principia»’. Newton parte en primer lugar de cuatro defini-
ciones:

‘DEFINICION PRIMERA. La cantidad de materia es la me-
dida de la misma originada de su densidad y volumen conjunta-
mente.’

‘DEFINICION II. La cantidad de movimiento es la medida
del mismo obtenida de la velocidad y de la cantidad de materia
conjuntamente.’

‘DEFINICION III. La fuerza insita de la materia es una ca-
pacidad de resistir por la que cualquier cuerpo, por cuanto de él
depende, perservera en su estado de reposo o movimiento uni-
forme y rectilineo.’

‘DEFINICION 1IV. La fuerza impresa es la accién ejercida
sobre un cuerpo para cambiar su estado de reposo o movimiento
uniforme y rectilineo.’

La definicion primera (cantidad de materia de un cuerpo) equivale a lo
que conocemos por masa. La tercera caracteriza las denominadas fuerzas de
inercia, mientras que la cuarta se refiere a las fuerzas propiamente dichas.

Realizadas estas definiciones, Newton enuncia sus conocidas tres leyes o
principios fundamentales:

‘LEY PRIMERA. Todo cuerpo persevera en su estado de reposo
o movimiento rectilineo y uniforme a no ser en tanto que sea
obligado por fuerzas impresas a cambiar su estado.’

Esta ley constituye el llamado principio de la inercia. Admitiendo tam-
bién el principio de Galileo, nos permite definir los llamados sistemas iner-
ctales, como aquellos en los que se cumple dicho principio. Las leyes de la
mecénica se formulan en un sistema inercial de referencia. Por el principio
de Galileo, admitiendo que existe al menos un tal sistema inercial, existiran
infinitos sistemas inerciales en los que se cumplen las mismas leyes mecéa-
nicas y en concreto la ley primera de Newton: todos aquellos relacionados
entre si mediante transformaciones de Galileo (1), es decir, que se mueven
con velocidad rectilinea y uniforme respecto al primero.

"Las citas han sido extraidas de Isaac Newton, Principios Matemdticos de la Filosofia
Natural (2 tomos), traduccion espanola de Eloy Rada, Alianza Editorial, 1987.
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Este principio nos permite también definir, como condiciones iniciales del

movimiento, las que caracterizan a un movimiento estacionario o constante:

C e, . def .
la posicion r v la velocidad v = 7.

Conviene observar también que Newton emplea el término «cuerpo»
para referirse en realidad a una particula, o punto material, caracterizada
por la posicién y velocidad de un solo punto®.

‘LEY II. El cambio de movimiento es proporcional a la fuerza
motriz impresa y ocurre segtn la linea recta a lo largo de la cual
aquella fuerza se imprime.’

Esta ley indica claramente una relacion lineal («proporcionaly) entre
fuerzas y variaciones de la cantidad de movimiento, de tipo vectorial («segin
la linea recta»). Se denomina en ocasiones ley fundamental de la dindmica,
permitiendo obtener las ecuaciones bésicas de la misma. Expresada como
ecuaciéon con la notaciéon actual, equivale a:

Amv = FAt, (2)

donde el lado izquierdo representa el incremento de la cantidad de movi-
miento y el derecho la impulsién de la fuerza, supuesta constante durante
el intervalo At.

Pasando al limite, para un incremento infinitesimal de tiempo, obtene-
mos la relacion diferencial siguiente:

d(mv) = Fdt. (3)
O bien, llamando a la cantidad de movimiento p def mu,
p=F. (4)

Admitiremos en principio que la masa de un cuerpo se conserva. Asi pues,
p = m¥ = ma, siendo a la aceleracion’. Se llega a la conocida expresion
que define la ley del movimiento de una particula:

5

Cabe realizar en relacion con esta formula las siguientes

8El tratamiento de los solidos rigidos, asi como el de sistemas generales formados
por varias particulas, requiere de diversos principios y teoremas adicionales que fueron
propuestos por L. Euler. De esto se tratara en los capitulos 1 y 7.

9 Recordamos que la notacién del punto superpuesto significa derivada temporal,
p=dp/dt, a =v =dv/dt
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OBSERVACIONES:

— La aceleracién, derivada segunda del vector posicién, es asimismo un
vector. La ecuacion (5) tiene por tanto caracter vectorial, lo que identi-
fica a las fuerzas como vectores, e implicitamente supone la aditividad
vectorial para las mismas (ley del paralelogramo de fuerzas).

— La expresion (5) da lugar a ecuaciones diferenciales de segundo orden,
ya que intervienen derivadas segundas de la incégnita r respecto al
tiempo.

‘LEY III. Con toda accién ocurre siempre una reacciéon igual y
contraria. O sea, las acciones mutuas de los cuerpos siempre son
iguales y dirigidas en direcciones opuestas.’

Se trata del llamado principio de accién y reaccion. Todas las fuerzas
deben de tener contrapartida, siendo imposible ejercer una fuerza desde el
vacio, sin apoyo. Es siempre necesario apoyarse en algin cuerpo o medio
material que absorba la reacciéon (modificando a su vez el movimiento de
este otro cuerpo, segin la segunda ley).

EJEMPLO 0.1: Fuerza ejercida desde la superficie de la Tierra. Todo cuerpo
cercano a la tierra, tanto en estado de movimiento (caida libre) o en reposo
sobre el suelo, recibe una fuerza (denominada peso) ejercida por la tierra,
que lo mueve en el primer caso o lo mantiene inmévil en el segundo. El
cuerpo a su vez ejerce sobre la tierra una fuerza igual y contraria, aunque
esta ultima, debido a la gran masa de la tierra, produce un efecto muy
pequeno sobre nuestro planeta.

EJEMPLO 0.2: Movimiento de un cohete en el vacio. Una fuerza no se puede
ejercer sobre el vacio, necesitando siempre aplicarse sobre otro cuerpo (que
a su vez producird una reaccion igual sobre el primero). Para moverse —
o méas bien acelerar o frenar, es decir, variar el movimiento— en el vacio,
un cohete o sonda espacial necesita apoyarse sobre algin medio. Esto se
consigue mediante masa expulsada por la tobera, medio en el cual se apoya
el cohete, a través de la expulsion de los gases del combustible quemado,
propulsion ib6nica, plasma, u otros medios.

0.5. Conceptos de masa y fuerza

Las leyes de Newton reposan sobre las definiciones bésicas de masa y
fuerza. Sin embargo, examinando dichas leyes con espiritu critico, es facil
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ver que las definiciones realizadas por Newton de estos conceptos adolecen
de algunas deficiencias.

La definicion de fuerza (definicion IV, pag. 0.9) es claramente circular
con la primera ley. En efecto, se podria entender ésta como una definicién
de fuerza, obviando la definicién anterior dada por Newton. Adn aceptando
esto, tampoco se puede considerar esta ley como una definicién precisa de
fuerza, ya que no proporciona una manera de medir su valor de forma cuan-
titativa. En realidad tan sélo se podria deducir de la primera ley cuando la
fuerza es nula o cuédndo no lo es. La segunda ley sin embargo si se puede
interpretar como una definicién cuantitativa de fuerza, pero ésto la privaria
a su vez de su consideracién como principio.

En cuanto a la definicion de masa (definicion I, pag 0.9), Newton la
refiere a la densidad (p) y volumen (V') que integran un cuerpo (M = pV').
i, Cual serfa entonces la definiciéon de densidad? Es dificil aceptar que la
densidad sea un concepto méas fundamental que el de masa.

Un procedimiento aparentemente mas riguroso para definir la masa es
el debido a E. Mach'’ (1858-1916), que resumimos a continuacion.

Sean dos particulas, a y b, formando un sistema binario aislado. Expre-
sando la segunda ley de Newton para la particula a:

Mg = Fop,
donde F, es la fuerza ejercida sobre a por b. Analogamente para b,
myay = Fpq = —Fgp,
por la 3.2 ley de Newton. Asi,
Ma@q = —MpQp,

y empleando los médulos de las aceleraciones a, y ap,

my Qg

Mg ap

Suponiendo la masa m, como valor de referencia o definicion de uni-
dad de masa, este procedimiento nos permite medir la masa de cualquier
particula b a partir de la medicién de las aceleraciones a; y agq-

Aunque aqui, por clarificar la explicacién, se ha llegado a esta definicion
partiendo de las leyes de Newton, seria posible considerarla como defini-
cion bésica de masa, para comprobar posteriormente que, efectivamente, es
consistente con las leyes de Newton.

0%, Mach, The science of mechanics, traduccion al inglés, Open Court, 1902.
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De esta forma, con el espiritu critico mencionado, cabria considerar las
leyes primera y segunda de Newton como definiciones de fuerza, con lo que
la 1tinica ley que expresa un postulado bésico de la mecanica seria la ley
tercera. Segun Mach por tanto, es la ley tercera de Newton (principio de
accion y reaccion) la que reviste mayor importancia en la axiomatica de la
mecénica clésica.

En relacién con esta ultima ley, puede ser objeto de cierta polémica
la consecuencia implicita de existencia de acciones a distancia, es decir
acciones que se propagan de manera instantéanea (con velocidad infinita). En
efecto, si se suponen dos cuerpos alejados entre si con fuerzas de interacciéon
centrales (dirigidas segin la recta que las une), y uno de ellos sufre un cambio
de posicion, la ley de accién y reacciéon obligaria a que la fuerza de reacciéon
sobre la otra particula modificase su direccién de manera instantanea'’.

En la realidad fisica parece que no existen tales interacciones instanta-
neas; respondiendo a ello la teorfa de la relatividad restringida establece un
limite a la velocidad de propagacion de las interacciones, que es la velocidad
de la luz en el vacio (c). Esto origina una cierta inexactitud de la mecénica
cléasica, error que sin embargo es muy pequeno para las fuerzas gravitatorias
o elasticas en objetos «cotidianos.»

Conviene observar también que de la tercera ley se pueden hacer dos
enunciados. En su forma débil, cinéndose estrictamente al enunciado New-
toniano, establece que las fuerzas son iguales en magnitud y direccién y de
sentido opuesto. Sin embargo, no presupone que tengan la misma direcciéon
que la recta que une a las dos particulas sobre las que acttian. En el caso en
que si se verifique esta tltima hipotesis més restrictiva, se dice que se cum-
ple el principio de accién y reaccion en su forma fuerte, siendo las fuerzas
centrales. En numerosos casos précticos se verifican ambos enunciados del
principio de accién y reaccién, como son las fuerzas gravitatorias, elasticas,
o electrostaticas. Sin embargo, existen fenémenos importantes en los que no
se verifica en ninguna de sus dos formas. Estos casos corresponden a fuerzas
que dependen de la velocidad, ligadas por lo general a campos que se pro-
pagan con velocidad finita, como son las fuerzas electrodindmicas debidas a
cargas en movimiento.

En resumen, podemos clasificar las fuerzas citadas esqueméticamente

11 Histéricamente ha existido siempre, antes y después de Newton, una contestaciéon
a la posibilidad de tales acciones a distancia. Antiguamente se defendia que todo el
espacio estaba lleno de una sustancia invisible, llamada «Eter,» vehiculo transmisor de
las fuerzas. Este concepto sobrevivié a Newton, alcanzando su mayor predicamento dos
siglos después para explicar el campo electromagnético, siendo la Teoria de la Relatividad
la que acabd de desterrarlo.
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a) Fuerzas centrales b) Fuerzas no centrales

Figura 2: Las fuerzas centrales estdn dirigidas segun la recta que une los
cuerpos, mientras que las fuerzas no centrales no wverifican esta hipdtesis,
aun siendo iguales en magnitud y direccion y de sentido opuesto.

como sigue.

= Fuerzas centrales: Estan asociadas a campos que suponen una acciéon
a distancia, propagandose por tanto de manera instantanea. Se trata
de fuerzas dirigidas hacia las particulas que las originan, cumpliendo
la tercera ley de Newton en su forma fuerte. En mecéanica clésica se
admite esta hipétesis como adecuada para algunos de los tipos més
usuales de fuerzas:

e Fuerzas gravitatorias. La hipotesis de fuerza central e instanté-
nea se considera adecuada para las mediciones en escalas usuales.
Sin embargo, para mediciones a escalas astronémicas o cosmolo-
gicas se trata de una hipdtesis cuestionable. Seria mas correcto
interpretarlas mediante ondas de gravedad, que se propagan con
la velocidad de la luz.

o Fuerzas electrostdticas o magnetostdticas, de atracciéon o repul-
sion debidas a cargas eléctricas o magnéticas en reposo. Al igual
que en el caso gravitatorio, de forma rigurosa para escalas astro-
némicas puede ser necesario considerar la transmision de dichas
fuerzas a través de ondas electromagnéticas.

e Fuerzas eldsticas, ejercidas entre las particulas en contacto de un
medio continuo. Por lo general, podria admitirse que son mani-
festaciones macroscopicas de las fuerzas electrostéticas entre las
moléculas.

= Fuerzas no centrales: ocurren, por lo general, cuando las interacciones
dependen de la velocidad, estando asociadas a campos que se pro-
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pagan con velocidad finita. Es el caso, por ejemplo, de las Fuerzas
electromagnéticas, que cuando son debidas a cargas moviles pueden
no cumplir tampoco el principio de accién y reaccién en su forma

débil.

Debe quedar claro que en este curso admitiremos la hipdtesis de fuerzas
centrales, por lo que sera valido el principio de accién y reacciéon en su
forma fuerte.

La definicién de masa segun el procedimiento de Mach arriba descrito
no proporciona sin embargo un método viable para medirla. Serfa practica-
mente imposible aislar completamente un sistema binario y al mismo tiempo
realizar mediciones. Una forma mas practica de medir la masa, aunque de
forma indirecta, es con una balanza de resorte. En ésta lo que se mide di-
rectamente es el peso, o atraccién gravitatoria hacia el centro de la Tierra.
Basta dividir el peso (w) por la aceleracion de la gravedad en la superficie

de la Tierra (g) para obtener la masa'?:

w=mg = m=

g
0.6. La ley de la gravitacion universal

Newton fue el primero en explicar el movimiento, tanto de los cuerpos
celestes —proporcionando la explicaciéon matematica de las leyes observadas
por Kepler para el de los planetas en 6rbitas elipticas—, como de los «te-
rrestres» —la famosa caida de la manzana—, a partir de una tnica ley para
las fuerzas: la ley de la gravitaciéon universal. Anteriormente, los estudios y
teorias de la mecanica habian buscado explicaciones separadas para ambos
fenémenos. Kepler habia deducido del anéalisis minucioso de las observacio-
nes experimentales que los planetas describian elipses con foco en el Sol, asi
como la constancia de la velocidad areolar y el periodo de estos movimientos
orbitales. A su vez, Galileo habia caracterizado el movimiento de caida uni-
formemente acelerado de los graves, por —segin la leyenda— experimentos

12 No debe originar confusién la existencia de dos unidades con el mismo nombre para
caracterizar magnitudes distintas: el kg de masa, y el kg de fuerza o kilopondio (kp),
definido como el peso de 1kg de masa en la superficie de la tierra, considerando un valor
medio constante de la aceleracion de la gravedad (1kg fuerza ~ 9,81 N). Ello permite
hablar —afortunadamente para los tenderos, fruteros, pescaderos y demés gremios poco
interesados en la filosofia de la mecanica durante su quehacer cotidiano— simplemente
de kg, sin necesitar especificar si se trata de masa o de peso, ya que en la superficie
de la tierra ambos son equivalentes, al menos en una primera aproximacién en que g se
suponga constante.
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desde la torre inclinada de Pisa. Todas estas descripciones eran empfiricas,
sin una justificacién basada en modelos matematicos coherentes.

La ley de la gravitacién universal propuesta por Newton establece que
entre dos cuerpos'® cualesquiera se produce una fuerza gravitatoria de atrac-
cion, proporcional al producto de las masas respectivas y al inverso del
cuadrado de la distancia entre los mismos. La expresion de esta fuerza, en
modulo, es

M
F=a—1,
r
y en forma vectorial
Mm
F = —G—T3 T, (6)

donde F representa la fuerza ejercida por la masa M sobre m, y r es el
vector que las une, con origen en M y extremo en m.

En la mecénica clasica, la fuerza gravitatoria es una accién a distancia
que, de manera muy aproximada, podemos suponer se transmite de forma
instantanea, sin necesitar de ningin medio material para ello. Asi, cada ma-
sa M crea un campo de fuerzas gravitatorio, campo vectorial caracterizado
en cada punto por una intensidad :

La fuerza ejercida sobre un cuerpo de masa m sera el producto de ésta por
la intensidad del campo,

F=mi=-G

La teoria de la relatividad general elimina las fuerzas gravitatorias; para
ello, interpreta el efecto de las masas como una modificaciéon a la métrica
espacio-tiempo, que resulta ser Riemanniana en lugar de Fuclidea. Asi, en
esta nueva métrica, las trayectorias de las particulas corresponden a las
geodésicas del espacio-tiempo, que vendrian a ser las ecuaciones horarias
del movimiento'?.

13Debe entenderse «cuerpoy en el sentido de particula, tal y como emplea Newton este
término (pag. 0.10).

14 En la mecanica clasica la trayectoria seguida por una particula sometida a la accién
gravitatoria de otra es una conica. Podriamos plantearnos, en la teoria de la relatividad
general, qué trayectoria seguiria un cuerpo en un universo homogéneo, pero en cualquier
caso no resulta ser una cénica. En un caso sencillo, con una tinica masa aislada, la métrica
de Schwarzschild creada por ésta conduce a 6rbitas que no se cierran, lo que puede explicar
algunos fenémenos bien conocidos como el corrimiento del perihelio de Mercurio.
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Figura 3: Atraccion gravitatoria
entre dos masas M ym, situadas
a distancia r

0.6.1. Masa gravitatoria y masa inerte.

En principio, el concepto de masa que interviene en la ley de la gravi-
taciéon no tendria porqué coincidir con la masa empleada para la ley II de
Newton; en el primer caso sirve para definir la fuerza gravitatoria, mientras
que en el segundo define la fuerza de inercia. Podemos distinguirlas por
tanto denominandolas m, (masa gravitatoria) y m; (masa inerte).

Existe, sin embargo, una observacion experimental: en la superficie de
la tierra todos los cuerpos caen en el vacio hacia el suelo con la misma
aceleracion (g). Sea un cuerpo cualquiera en la superficie de la tierra; su
peso es

donde M, y my son las masas respectivas (gravitatorias) de la Tierra y
del cuerpo, R es el radio de la tierra (suponemos el cuerpo a una altura
h pequena, por lo que R+ h =~ R), y G es la constante de la gravitacion
universal.

Empleando la segunda ley de Newton, se puede relacionar el peso con
la aceleracién que experimenta el cuerpo:

w = m;g,

siendo m; la masa (inercial) del mismo. Igualando ambas expresiones de w
se obtiene:

m; o MgG
mg gR?
——
constante

Asi, el cociente m;/ mg permanece constante. Ya que G es una constante
cuyo valor puede ser cualquiera, es posible elegir el mismo de forma que
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este cociente sea la unidad. De esta forma, ambas masas tendrian siempre
igual valor:
m; = Mmyg.

Para ello, el valor de la constante de la gravitacién universal ha de ser

gR®
G="—.
M
Consideraciones sobre el universo.— Supongamos que el universo

tiene un tamano finito, y que, de forma aproximada, se puede idealizar
como una esfera, con una distribucién de masa de densidad media p. Sea un
cuerpo de masa m, situado a una distancia R del centro de dicha esfera; este
experimentaria una fuerza atractiva hacia el centro del universo de valor:

4 5 \mG 4

masa esfera

Asi, todos los cuerpos del universo experimentaran una aceleraciéon hacia el
centro de aquél de valor creciente proporcionalmente a su distancia R. Si
esto fuese asi, desde un punto distinto del centro del universo se observaria
un movimiento diferente de las estrellas y galaxias segun las distintas direc-
ciones de observacion; en la direccién del radio creciente, la aceleracion seria
mayor, mientras que en la opuesta disminuiria. Sin embargo, esto no parece
concordar con las observaciones experimentales medidas desde la Tierra.

., Como se puede explicar esto, admitiendo que el universo es finito?
Una posible explicacién seria una teoria «antropocéntrica», segin la que
el planeta Tierra tendria el inmenso privilegio de estar situado justo en
el centro del universo. De esta forma, nuestras observaciones deberian ser
iguales en cualquier direccién, ya que todas serfan radiales. Sin embargo,
fuera de creencias pseudo-religiosas, la teoria antropocéntrica parece poco
probable. Més bien, la observacién anterior podria explicarse por una de las
siguientes dos hipoétesis:

1. El universo es homogéneo, isétropo e infinito. Sin embargo, esta su-
posicién es incompatible con la teoria, generalmente aceptada en la
actualidad, del «Big-Bang» como origen del universo. Esta primera
explosién primigenia ocurrié al parecer hace unos diez mil millones de
anos, lo que establece un limite para el tamano del universo.

2. El universo es finito, pero con una métrica no euclidea, en la que
todos los puntos pueden considerarse el centro de los demés. Esta
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altima hipotesis es la que parece mas plausible, quedando por discutir
el tipo de métrica, para lo cual existen a su vez distintas teorias.

E. Mach interpreté la accién gravitatoria del resto del universo como
responsable de la inercia de los cuerpos. Asi, seria la masa del universo lejano
la encargada de mantener un cuerpo con velocidad uniforme y rectilinea o
en reposo ante la ausencia de otras fuerzas cercanas. Esto podria ser una
bonita teoria, pero Mach lo dej6 planteado tan sélo como una especulacion,
que carece de una justificacion rigurosa.

Tipos de fuerzas en el universo.— Las fuerzas gravitatorias no son
las tinicas que existen en el universo fisico. De forma esquematica se pueden
distinguir cuatro tipos fundamentales de fuerzas, siendo las demés manifes-
taciones macroscopicas de éstas.

1. Fuerzas gravitatorias. Aunque en la mecanica cléasica se consideran co-
mo acciones a distancia, de propagacion instantanea, en la realidad pa-
rece que se propagan con velocidad finita. Esta propagacion se realiza
mediante las llamadas ondas gravitatorias. En la interpretacién dual
onda/corptisculo equivalen a las particulas llamadas Gravitones'”.

2. Fuerzas electromagnéticas. Estan gobernadas por las ecuaciones de
Maxwell del campo electromagnético. Se propagan mediante las On-
das electromagnéticas, que incluyen la luz, ondas de radio, etc. Las
particulas equivalentes son los Fotones.

3. Fuerzas nucleares fuertes. Son las fuerzas que unen a las particulas en
el nicleo atémico. Intervienen tnicamente en la mecanica cuéntica.
Estan asociadas a las particulas denominadas Gluones.

4. Fuerzas nucleares débiles. Son las fuerzas que intervienen en la desin-
tegracion nuclear. Asimismo intervienen en la mecéanica cuéntica, y
las particulas asociadas son los Bosones.

La publicacién por Newton de los «Principia» con la teoria de la gravita-
cién universal supuso en su tiempo un avance importante para la mecanica
y para las matematicas, al interpretar de forma coherente y unificada dos
tipos de fenébmenos que antes se consideraban obedecientes a leyes distin-
tas: el movimiento de los objetos terrestres y el de los objetos celestes. De

15 Aunque se han establecido diversos experimentos para detectar las ondas gravitato-
rias, atn no se han llegado a medir de forma fehaciente, debido a su intensidad extrema-
damente baja.
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manera similar, se busca hoy en dia, por parte de los fisicos tedricos y ma-
tematicos, una teoria unificada que permita explicar, a partir de una causa
comun, los cuatro tipos de fuerzas que se observan en el universo. Sin em-
bargo, es de prever que esta teorfa, atin en el improbable caso de poderse
obtener, seria mucho més compleja y engorrosa de utilizar que la mecénica
clasica o los métodos newtonianos. Por ello, atin en la hipotesis de que se
logre algiin avance importante en esta linea, es improbable que tenga reper-
cusiones précticas en la mecanica aplicada a la ingenieria, campo que nos
ocupa y en el cual la mecénica clésica seguira teniendo plena vigencia.
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Comenzaremos este capitulo incluyendo una recapitulacion de los teo-
remas y resultados basicos para la dinamica de la particula. Este modelo
mecénico es valido para los cuerpos que no tienen rotaciéon, o bien si esta
no influye en la dindmica.

Al estudiar los sistemas con varias particulas surgen varios conceptos
bésicos adicionales, como son los enlaces o ligaduras entre puntos, tanto
internos al sistema como externos, y las fuerzas interiores. Uno de los casos
més representativos es el de los sistemas rigidos, con enlaces de distancia
constante entre particulas.

En principio, la aplicaciéon de las leyes de Newton se hara realizando la
suma para todas las particulas, obteniendo asi leyes globales en funcién de
las magnitudes cinéticas resultantes o suma para todo el sistema. A la hora
de obtener estas resultantes convendra tener en cuenta las interacciones
entre particulas del sistema.

Un caso especial es el principio del momento cinético, que de manera es-
tricta no se deduce de las leyes de Newton, sino que son necesarias hipotesis
adicionales. Este principio es debido a Euler.

Adicionalmente, introduciremos los métodos de trabajos virtuales, de
gran potencia para plantear las ecuaciones de la estatica o de la dindmica
directamente para el conjunto del sistema.

1.1. Dinamica de la particula

1.1.1. Cantidad de movimiento

Se llama cantidad de movimiento' de una particula a

def
p = mo.

El principio de la cantidad de movimiento se deduce como consecuencia
directa de la segunda ley de Newton (aptdo. 0.4):

F = %(mv) = p. (1.1)

!También denominado «momento linealy, del Inglés «linear momentum» o simple-
mente ¢momentumy.




Aptdo. 1.1. Dinamica de la particula 1.3

En el caso usual de que la masa de la particula no varie’, se obtiene la

expresion clasica de la ley fundamental de la dinamica (5), Fuerza = masax
aceleracion:

| F = ma = mi".| (1.2)

Conviene recordar que, en esta expresion, F' representa la resultante de
todas las fuerzas aplicadas sobre la particula. Se deben incluir, mediante
suma vectorial, tanto las fuerzas activas como las reacciones de apoyo o
reacciones del medio.

Cuando la fuerza total se anula, se obtiene el correspondiente teorema
de conservacion:

si F =0, p=cte. (1.3)

Por lo tanto, el movimiento de una particula aislada es tal que se conserva
su cantidad de movimiento; es decir, su velocidad se mantiene constante,
describiendo un movimiento rectilineo uniforme.

1.1.2. Momento cinético

Sea una particula m, dotada de una velocidad v y situada en un punto
P. El momento cinético® respecto a un punto fijo O, Ho*, se define como
el momento de la cantidad de movimiento respecto a dicho punto. Tomando
O como origen del sistema de referencia (inercial) Ozyz,

def
Hp é7’/\m'u;

derivando respecto del tiempo:

dH o . .
=rAmv+rAmv
dt
=0+rAF
M,

siendo M o 4f 1 A F ¢l momento de la fuerza F respecto a O. Resulta por
tanto la ecuacion:

dHo
My = . 1.4
0= (14)

2Estrictamente hablando, la masa de una particula es siempre invariable; al hablar de
casos en los que m sea variable, nos referimos a cuerpos que pierdan o ganen particulas
de masa.

3También denominado «momento angulary, del inglés «angular momentumsy.

10tros autores emplean notaciones distintas para referirse al momento cinético: O K
(M. Roy, Fernandez Palacios), Lo (Marion, Goldstein, Griffiths)
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r=0P Figura 1.1: Momento cinético de

una particula respecto al punto

0.

El correspondiente teorema de conservacion que se deduce de (1.4) es:

si Mp=0, Hgp=cte. (1.5)

Esta conservacion se verificaré en el caso de la particula aislada, y también
en el caso de fuerzas centrales que se describe més abajo.

Momento axico.—

Figura 1.2: Momento dxico respec-
to a un eje (O, e)

Sea un eje de direccién fija e, pasando por el punto O. Se define co-
mo momento axico respecto de este eje la proyecciéon del momento cinético
respecto de un punto cualquiera del eje sobre la direcciéon del mismo. Em-
pleando la notacion

def def
M. = Mop-e, H.= Hp e,

multiplicando escalarmente ambos miembros de (1.4) por e se deduce di-

rectamente la igualdad:

dH,
M, = =€
dt
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Esta féormula se puede aplicar entre otros casos al movimiento plano de
rotaciéon alrededor de un eje fijo.

Fuerzas centrales.—

Se denominan centrales a las fuerzas que pasan constantemente por un
punto dado, «centro» de las fuerzas. Es evidente que respecto de este punto
el momento de las fuerzas es nulo, por lo que aplicando (1.5) se deduce que
el momento cinético se conserva:

H, = cte.
Se obtienen inmediatamente 2 caracteristicas importantes del movimiento:

1. La trayectoria es plana;
ya que al ser Hp = r Amw, r es constantemente perpendicular a una
direccién H o fija, definiendo por tanto un plano.

2. La velocidad areolar es constante;
puesto que el area barrida por unidad de tiempo (figura 1.3) es:

ds  iradrel 1 1
= M =—|rAv|=—|Hp| cte
2 2m

dt dt

p’  Figura 1.3: Fuerzas centrales, di-
rigidas hacia un centro de fuerzas
O. FEl drea barrida en el intervalo
infinitesimal dt es dS = OPP' =
e Adrl.

1.1.3. Energia cinética

Sea una particula de masa m, que se mueve segin una trayectoria I', bajo
la accion de fuerzas con resultante F' (recordemos que ésta incluye todas
las fuerzas, activas y pasivas). El trabajo elemental realizado por F' en un
desplazamiento infinitesimal dr se define por el producto escalar siguiente’

aw ¥ g dr,

5La notaciéon empleada, «dW», no indica aqui una diferencial exacta de una determi-
nada funcién W, sino tnicamente un incremento infinitesimal de trabajo producido por
F a lo largo de dr. Tan so6lo resulta ser una diferencial exacta cuando las fuerzas son
conservativas.
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dr Figura 1.4: Trabajo realizado por F' al recorrer la
curva I' entre 1 y 2.

considerando que F' = mdv/dt y dr = vdt,
Ly
dW =mv-dv =d 5 (1.6)

El trabajo realizado al recorrer I' entre los dos puntos extremos 1 y 2 resulta
de la integral curvilinea:

1 2
ngz/F-dr: ~muv?
r 2

1

Se define como energia cinética T' de la particula:
1
T —mu?;
2

asi, la expresién anterior equivale a

Wi =Ty — T (1.7)

Podemos enunciar entonces:

‘El trabajo realizado por la resultante de las fuerzas sobre una
particula es igual al incremento de su energia cinética.’

Este resultado se suele llamar también el teorema de las fuerzas vivas.

Caso de fuerzas conservativas.—

Se denomina campo de fuerzas conservativas aquél en el que el trabajo
realizado por la fuerza, para recorrer el camino entre dos puntos dados, es
independiente de la trayectoria seguida I' para ir de uno al otro. Asi para
distintos caminos I'y, I'y, T's que tengan en comun el origen (1) y el final

(2),
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Figura 1.5: Trayectorias distintas en un cam-
po conservativo para ir de 1 a 2.

F.-dr = F.dr = F -dr.
I Ts I's

Es facil ver que esta condicion es equivalente a que el trabajo realizado para
recorrer cualquier trayectoria cerrada sea nulo. En efecto, sea una curva
cerrada cualquiera I', a la que pertenecen los puntos 1 y 2. Esta puede
descomponerse en dos curvas abiertas con extremos en 1y 2: T' =T UTy,
teniendo Ff el sentidode 1 a2y I'; el sentido de 2 a 1. La integral curvilinea
sobre I' es pues

}I{F-dr: F-dr+ | F-dr= | F-dr— | F-dr=0. (1.8)
r rf Iy

+ +
1—‘1 FQ

como querfamos demostrar.

No son conservativas las fuerzas debidas a resistencias pasivas, como el
rozamiento o las fuerzas de tipo viscoso. En éstas el integrando (F' - dr)
es siempre negativo, puesto que la fuerza de resistencia (F') se opone al
movimiento (dr), por lo que la integral (1.8) no se puede anular nunca. Se
produce necesariamente una disipacién de energia, no pudiendo recobrarse
el nivel energético inicial después de un trayecto cerrado.

Un teorema bésico del cdlculo vectorial establece que la condicién nece-
saria y suficiente para que un campo vectorial F' tenga circulacion nula para
cualquier curva cerrada es que sea un campo de gradientes. Recordemos en
primer lugar la definiciéon de gradiente de un campo escalar; en un siste-
ma de coordenadas cartesianas ortonormal con versores {e;} = {1, j, k} la
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expresion es®

3
def ov.. oV, ovV. oV
gradV = 2 a—xiez— 8xl+ ay]—i— azk

La afirmacion anterior quiere decir que existird un campo escalar V(r),
funcién de la posicién, tal que:

F = —gradV.

Al campo escalar V se le denomina potencial de las fuerzas, energia poten-
cial, o simplemente potencial.

Una tercera forma de caracterizar un campo F' como conservativo, ad-
mitiendo las exigencias adicionales de que F' tenga derivada continua y que
el dominio sea simplemente conexo, es que sea irrotacional. Esta condicién
es equivalente a su vez a las dos anteriores. Recordemos la definicién de
rotacional de un campo vectorial”:

3
def oF;
rot F = E €ijk87;€k
ij,k=1 !

_ aFZ_% it 8Fx_8FZ it %_8}7}6 k
oy 0z 0z Ox ox Jy
Por lo que la condicién para que el campo F' sea conservativo es

rot FF = 0. (1.9)

En este caso, la funcion potencial V(r) de la que proviene F' debe ser al
menos C?.

Al expresarse F' como un gradiente, el trabajo elemental resulta ser una
diferencial exacta:

F.dr=—gradV -dr = —dV

SEn cuanto a notacién, emplearemos indistintamente los indices o los «nombres pro-
pios» de vectores (i = e1, j = e2, k = e3) y coordenadas (x = x1, y = x2, 2 = 3). Asi-
mismo, a veces emplearemos también notaciones alternativas para el gradiente, grad V =
dV/dr = VV, empleando el operador V = 32°_ 9/0z; e; = 9/dxi+0/dyj + /9= k.

"Empleando el operador V, el rotacional se puede expresar también mediante la no-
tacion rot ' =V A F.
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Si integramos para obtener el trabajo realizado entre dos puntos 1y 2, y
empleando el principio de la energia cinética (1.7):

2
W12=/ F.dr=V-V
1
= T2 - Tlv
es decir, se conserva la suma de la energia cinética més la potencial:
T+ Vi=Ty+ V.

o bien, definiendo como energia total®a la suma de energia cinética y po-

tencial,

EY¥r vy

se obtiene la siguiente expresiéon para el teorema de conservacion de la ener-
gla:

si F=—gradV (conservativa), E =T +V = cte. ‘ (1.10)

En lo anterior se ha supuesto que el potencial V' (7) es constante. Pudiera
darse el caso de que F provenga de una funcién potencial no constante, es
decir que dependa explicitamente del tiempo, V(r,t):

oV

F=— con — #0.
or ot 7

En este caso, no se conservaria la energia total E, puesto que el trabajo

elemental ya no seria una diferencial exacta del potencial:

oV ov
F-dr:—a—v‘dr;ﬁ—dv.
or

{ z vativ
Estariamos, pues, ante un campo de fuerzas no conservativas a pesar de que
provengan de un potencial.

Integracion de la ecuacion fundamental de la dinamica.— Parte
de lo expuesto arriba se puede interpretar como distintos procedimientos
de integracion de la ecuacion fundamental de la dindmica (1.2). Senalemos
tres procedimientos generales para ello, que permiten obtener los teoremas
de conservacion (1.3), (1.5) y (1.10) como casos particulares.

8Se sobreentiende que ésta es tnicamente la energia mecanica , excluyendo a otros
tipos de energia como la calorifica, quimica, ...
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a) Integracion directa en el tiempo.— Integrando entre dos ins-
tantes t1 y o,

to to to 2
Fdt = m%dt:/ dp = p|;
t

t1 t1 1

se obtiene la ecuacién del balance de la cantidad de movimiento,

to
Fdt=pl|}.
t1

Como caso particular de esta ecuacion de balance se desprende el teorema
de conservacion de la cantidad de movimiento (1.3)

b) Integracion directa segun la trayectoria.— Realizando ahora
la integral curvilinea entre dos puntos de la trayectoria r1 y ro,

2 2 2 1 1 2
/ F-dr:/ mi’-dr:/ d(mv2> = —mv?
1 1 1 2 2 1
de donde se obtiene la ecuacion del balance de la energia,
2 1 2
/ F.dr = —mv?
1 2 1
Analogamente, para el caso de fuerzas conservativas (F = —gradV), se
desprende el teorema de conservacion (1.10).
c) Integracion del momento en el tiempo.— Integrando el mo-

mento de F' entre dos instantes t1 y ta,

to to to d 9
/ r/\th:/ r/\m"f'dt:/ — (r Ams) dt = Holj
t1 t1 t dt\—v—/
H,

1

se obtiene la ecuacién del balance del momento cinético,

to
/ rAFdt= Hol}.
t

1

Si las fuerzas son centrales o se trata de una particula aislada, anadlogamente
a los dos casos anteriores se desprende el teorema de conservacion (1.5).
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Figura 1.6: Ejemplo 1.1 - particu-
la que se mueve sobre una circunfe-
rencia lisa, con un punto (O) fijo de
su perimetro y velocidad de rotacion
immpuesta w.

EJEMPLO 1.1: Una particula de masa m esta ligada a una circunferencia lisa
de radio R sobre la que puede deslizar libremente. A su vez la circunferencia
se mueve en un plano horizontal, girando con velocidad de rotacién uniforme
(impuesta) w, alrededor de un punto O de su perimetro. Se pide:
a. Empleando como parametro el angulo ¢ (figura 1.1), determinar la
aceleracion (absoluta) de la particula en un instante genérico.

b. Obtener la ecuaciéon diferencial del movimiento.

c. Obtener la expresion de la reacciéon de la circunferencia sobre la par-
ticula.

d. ;Se conserva la energia total (7T'+ V)7 (responder razonadamente).

e. Obtener una integral primera del sistema (constante del movimiento,
igual a una expresion funcién de las derivadas primeras, en este caso
¢). Tomar como condiciones iniciales ¢y = 0, Y9 = w.

Solucion.

a.— El procedimiento mas directo es emplear coordenadas cartesianas
para la posicion de la particula (figura 1.7):

x = Rcos(wt) + Rcos(p + wt);

1.11
y = Rsen(wt) + Rsen(p + wt). (1.11)
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Figura 1.7: Coordenadas
y wvectores bdsicos para el
ejemplo 1.1; (7, v) son
los wversores tangente vy
normal respectivamente a
la  circunferencia mdovil,
mientras que (uy, ug) son
los versores de las coorde-
nadas polares. La wveloci-
dad de la particula se pue-
de interpretar como su-
ma de una componente de
arrastre pw debida al mo-
vimiento del aro, segun
ug, y otra componente Rp
relativa al aro, segun T.

A partir de aqui, derivando:

& = —Rwsen(wt) — R(p + w) sen(wt + ¢);

1.12
y = Rw cos(wt) + R(p + w) cos(wt + ¢); (1.12)

i = —Rw? cos(wt) — R@sen(wt + ) — R(p + w)? cos(wt + ¢);

) 2 ; L (1.13)
§j = —Rw* sen(wt) + R cos(wt + ¢) — R(¢ + w)* sen(wt + ¢).

Las direcciones en que interesa proyectar la aceleracion son (lo6gicamen-
te) la tangente y la normal a la circunferencia. Estas resultan:

ar = —Fsen(y + wt) + jcos(p + wt) = Ruw? sen ¢ + Rp; (1.14)

a, = i cos(p + wt) + fisen(p + wt) = —Rw? cos p — R(p + w)?.
Otra manera de calcular seria utilizando las coordenadas polares (p, 6)
(figura 1.7):
- ©. _ ¥,
Q—wt+§, p—2Rcos§, (1.15)
Las componentes de la aceleracion a = (a,, ag) son, empleando las expre-
siones en coordenadas polares definidas en (B.3) :

a,=p—pb%  ag=2p0+pf,
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con lo que:
.2 .
a, = —R@seng —R% cos%—QRcosg(uH-g)Q, (116)
ag = —2R¢sen§(w + §> + R cos gcp

Finalmente, proyectando sobre tangente y normal al aro:

ar = —apsenf—i—agcosf = Rw?seny + Rp;

o2 o2 (1.17)
ay = Gp COS +ag sen o = —Ruw?cosp — R(¢p +w)?.
9

Se obtienen los mismos valores que antes (1.14), como era de esperar”.

b.— La tnica fuerza sobre la particula es la reaccion de la circunferen-
cia, que lleva la direccién de v. La componente de la aceleraciéon segin 7
serad por tanto nula, lo que proporciona la ecuacién del movimiento buscada.
A partir de (1.14);:

¢+ wsenp =0 (1.18)
Por similitud con la ecuacion del péndulo simple (I¢ + gsenp = 0), esta
ecuacion indica que se produce un movimiento pendular alrededor del punto
diametralmente opuesto al punto O, con longitud de péndulo equivalente

lequiv = Q/WZ-

c.— Sea la reaccion N = Nwv. Obtenemos el valor de N mediante
la aceleracion a,, ecuacion (1.14)q, expresando la ecuacion dinamica segin
esta direccidén:

N =ma, = —mR [(w+ ¢)* + w?cos )] . (1.19)

d.— No se conserva la energia, ya que se trata de una curva mévil, en
la que la fuerza de reacciéon desarrolla un trabajo. Es necesario aplicar un
momento al sistema para conseguir la rotacién uniforme w, momento que
no es una fuerza conservativa.

Aunque a primera vista pudiera parecer que la reaccion de la circunfe-
rencia, al ser lisa la ligadura, no desarrolla trabajo alguno, ésto no es asi,
ya que la reacciéon es normal a la circunferencia pero no a la trayectoria
(absoluta) de la particula.

9Un tercer procedimiento recomendable para este caso seria la descomposiciéon del
movimiento en el arrastre del aro y el de la particula relativo al aro, originando la des-
composicion del campo de aceleraciones @ = @arr + Qcor +arel, cOMo se veré en el apartado
1.1.4, ecuacion (1.29).
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e.— Ya que no resulta posible aplicar directamente un teorema de
conservacion, integraremos directamente la ecuacion de la dindmica (1.18).
Para ello, multiplicamos primero por ¢:

G+ wipsen p = 0; (1.20)

esta ecuacién tiene integral inmediata:

1
5(;'72 —w?cosp=C (1.21)
Aplicando las condiciones iniciales, resulta C = —w?/2. La integral primera
es por tanto:
¢* 4+ w?(1 —2cosp) =0 (1.22)

Puede comprobarse que la expresion de la energia total del sistema es:
1 2.2 2 .
T+V = imR [©% + 2(1 + cos ) (w* + we)] (1.23)

por lo que, comparandola con (1.22), se deduce que la energia total no puede
ser constante, ya que ambas expresiones no coinciden. ]

1.1.4. Velocidad y aceleraciéon en sistemas méviles

En numerosas ocasiones la descripcién del movimiento se hace de manera
relativa a un sistema movil, que a su vez tiene un determinado movimiento
respecto al sistema que pudiéramos considerar fijo o inercial. Es conveniente
establecer las expresiones generales que permiten obtener para la velocidad
y aceleracion inerciales, que seran las que deban emplearse en las leyes de
la dindmica.

Supongamos un sistema de referencia fijo S, y otro mévil respecto de él
S’. El vector posicién de un punto cualquiera respecto de S es r, y respecto
de 5" lo denominamos p. La relacion entre los vectores posicion (figura 1.8)
es

r=ro+p, (1.24)

donde 7o define la posicion del origen O de S’. Derivando esta igualdad, y
teniendo en cuenta la regla de derivacién en sistemas moviles'’:
dp

7%:7‘«0+(dt> +QAp, (1.25)
rel

10 Véase Curso de Mecdnica, J.M. Goicolea (2010), capitulo 4. En este curso breve
esta regla seré estudiada més adelante con la cinemética de los sistemas rigidos, ecuacion
(6.17)
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E,
€3 e
p ? g Figura 1.8: Vectores posicion (r, p)
r e en las referencias fija S = {Oq, E;}
(@) ! y movil 8" = {0, e;} respectivamen-
ro E, te.
Oy S

Ej

donde el primer término (7o) es la derivada (absoluta) del vector posicion
de O, y corresponde a una velocidad de traslacién; el segundo es la derivada
relativa de p, que denominaremos velocidad relativa, v, def (dp/dt)yer; y el
tercero es el término complementario de derivaciéon de p debido a la rotacion
de S’. Asi, la expresion general de la velocidad es:

V=v0+ QAP+ V. (1.26)

Se llama velocidad de arrastre a la suma de los dos primeros términos,

Varr def vo+QAp, (1.27)

correspondiente a la velocidad que tendria un punto si estuviera fijo respecto
al sistema movil. Es decir, se trata de la velocidad con la que se ve «arras-
trado» un punto, si estuviera rigidamente unido al sistema mévil. De esta
manera podemos expresar de forma resumida la velocidad como suma de la
velocidad de arrastre (debida al movimiento de S’) y la velocidad relativa
a S

"v = Varr + Vrel - ‘ (1.28)

Derivando de nuevo la expresion (1.26) conforme a la misma regla de deri-
vacion en sistemas moviles, se obtiene la expresion de la aceleracion:

a:ao—|—Q/\p+ﬂ/\vrel+ﬂ/\(ﬂ/\p)—i—arel—l—ﬂ/\vrel;

y agrupando términos,

a=ao0+QAp+QA(QAP)+2Q A Ve +are - (1.29)
—_———
Ay Qcor

En esta expresion distinguimos las siguientes componentes de la aceleracion:
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» Aceleracion de arrastre,

Gorr L ao + QAP+ QA (A p),

es la aceleracion que tendria un punto fijo al sistema movil (S’), es
decir «arrastrado» por el movimiento de (S’);

» Aceleracion de Coriolis o complementaria,

def
Aeor = 282 N\ Vel

s Aceleracion relativa, apel.

Asi, podemos expresar (1.29) en forma resumida:

’a, = Qarr + Qcor + Arel- (1.30)

Como se ve, en la expresion de la aceleracion aparece un término adi-
cional a los de arrastre y relativo, que depende de la velocidad relativa, al
contrario de lo que sucedia en el campo de velocidades. Esto complica el
analisis de aceleraciones respecto del de velocidades.

EJEMPLO 1.2: Desarrollar la velocidad y aceleracién de la particula del
ejemplo 1.1 (pag 1.11) a través del movimiento de arrastre del aro y del
movimiento de la particula relativo al aro.

Solucion. El movimiento se compone de un arrastre del aro, con velocidad
de rotacion (constante) w, y de un movimiento de la particula relativo al
aro que es una rotaciéon alrededor de su centro con angulo . Haciendo
referencia a los vectores basicos definidos en la figura 1.7, las componentes
de la velocidad son:
_ _ LA
Varr = pwW Ug = 2Rw cos 9 Ug;
Urel = RO T.

La aceleracién se descompone como a = @urr + Grel + Qcor, siendo las com-
ponentes:

2
Aoy = —pw2 u, = —2Rw? cos 3 Up;

Qo] = —Rng v+ RpT;
Acor =20k AN RpT = —2Rwp .
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Proyectando esta aceleraciéon sobre las direcciones tangencial y normal al
aro (T,v) resulta:

ar =a- 1 = R$+ Rw’sen p;
ay=a-v=—Rw+¢)* — Rw’cos p.

Este resultado es idéntico al obtenido por otros métodos en el ejemplo 1.1.
O

1.2. Descripcion de los sistemas mecéanicos

Antes de desarrollar los principios y teoremas fundamentales, es conve-
niente definir primero algunos conceptos y elementos basicos que se emplea-
ran en el estudio de los sistemas de varias particulas.

1.2.1. Sistema mecanico

Se llama asf a un conjunto de varias particulas, de ntimero finito o in-
finito, de las cuales queremos estudiar su movimiento. En el estudio de un
sistema mecénico se prescinde pues de otras caracteristicas fisicas como la
carga eléctrica, color, temperatura, ...

Los cuerpos que observamos a simple vista estdn formados por un gran
nimero de particulas, macroscopicas, atémicas o subatéomicas. S6lo en cier-
tos casos es valida la simplificaciéon que supone el modelo de la masa puntual.
En otros casos, por el contrario, serd necesario considerar el sistema como
formado por varias particulas.

Se llama configuracion de un sistema a la posicién de cada una de sus
particulas en un instante dado. Para definir la configuracién se necesita un
determinado ntimero de parametros, segin el sistema de que se trate. Por
ejemplo, una particula libre precisa tres parametros: las coordenadas car-
tesianas, (x,y, z). Un sistema de n particulas libres queda definido por 3n
parametros. Sin embargo, si existen ligaduras que restrinjan el movimiento,
el nimero de parametros preciso para definir la configuracién seréd menor.
Se denominan grados de libertad de un sistema al conjunto minimo de pa-
rametros necesario para definir univocamente la configuracién del mismo, y
que puedan variarse de manera independiente (es decir, sin ecuaciones de
ligadura).
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1.2.2. Fuerzas

Las fuerzas ejercidas sobre las particulas de un sistema son las causantes
de la variacidén del movimiento de las mismas. Podemos clasificarlas aten-
diendo a varios criterios:

= Fzteriores, sison ejercidas por agentes externos al sistema, o interiores
en caso contrario. En este ultimo caso, tanto la accién como la reaccién
se producen sobre particulas del propio sistema.

= Activas o Reactivas, segin que actien «motu proprio», o bien como
respuesta a un movimiento determinado que intentan impedir, en cuyo
caso s6lo se dan cuando existe la tendencia a este movimiento. Estas
dltimas se llaman también fuerzas de enlace.

F. ext

Figura 1.9: Tipos de
fuerzas en un sistema

t
/\ Peso (eixt) é

reaccion (ext) reaccion (ext)

1.2.3. Enlaces

La existencia de enlaces o ligaduras impone restricciones al movimiento
de las particulas, reduciendo el nimero de grados de libertad con respecto
al caso en que todas las particulas fuesen libres. El nimero de grados de
libertad se veréa reducido, respecto del caso sin ligaduras, por el nimero de
ecuaciones de enlace independientes.

Los enlaces se pueden clasificar, segtin diversos criterios, en:

= FEzxteriores, para las ligaduras con puntos externos, e interiores, para
las ligaduras entre puntos del mismo sistema.

» Lisos (no disipativos) y rugosos (disipativos), atendiendo a que las
fuerzas de enlace disipen o no energia para los movimientos permitidos
por los mismos (figura 1.10). Se entiende que para que tenga sentido
hablar de enlace liso o rugoso, éste debe permitir algtin movimiento,
pues en caso de restricciéon total no cabe esta clasificacion.
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= Holdnomosy Anholénomos. Se consideran holénomos cuando es posi-
ble expresar la condicién de ligadura mediante una relacién entre las
posiciones de las particulas y el tiempo exclusivamente:

O(ry,r9,...,7n,t) =0. (1.31)

A su vez, los enlaces holénomos se denominan esclerénomos si no
dependen del tiempo, y rednomos en caso contario (figura 1.11).

Los enlaces anholénomos son en general todos aquellos que no son ho-
lénomos, no pudiendo expresarse mediante ecuaciones del tipo (1.31).
El caso mas usual de enlace anholénomo es aquél que depende también
de la velocidad, mediante relaciones del tipo:

®(ry, 7i,t) = 0,. (1.32)

El caso mas sencillo es el de expresiones lineales en 7;, del tipo:

N
= a;-ti+b=0
=1

pudiendo ser a; y b funciones de la posicion (a; = a;(r;), b = b(r;))

= Unilaterales y bilaterales. Los unilaterales se definen mediante de-
sigualdades, por ejemplo (figura 1.12):

z>0,

implicando restriccién en un sentido tan sélo. Por el contrario, los
bilaterales implican restricciéon en ambos sentidos.

EJEMPLO 1.3: Establecer los enlaces internos de un sélido rigido (conside-
rado como un medio continuo), obteniendo el ntimero de grados de libertad
del mismo.

Solucion. La hipotesis de medio continuo implica que es infinitamente sub-
divisible, constando de un conjunto infinito de particulas. En principio, esto
conllevaria asimismo infinitos grados de libertad. Sin embargo, las ligaduras
internas del sélido obligan a que se mantenga constante la distancia entre
dos particulas cualesquiera; a su vez, esto da lugar a infinitas coacciones.
El ntimero de grados de libertad no se puede obtener pues directamente, ya
que resultaria indeterminado (0o — 00).

Para determinar el nimero de grados de libertad del sélido podemos
basarnos en la descripciéon que sigue de su movimiento.
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o—r
@] @] ) )
T Figura 1.10: Enlaces liso y rugoso; para el mo-
R vimiento permitido por el enlace (deslizamiento
horizontal) la reaccion lisa no realiza trabajo,
mientras que en el caso rugoso si.
o

Yy
(an yA) = (O[, B)
O
Il A NG Figura 1.11: Enlaces ho-
LSS S lonomos; a) esclerénomo
x (no depende del tiempo), b)
N reonomo (dependiente del
Yy tiempo o enlace mdvil).
(z4,y4) = (a+vt, B)
G
A v
@) @]
x
| |
| |
| [‘@ | Figura 1.12: Enlace unilateral, que permite el
| I mouvimiento vertical en un solo sentido.

[T
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» Elegimos una particula A cualquiera (figura 1.13); su posicion es-
tard definida por tres parametros: sus tres coordenadas cartesianas,
(an Ya, zA)'

= Una segunda particula B, al estar obligada a mantener la distancia
AB, vendra definida por dos pardmetros adicionales (por ejemplo dos
angulos en esféricas respecto de A: ¢p, Ap).

= Definida la posicién de las dos particulas A y B, una tercera particula
C precisa de un tnico pardmetro més para definir su posicién, por
ejemplo, el angulo de giro alrededor del eje AB, 0¢.

Cualquier otra particula del sélido tiene ya definida su posicién al estar
definidas A, B y C'. Por tanto no aportan grados de libertad adicionales.

C (+1 g.d.l)
Figura 1.13: Grados de libertad del
solido rigido. Su movimiento que-
da determinado por el del tridngu-
lo rigido ABC, con3+4+2+1=6
g.d.l.
A (3 gdl) B (42 g.d.l)

Asi, el namero de grados de libertad de un sélido rigido es 3+2+1 = 6.
Existen miltiples maneras de elegir estos 6 g.d.l., aunque la descomposicion
usual es tomar las tres coordenadas de su centro de masas, y tres angulos o
pardmetros que definan la orientacién del s6lido, como los dngulos de Euler
(se veran en el capitulo 7). Es posible también escoger otros conjuntos de
pardmetros, segiin convenga en cada caso. ]

EJEMPLO 1.4: Expresar los enlaces de un disco vertical de radio a que rueda
sin deslizar sobre un plano horizontal, de forma que el disco se mantiene
vertical en todo instante, aunque este plano vertical no es fijo y puede rotar
libremente (pivotamiento).

Solucion. Sea el plano horizontal Ozy (figura 1.14). Denominamos (z,y, 2)
a las coordenadas del centro del disco, ¥ al angulo que forma el eje del disco
(perpendicular al mismo por su centro) con la horizontal, 6 al angulo que
forma este mismo eje con la direcciéon Oz del plano horizontal, y ¢ al 4ngulo
girado por el disco alrededor de su propio eje.
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Figura 1.14: Movimiento de un disco vertical rodando sin deslizar sobre
un plano. La velocidad del centro del disco vertical tiene las componentes
(—pasend, pacosl) sobre las direcciones horizontales x e y.

Los enlaces son cuatro: dos holénomos,

z=a (altura constante del centro del disco),
1 =0 (disco vertical),

y dos no holénomos,

= — pasenf

Uy = pacos..

En un caso general en que 6(t) no sea constante, éstas ultimas relacio-
nes no se pueden integrar, siendo por tanto enlaces anholénomos. El sistema
queda definido por cuatro parametros (z, y, 0, ¢) y dos ecuaciones de liga-
dura independientes, es decir, tiene 6 — 4 = 2 grados de libertad.

En el caso particular en que fuese 6 = cte., el disco rodaria apoyado
sobre una linea recta, dentro de un plano vertical fijo. Tomando el eje Oz
segin la direccion § = 0, resulta pa = —& = & = —pa. La ecuacion es
integrable y el enlace serfa anholénomo s6lo en apariencia. O
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T
Figura 1.15: Disco rodando con 68 = cte; el
\ movimiento equivale al movimiento plano
( / ¥ de rodadura sobre una recta, con la liga-
x

dura holonoma x = —ya.

1.3. Principios y teoremas de la dinAmica de Newton-
Euler

1.3.1. Principio de la cantidad de movimiento

Consideramos un sistema formado por un namero finito de particulas,
{mi, 1= 1,...N}.

m;

Fj;= —Fj; Figura 1.16: Fuerzas internas centrales entre dos

particulas m; y m; del sistema.

myg

Aplicando el principio de la cantidad de movimiento (2.2 ley de Newton)
a cada particula m; del sistema, siendo F'; la resultante de todas las fuerzas
sobre dicha particula,

d
= a(mzvz) . (1.33)

Descompondremos las fuerzas en internas y externas al sistema:

F;

las fuerzas internas sobre la particula ¢, Fﬁ"t, son el resultado de las acciones
del resto de las particulas j # ¢:

Ft =3 Fy,

J#
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donde la nomenclatura F';; indica la acciéon de m; sobre m;. Por la ley
de accion y reaccion 6 3.2 ley de Newton, F;; = —Fj; (figura 1.16). Asi, al
sumar las ecuaciones (1.33) para todas las particulas del sistema, las fuerzas
internas se anulan dos a dos, resultando:

ZFext + ZZFU Z <§tmivi> .
i=1 i#£j i=1

N———
=0

Llamando F & Zz | Fert = Zl 1 F'i (resultante de fuerzas externas sobre

el sistema),y P = o ZZ 1 m;v; (cantidad de movimiento del sistema), resulta

la expresion:

d

—P. 1.34
=% (1.34)

Expresion que se puede considerar como principio bésico de la dindmica de
sistemas, enunciandose como sigue:

«La derivada respecto del tiempo de la cantidad de movimiento
del sistema es igual a la resultante de las fuerzas exteriores.»

Podemos obtener otra expresion equivalente para esta ecuacién a partir
del movimiento del centro de masas G. Se define éste como:

N
def D iy T4

1.35
M ? ( )
Siendo M >, m;, masa total del sistema.

> Figura 1.17: Centro de masas G de un

sistema de varias particulas.

re
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Derivando (1.35) se obtiene:

d N N
a [Z miri] = Zmivi =P
=1 =1
= Mg, (1.36)

donde vg def drg/dt es la velocidad del centro de masas. Sustituyendo en

(1.34), y llamando ag © 2pg /dt? a la aceleracion del mismo, se llega a:

9

Este resultado se denomina «teorema del movimiento del centro de ma-
say, constituyendo una expresion alternativa para la ecuacion (1.34). Se lee
de la siguiente manera:

«Se puede estudiar el movimiento del Centro de Masas G de un
sistema como si fuera una particula, concentrando toda la masa
del sistema, sometida a la resultante de fuerzas exteriores sobre
el sistema.»

Como corolario se puede deducir el teorema de conservaciéon correspon-
diente:

N N
si F= Zfot =0 = P= Zmivi = Muvg = cte (1.38)
i=1 i=1

«Si la resultante de las fuerzas exteriores sobre el sistema es nula,
la cantidad de movimiento del sistema se conserva, por lo que el
centro de masas sigue un movimiento rectilineo y uniforme.»

La condicién de conservacion se cumple obviamente para un sistema aislado,
o en cualquier otro que adn sin estar aislado esté sometido a un conjunto
de fuerzas con resultante nula.

1.3.2. Principio del momento cinético

La ecuacion de balance del momento cinético (1.4) aplicada a una par-
ticula m; del sistema se expresa como:

. d .
M= < Hp, (1.39)
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;  def i def . .
donde My, = r ANF;y H, = r; A miv; (¢ no sumado). Si sumamos

(1.39) para todo el sistema, realizando la descomposiciéon habitual entre
fuerzas internas y externas:

P
——
N N N
ZMZ :ZrzAFf$t+ZrzA ZF” (140)
i=1 i=1 i=1 itj

Figura 1.18: Fuerzas internas y externas sobre
dos particulas cualesquiera del sistema.

Admitiremos que se cumple la ley de accion y reaccion con su enunciado
mas fuerte: no sélo son F;; y F'j; iguales y opuestas, sino que supondremos
que son fuerzas centrales, siguiendo la misma recta de accién que une m;
con mj:

Tj—’l’i

def
Fij = Fij(rij) (rij = |rj —mil)- (1.41)

j
Entonces, para dos particulas cualesquiera:

riANFij+71; N(=Fij) = (ri —rj) NF;j; =0 (4, j no sumados)

De esta forma, la suma de los momentos de las fuerzas interiores en (1.40) se
anula, al cancelarse dos a dos los sumandos. Definiendo el momento cinético
del sistema respecto a O:

Hy défZHi = Zri/\mivi
7 7

y el momento de las fuerzas exteriores respecto de O:

Mo €Y ML= r AF
A i
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se obtiene finalmente:

d
Mo=—H 1.42
0= Ho (142

Esta expresion, que llamaremos también «ecuacion de balance del momen-
to cinético», se puede considerar como principio bésico de la dindamica de
sistemas, con el siguiente enunciado:

«El momento de las fuerzas exteriores de un sistema respecto de
un punto O fijo es igual a la derivada respecto del tiempo del
momento cinético del sistema respecto del mismo punto.»

Como corolario, cuando M o = 0, se obtiene el teorema de conservaciéon
correspondiente:
Mop=0 = Hp-=cte. (1.43)

La constancia de H o puede ocurrir en los casos siguientes:

— Sistema aislado, sobre el que no acttia ninguna fuerza exterior. El
momento cinético del sistema respecto de cualquier punto se conserva.

— Fuerzas centrales (todas dirigidas hacia un mismo punto fijo), en cuyo
caso se conserva el momento cinético respecto del centro de fuerzas,
aunque no necesariamente respecto de otros puntos distintos.

En lo anterior se ha admitido que las fuerzas internas son todas centrales
(1.41). Las interacciones de tipo gravitatorio o electrostatico cumplen muy
aproximadamente esta condicién, pero otro tipo de fuerzas como las electro-
dindmicas no la cumplen necesariamente. De hecho, en sistemas con cargas
eléctricas moviles, se puede violar la ley de accién y reaccién, tanto en su
enunciado fuerte (fuerzas centrales) como en su enunciado mas débil. En el
caso de un soélido las interacciones entre particulas se deben a fuerzas de con-
tacto, de naturaleza compleja, que tampoco resulta evidente que deban ser
centrales. Sin embargo, en los casos en los que existan fuerzas internas del
tipo mencionado, generalmente se puede encontrar una generalizaciéon de P
60 de H que verifica los teoremas de conservacion enunciados. Por lo tanto,
en lo que sigue supondremos que, independientemente de la naturaleza de
las fuerzas internas, se verifica el principio del momento cinético expresado
por (1.42). Puesto que esta afirmacion se postula como base de partida, es
més apropiado referirse a ella como «principio» que como «teorema.

Conviene realizar una aclaracion importante, previniendo del grave error
que resultaria de confundir en (1.42) la resultante de los momentos, Mo =
>o;ri A F§™ con el momento de la resultante, que si suponemos a ésta
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aplicada en G, serfa r¢ A (3, F§*') # M. De caer en esta confusion, se
llegaria a contradicciones tan graves como que un sistema sometido a un
par de fuerzas (que tiene resultante nula) no se moveria.

1.3.3. Teorema de la energia cinética

La ecuacion de la energia cinética (1.6) aplicada a cada particula m;
expresa:

aw; ¥ F;odr; =d ( 2) (7 no sumado)

Al igual que en los casos anteriores, para obtener las magnitudes cinéticas
del sistema conjunto, sumamos para todas las particulas del mismo:

Z 1miv-2]
dw def Z F d’l"z Z F (ext) d’l“l + Z Z Fzg d’l"z ’

(]
dWwezt dwint

Tdefz “mp? = dT =d

obteniéndose finalmente:
dT = dw

En las ecuaciones de la cantidad de movimiento (1.34) y del momento
cinético (1.42), el efecto de las fuerzas interiores desaparecia al sumar para
todo el sistema. Sin embargo, en un caso general el trabajo debido a las
fuerzas interiores no se anula:

dwnt £,

Merece la pena analizar de forma detallada el trabajo de las fuerzas inte-
riores para comprender mejor el significado de la observacién anterior. Sean
dos particulas cualesquiera del sistema, m; y m;, situadas inicialmente en
Ay B (figura 1.19). Suponemos que al cabo de un movimiento elemen-
tal arbitrario estan situadas en dos puntos cualesquiera A’ y B’. Podemos
descomponer el movimiento elemental total en:

1. Traslacion (T') pasando A a A’y B a B”:

dr] = dT]T
dWT = Fij . dr;[ + (*Fij) . d’I“T

7

=0
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Figura 1.19: Descomposi-
cion de un movimiento ele-

Fi; mental general en trasla-
mq (R)  cidn, rotacion y estiramien-

A/ B/ B©///
(E)

2. Rotacion (R) alrededor de A’; en el plano definido por A’B"B’, que-
dando fijo m; y pasando m; a B"":

dri =dtQA (rj—r); drf=0
AWH = Fji - drf = Fj; - [AQA (r; — ;)] =0

donde se ha supuesto que F;; lleva la direccion de (r; —r;), es decir,
se trata de fuerzas centrales.

3. Estiramiento (E), quedando fija m; y pasando finalmente m; a B':

E E

dW?P = Fj;-drf #0.

En resumen, los movimientos de traslacién y rotacién son movimien-
tos de solido rigido y no producen trabajo de las fuerzas interiores. Por el
contrario, las deformaciones internas (distorsiones o estiramientos), que no
corresponden a movimientos de sélido rigido, si producen un trabajo neto
de las fuerzas interiores.

En definitiva, se puede escribir:

dT = dW = dw™* 4 dwest (1.44)

«La variacién de la energia cinética conjunta de un sistema es
igual al trabajo realizado por las fuerzas, tanto internas como
externas.»
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La consideracion del trabajo de las fuerzas interiores es imprescindible
para el célculo de estructuras y la mecanica de los medios continuos defor-
mables, en los que la deformacién viene gobernada por la energia interna de
deformacién acumulada. Los métodos y teoremas energéticos proporcionan
algunos de los procedimientos mas potentes de calculo en este caso.

Si todas las fuerzas (tanto externas como internas) provienen de un
potencial independiente del tiempo, se verificara:

AW =Y F; - dr;=-dV,

deduciéndose entonces de (1.44) el teorema de conservacion de la energia:

AT +dV =0 = [E=T+V =cte. (1.45)

Conviene recalcar que en esta ecuacién la energia potencial V' corresponde
al la Energia Potencial Total, derivindose de ella tanto las fuerzas interiores
como las exteriores. Como ejemplo, en el caso de las estructuras o de los
medios elasticos deformables, V' debe incluir tanto el potencial de las cargas
externas aplicadas como la energia de deformacion debida a las fuerzas
interiores.

Si las fuerzas internas en el sistema son centrales en el sentido de (1.41),
necessariamente provienen de un potencial:

Vij(rig) = — / Fyj(p) dp:

oVij
Ori '
Es posible demostrar en este caso que el potencial conjunto de las fuerzas

interiores es .
VR =3 "N (1.47)

i J>i

Fij:—

(1.46)

(La limitacion j > i sirve para no sumar dos veces el potencial de interaccion
entre cada dos particulas.) De esta forma la ecuacion (1.44) se convierte en

d(T + Vint) _ dWeXt.

En este caso, si se trata de un sistema aislado se verificaria

’E =T+ V"= cte.‘ (1.48)
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EJEMPLO 1.5: Potencial de fuerzas internas de un sistema de particulas
discretas, con atraccién lineal en funcién de la distancia entre cada dos
particulas.

Solucion. Se trata de fuerzas analogas a resortes lineales ideales interpues-
tos entre cada dos particulas, siguiendo el esquema de fuerzas centrales.
Suponiendo en primer lugar que la constante de todos estos resortes es la
misma, el potencial de uno de ellos es

L,
Vij = ikrij )
siendo 7;; la distancia entre la pareja de puntos (7,j). Teniendo en cuenta
que Or;j/0r; = —ri;/ri;, la fuerza ejercida sobre i por j se obtiene siguiendo
(1.46):
oVi;
F;; = — ar, = kry;

La energia potencial total para todo el sistema, segin (1.47), es
; 1
nt __ 2
vint=> > k.
i g>i

Un caso particular seria aquél en que las constantes de atracciéon entre
cada dos particulas son proporcionales al producto de las masas,

Fz'j = amimjrij .
Sumando todas las fuerzas internas sobre una particula dada,

Fi=) amm;(r; —r;) = amM(rg —r;)
i

siendo M =}, my, la masa total. Se obtiene por tanto una fuerza de atrac-
ci6én de cada particula hacia el centro de masas del conjunto. El movimiento
de cada particula relativo a dicho centro de masas seria una 6rbita elipti-
ca con centro en él. Es trivial comprobar que la suma de todas las fuerzas
interiores dadas por la anterior expresién se anula. O

1.4. El sistema del centro de masas

El sistema del centro de masas (SCM) se define como un sistema de
referencia cuyo origen esta en el centro de masas Gy que no experimenta
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Figura 1.20: El sistema de referencia del
centro de masas (SCM), con origen en
G y ejes paralelos al sistema inercial

().

rotacién. Si se caracteriza mediante un triedro de coordenadas cartesianas,
las direcciones de las mismas seran fijas y paralelas al sistema inercial de
partida (figura 1.20).

Las expresiones de posicién, velocidad y aceleracion relativos al SCM
son respectivamente

p=T—Tg,
V=v—vg,

a=a-—ag.

Para obtener v y a en estas expresiones, se ha derivado directamente de
manera sucesiva la expresion de p, sin resultar necesario emplear el término
complementario de derivacion §2 A p establecido en la ecuacion (1.25). Esto
se debe a que por su definicion el SCM no gira (2 = 0) anulandose entonces
dicho término.

Sin embargo, debe quedar claro que, aunque el SCM no gire, en un caso
general puede tener aceleracion de traslacion (ag # 0), y que por lo tanto,
no se trata de un sistema inercial''. A pesar de esto, su uso posee ventajas
notables, ya que como veremos a continuacién, se siguen cumpliendo los
principios del momento cinético y de la energia cinética, exactamente como
si se tratase de un sistema inercial. El principio de la cantidad de movimiento
queda reducido a una igualdad trivial.

1Una excepcion a esto seria el caso de un sistema aislado, en el que G se mueve con
velocidad rectilinea y uniforme, ver ecuacion (1.38).
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1.4.1. Cantidad de movimiento

En el SCM, la expresion de la cantidad de movimiento P es:

def
PSCM = Zmiui :Zmivi— (Zmz> ’UG:O,

N——

défM

donde se ha empleado (1.36). Asi, resulta la expresion trivial:

1.4.2. Momento cinético

El momento cinético en un punto cualquiera @ viene dado por la expre-
sion
HQZHO+P/\TQ:H0—TQ/\(M1}(;). (1.49)
Aplicando esta ecuacion al centro de masas G:

Hs=Hp—1rg N\ Muvg. (1.50)

Conviene resaltar que en esta expresion del momento cinético se emplean
velocidades absolutas.

Sin embargo, para calcular el momento cinético relativo al SCM, ademas
de tomar momentos respecto de GG, debemos emplear también las velocida-
des v; relativas al SCM:

def
HgCM = Z(rz —rg) Ami(v; —vg)
i

:Zri/\ml-vi—ZriAmivg—rgAZmivi+rg/\MvG

K3 7

HO TcAMUg TcAMUg

=Hp—1ra N Muvug.

Observamos pues que ambas expresiones resultan ser idénticas: H gCM =
H . Por tanto, a la hora de tomar momentos en G, no nos preocuparemos
de este aspecto y escribiremos simplemente H . Conviene advertir que esto
no sucede en otros puntos distintos de G.
Derivando (1.50) respecto del tiempo:
d d

7HG = fHO—vg/\Mvg—Tg/\MaG:Mo—Tg/\F
dt i el 2% HYag



1.34 Capitulo 1. TEOREMAS GENERALES DE DINAMICA DE SISTEMAS.

pero
Mg=>Y (ri—rg) AN\F{* = Mo —rg A <ZFfmt> ;
i i
F
luego:
d
L He=Mg (1.51)

Es decir, se verifica la ecuacion del Momento Cinético (1.42) respecto del
origen G del SCM, exactamente igual que si fuese inercial.

Por lo tanto, continuando con la discusion realizada al final del apartado
1.3.2, para aplicar la ecuacion de balance del momento cinético (1.42), se
debe tomar momentos bien respecto de un punto fijo O, o bien respecto del
centro de masas GG del sistema; En este tultimo caso, las velocidades pueden
ser las absolutas respecto de un sistema inercial, o las relativas al SCM, ya
que segtin hemos visto ambas dan idéntico resultado.

Por el contrario, si empleamos un punto () cualquiera, que no coincida
necesariamente con G ni sea fijo, derivando la formula (1.49) resulta:

d d
aHQ = &(HO —TQ/\Mvc;) =Moo —TQ/\MCLG —UQ/\MUG
Mg
Es decir: d
aHQ:MQ—’UQ/\M'Ug. (1.52)

Es necesario pues anadir un término complementario vg A Mwv¢ respecto de
las ecuaciones (1.42) 6 (1.51). Por tanto, si se toman momentos respecto de
otro punto @, sblo se verificara la ecuacién de balance del momento cinético
(1.42) cuando se cumpla una de las condiciones siguientes:

= si el punto @ tiene velocidad nula, vg = 0;

= si el punto @ coincide con G, o por lo menos, su velocidad es paralela
ala de G: vg || vg.

Como resultado de la discusién anterior se extrae una recomendacion
importante a efectos practicos:

no conviene nunca aplicar la ecuaciéon del momento cinético
(1.42) en puntos que no sean bien fijos, bien el centro de masas.
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La razoén es que los términos correctores que habria que manejar en otro
caso no tienen una interpretacion fisica clara, siendo muy féacil que den lugar
a confusiones.

A estos efectos es importante destacar que no es lo mismo un punto fijo
que un punto que tenga velocidad nula en un instante (en este altimo caso el
punto puede tener aceleraciéon no nula en cuyo caso no es valido para aplicar
la ecuacion del momento cinético). Otra posible fuente de error es confundir
la velocidad de un punto definido por un criterio geométrico (velocidad de
«sucesiony ), con la velocidad del punto del solido que coincide con él en un
instante dado'?.

1.4.3. Energia cinética

Calculamos primero la relacion entre las medidas de la energia cinética
T (absoluta) y T9M (relativa al SCM):

1 1
T= Z imivf = Z Emi(vg +vi) - (vg + ;)
(2

— Z %mzuf + Zmﬂ/i Vg + Z %miUQGa

-~

detrrsom =0

es decir:

1
T= in%; + T5¢M (Teorema de Kinig) (1.53)

La energia cinética del sistema se puede descomponer por tanto en la suma
de la de una particula con toda la masa M que se moviera con GG, mas la
energia cinética relativa al SCM. El primer sumando se puede interpretar
como el debido al movimiento de traslaciéon del sistema, mientras que el
segundo corresponde al movimiento relativo al centro de masa.

12Esto altimo ocurre a menudo cuando se toman momentos respecto del punto de
contacto de dos soélidos, como en la rodadura de un disco sobre una recta. El punto de
contacto entre ambos se traslada sobre la recta al rodar el disco, por lo que su velocidad
no es nula; sin embargo, es el centro instantdneo de rotacién en cada instante, por lo
que la velocidad del punto del disco situado sobre él en cada instante si serd nula. Por
ejemplo, para un sélido plano que rueda sin deslizar sobre una recta, el momento cinético
relativo al punto del so6lido que esta sobre el centro de rodadura es Hg = I{?, siendo
Ig el momento de inercia. No se cumple, salvo en algunos casos particulares, la ecuacion
Mg = (d/dt)Hg = IoQ, por ser Q un punto cuya velocidad es instantaneamente nula
pero que tiene aceleraciéon no nula
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Si se calculase lo mismo respecto a otro sistema basado en otro punto
distinto del CDM @ # G, la expresiéon anterior no seria valida, siendo
necesarios términos adicionales'®. Volvemos a advertir al igual que ya se
hizo para el momento cinético, para evitar posibles errores en la aplicacién
del teorema de Konig, de la inconveniencia de aplicar esta tltima reduccién
a un punto @ distinto de G.

Tomando una variacion elemental (diferencial) de T9¢M

dT5CM — Zmzadt v, = Zmlal dp;

Pero:
Fi = m;a; = mi(ai + aG) = m;o; = Fl —m;aqg ,

luego
d79°M — Z F;-dp, — (Z m;dp;) -ag = ZFZ -dp; .

) )
——— ——
=0 dédesCM

Por lo tanto

dTSCM — dWSCM

es decir, se cumple también la ecuacion de la energia cinética (1.44) en el
sistema del centro de masa, a pesar de que no sea inercial.

1.4.4. Aplicaciéon: sélidos rigidos con movimiento plano

Como aplicaciéon de los teoremas generales expuestos arriba, resumimos
a continuaciéon los resultados principales para el caso concreto de sélidos
rigidos con movimiento plano. No se pretende una exposicién rigurosa ni
detallada de este tema, que se considera ya conocido a partir de cursos
anteriores.

Se entiende por s6lido rigido un sistema en el que la configuracién rela-
tiva de todas sus particulas no sufre variacion, no se producen distorsiones
ni cambio de distancia entre las particulas del mismo. La condicién de mo-
vimiento plano indica que las velocidades de todos los puntos pertenecen a
un plano dado II, es decir son perpendiculares a una determinada direccién
k fija (la normal a II). El plano del movimiento se puede caracterizar por
las coordenadas cartesianas (x,%), o bien los versores de la base (¢,7) (que
forman un triedro a derechas con k=1 A j.

13Vease Curso de Mecdnica, J.M. Goicolea 2010, apartado 6.3.3.
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Ademas el sélido estara constituido en el caso mas general por una masa
distribuida a lo largo de un cierto dominio B C R?, con densidad mésica p
por unidad de volumen. Considerando la secciéon B de B por el plano del
movimiento, es posible también definir una densidad masica por unidad de
area, que llamaremos p para diferenciarla de la volumétrica:

dm = pdV = pdA.

Asi, la masa del solido sera

M = / pdA. (1.54)
B
El centro de masas se obtiene mediante
L / 5dA (1.55)
ra=— | r . .
G=7 5 p
Magnitudes cinéticas
Cantidad de movimiento.— Se expresa de la misma manera que un
sistema general:
P,.=Mz
P= / vjpdA = Mvg = | < (1.56)
B P, y = Mya
Momento cinético.— Para expresar el momento cinético debemos in-

troducir una nueva magnitud definida por la geometria de masas del sélido,
el momento de inercia respecto de un punto'* O:

Io = /ﬂ pdA, (1.57)
B

donde las distancias r estdn medidas respecto al punto O en el que se toman

momentos. Dada la constancia de la geometria de masas de un sélido rigido,

el momento de inercia respecto a un punto dado del mismo es una constante.

El teorema de Steiner permite relacionar el momento de inercia respecto a

un punto cualquiera con el que corresponde al centro de masas:

Ip = I + MOG” . (1.58)

!4 Estrictamente hablando, seria el momento de inercia respecto de un eje perpendicular
al plano que pasa por el punto dado.
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Consideramos en primer lugar el momento cinético respecto de un punto
con velocidad nula, que se toma como origen de coordenadas. La expresion
es

HO:/rAvﬁdA. (1.59)
B

Teniendo en cuenta que v = Qk A r, la integral resulta

Ho = (/ 7 ,5dA> Ok . (1.60)

B

Puesto que tanto el vector momento cinético como la velocidad angular
necesariamente llevan la direccién del versor k normal al plano, se puede
prescindir del mismo en las expresiones. Empleando la definicién del mo-
mento de inercia (1.57) resulta

oy

Tomando ahora para un caso general el momento respecto a G:

HG:/~(r—rg)/\vﬁdA:/r/\vﬁdA—[rg/\vﬁdA
B B B

:Ho—rg/\M'vG:IOQk:—rg/\M(Qk:/\rg)
= (Io — M7r%)Qk; (1.62)

y teniendo en cuenta el teorema de Steiner (1.58),

Hg = H3M = 150, (1.63)

Energia cinética.— Consideramos en primer lugar el caso en que el
origen O tenga velocidad nula:

1 1 1
T:/v2ﬁdA:/(Qr)QﬁdA = |T = -I1o0%. (1.64)
B2 B2 2

En el caso general, haciendo uso del teorema de Konig (1.53), y teniendo
en cuenta que T9¢M — %I092,

1 1
T = 5Mv%; + 51(;92. (1.65)
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Ecuaciones de la dinamica

Balance de cantidad de movimiento.— Las ecuaciones son las mis-
mas que en el caso general:

F,=Mz2
F=Maz & |~ ¢ (1.66)
F, = Mijc
Balance de momento cinético.— En el caso en que O sea un punto

fijo'® las ecuaciones de balance resultan directamente de derivar 1.61,

Mo = Io9. (1.67)

En un caso general se puede derivar el momento cinético respecto a GG
(1.63):

Mg = I, (1.68)

Esta tltima expresion es de validez general, siendo posible emplearla en
cualquier caso, con independencia de que exista o no un punto fijo.

Las tres ecuaciones (1.66)1, (1.66)2 y (1.68) se denominan ecuaciones
cardinales de la dindmica, siendo necesarias y suficientes para determinar
en un caso general la dindmica de los tres grados de libertad del sélido en
movimiento plano (zg,yq, ).

EJEMPLO 1.6: Un semidisco homogéneo de masa M y radio R se mueve en
un plano vertical fijo, rodando sin deslizar sobre una recta horizontal. Se
pide:
a. Si el semidisco estd en un instante determinado con su didmetro de
borde vertical y con velocidad de rotacion 2 (figura 1.21), obtener la
aceleracion angular Q v la reaccion de la recta en el punto de contacto.

b. Mismas cuestiones, pero ahora para el semidisco en una posiciéon ge-
nérica definida por el dngulo 0 (figura 1.21).

Solucion.

15 Es importante remarcar la condiciéon de punto fijo en O, no bastando con que la
velocidad instanténea sea nula. Por ejemplo, en un punto de rodadura no es posible tomar
momentos en un caso general, ya que el punto O de rodadura varia con el movimiento, el
momento de inercia /o no corresponderia a lo largo del tiempo al mismo punto material
y por tanto, salvo casos particulares, tendra derivada no nula.
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Figura 1.21: Ejemplo 1.6 . Configuracion con didmetro de borde vertical y
configuracion genérica, definida por el dngulo 6.

a.— Se trata de un sistema rigido y plano, que se puede resolver de
forma general mediante las ecuaciones cardinales de la dindamica, que en
este caso son tres (dos del balance de cantidad de movimiento y una del
momento cinético en G). La condicién de rodadura restringe dos grados de
libertad, por lo que el movimiento tiene un sbélo grado de libertad, aunque
ademas debemos considerar las incégnitas de las componentes de la reacciéon
en la recta (H,V).

En primer lugar, aplicando el teorema de Guldin calculamos la posicion
del centro de masas:

2md <17rR2> 4 = a-—o00=2E
2 3 3T
Las ecuaciones de la dindmica las aplicaremos tomando momentos en G, por
lo que calculamos el momento de inercia en este punto. (Obsérvese que el
punto de rodadura C' no es un punto fijo, por lo que en general no es valido
tomar momentos en él, aunque la tentacion es fuerte ya que las reacciones
incognita no dan momentos en este punto.)

1., , (1 16 )
- — . = —_ g —_— — M
Io 2Z\[[R i Ig=1o— Md <2 97r2> R
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Mediante un anélisis elemental del campo de aceleraciones resulta:

io=—RO; jjo=0;

4R ..
——0
3

3

Ya podemos escribir las ecuaciones cardinales de la dinamica. En primer
lugar, las de balance de cantidad de movimiento:

. 4AR.
H=Mig=—-M (Ra + ?’Re?) : (1.69)
T
4R ..
V—Mg:nggz—Mg—WH. (1.70)
La ecuacién del momento cinético es:
4R .. 1 16 ..
H —=Isb=|(=—-— ) MR%*. 1.71
R+V37T G (2 97r2> R (1.71)

Entre las tres ecuaciones (1.69), (1.70) y (1.71) se despeja para obtener el
resultado pedido:

i 8 (9 ).
0= o7 (R + ) ’
4 .
H=——M(2g — R§?); (1.72)
97
2 -
V=DMg— 277T2M(g+R0 )

Puede comprobarse que, de haber tomado momentos en el punto de roda-
dura C, los resultados habrian sido distintos (e incorrectos).

b.— En este caso (figura 1.21), las componentes de la aceleracion de
G son:
. 4R. AR ..
fg=—RO— —6?send + —~0 cos b
i s7 (1.73)

AR . AR ..
e = —RHQ cos @ + —Rﬁsenﬁ
3 3
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Las ecuaciones cardinales de la dindamica, tomando momentos en G, resul-

tan:

. 4R. 4R ..
H=M —RQ——RﬁzsenG—l——RHcosH
3T 3T
V—Mg:M(m9200s0+4Résene>
3T 3T
R—4Rc086> —V@serﬁ: <1 16>MR25
3T T

2 9r2
(1.74)

Con algo més de trabajo podemos despejar de estas tres ecuaciones los
resultados buscados:

i 8(g/R +6%)sen
N 91 — 16 cos @
Ho éM (697 — 3RO?*1 + 8RH? cos § — 8g cos f) sen § (1.75)
3 (97 — 16 cos )
V= Mg+ 1,32 sen? 0 4 36w RO? cos 6 — 32RH2(1 + cos? 0)
3 (97 — 16 cos @)

Como comprobacion, podemos ver que al particularizar 6 = —7/2 en estas
expresiones se obtienen las mismas del caso anterior (1.72). O

EJEMPLO 1.7: Sea un sistema binario constituido por dos particulas de
masas mi y Mo que se atraen con una fuerza central proporcional a su
distancia s, es decir, F' = —ks. Ademas, el conjunto se halla sujeto al campo
gravitatorio simplificado terrestre. Se pide:

a.

Obtener la expresion de la energia (potencial mas cinética) del con-
junto en funcion exclusivamente de las coordenadas de su C.D.M.
(za,ya), su distancia (s), y el angulo (¢) que forma el segmento mq mo
con una direccion fija.

Misma cuestion con la cantidad de movimiento y el momento cinético.

. Obtener las integrales primeras del movimiento para las coordenadas

anteriores.

Obtener la ecuacién diferencial de 2.° orden del movimiento en funcién
exclusivamente de la coordenada s.

. Tomando ahora como coordenadas las cartesianas absolutas de la par-

ticula m; que llamaremos (r;,7y) y las relativas de ma que denomi-
naremos (s, sy), obtener las ecuaciones de la dinamica y comprobar
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que las trayectorias relativas de cada particula respecto de la otra son
elipses.

Figura 1.22: Ejemplo 1.7;

my

Solucion.

a.— Al tratarse de fuerzas centrales el movimiento es plano y so6lo
se necesita estudiar la configuracién dentro de un plano zy fijo, con los
parametros indicados en el enunciado (z¢, yg, s, ¢).

Establecemos unos parametros auxiliares (s, s2) que definen las distan-
cias de las particulas respecto al centro de masas G (figura 1.22). Aplicando
la definicion de centro de masas se tienen las relaciones

ma mi

51 = Sy (1.76)

= ————— = —S8
ml + mo 2 ml + mo

Aplicando el teorema de Konig (1.53), la energia cinética es

1 . . 1 . . 1 ) .
T = 5(my+ma) (@G + &) + 5mu(31 + s1¢%) + 5ma(33 + s3¢°);

teniendo en cuenta las expresiones (1.76), y llamando

M = (m1 + m2) (masa total) ;

— _mmz (masa equivalente) ,
mi + mso
se llega a:
1. . . 1 . :
T = SM(FG + &) + 5u(s* + 5%37). (1.77)

Por otra parte, la energia potencial es
1
V= 5]@52 + Mgya .
Por lo tanto la energia total resulta

1 1 1
E=T+V = §M(¢é + &) + §u(é2 + 529%) + §k32 + Mgyg. (1.78)
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b.— La cantidad de movimiento resulta trivialmente
P= (M.i'(;,MQ(ﬂ. (1.79)
El movimiento es plano, por lo que el momento cinético puede caracterizarse
por el valor escalar Hg:
_ 2. 2.
Hg = mysip + masye,
y aplicando las expresiones (1.76) se llega a

Hg = ps’p. (1.80)

c.— Las fuerzas aplicadas son o bien centrales (atraccion elastica) o
paralelas (gravedad simplificada), por lo que el momento de las mismas en
G se anula, de donde se deduce la constancia del momento cinético:

Mg=0 = s’p=C (cte) (1.81)

Por otra parte, todas las fuerzas son conservativas, por lo que se con-
serva la energia total, dada por la ecuacion (1.78). Dentro de esta ecuacion
podemos dividir la energia en dos componentes, una correspondiente al mo-
vimiento del C.D.M. y otra al movimiento relativo:

1 1 1
E = §M(a'c%; + 92) + Mgy + 5u<s'2 + 52%) + §k32 . (cte)  (1.82)

E1 E2

La energia E; del C.D.M. corresponde a un movimiento parabdlico y es
constante:

d 1 L L .

— k= SMQ2i¢ d¢ +29¢ jo )+ Mgy = 0;

dt 2 ~— <~

por tanto podemos establecer como integral primera la constancia de la
energia Fs del movimiento relativo:

1 1
Ey=FE—-F = 5#(52 + 5297 + 51@32 (cte.) (1.83)

Empleando la otra integral primera (1.81) se puede eliminar ¢ para obtener
finalmente

1 (., C? 1,
E, = oH (s + 52> + 51(.:5 (cte.) (1.84)
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d.— La aceleracién radial en coordenadas polares, expresada en fun-
cion de la constante de areas (1.81), vale:

02
as=5§—sp" =§— — (1.85)
S

Podemos obtener una ecuacion diferencial de 2.° orden a partir de la ecua-
ci6n de la dindmica radial:

F(r)=pas = g <s - ij) = —ks. (1.86)

Esta misma expresion se puede obtener derivando la ecuacién que expresa
la constante de la energia (1.84).

e.— Con los parametros dados (rs, 7y, ssz,Sy) se pueden plantear las
ecuaciones fundamentales de la dindmica para cada masa y cada direccion:

mity = ksy;

mity = —myg + ksy ; (1.87)
mao(Fy + 8z) = —ksg; ’
mo(y + 8y) = —mag — ksy .

Mediante las ecuaciones (1.87)1 y (1.87)3 se puede elminar #,. Analogamen-
te, mediante (1.87) y (1.87)4 se elimina #,. De esta manera se obtienen las
dos ecuaciones reducidas siguientes:

Wy +ksy =0;  pudy +ks,=0. (1.88)
Las soluciones generales de las ecuaciones anteriores son
sz(t) = Asen(wot + ¢z);  sy(t) = Bsen(wol + ¢y),

siendo wyp = Vk/py A, B, ¢z, ¢, constantes que dependeran de las con-
diciones iniciales. Estas ecuaciones definen paramétricamente una elipse.
Por tanto, las trayectorias relativas de cada masa respecto de la otra son
elipses. ]

1.4.5. Constantes del movimiento en sistemas aislados

En un sistema aislado, todas las fuerzas exteriores desaparecen. Resu-
miendo los diferentes resultados presentados en apartados anteriores (veanse



1.46 Capitulo 1. TEOREMAS GENERALES DE DINAMICA DE SISTEMAS.

las ecuaciones (1.38), (1.37), (1.48), (1.53), (1.51)), es posible establecer 10
integrales o constantes del movimiento:

P = Muvg = cte. Conserv. cantidad de movimiento
P .
ra(t) — Mt =rqg(0) Th. movimiento del C.M.

. 1 .
E=T+V™ = §MU%~ +T5CM Lyt Conserv. energia

Ho=Hqg+rgNP Conserv. momento cinético

(1.89)

Las magnitudes {P, r¢(0), E, Hp} constituyen las diez constantes
clasicas del movimiento del sistema de N particulas aislado.

Es posible demostrar'® que estas diez constantes provienen de la inva-

riancia de las leyes de la mecénica ante las transformaciones mas generales

que convierten un sistema inercial en otro inercial, es decir, que mantienen

invariantes las leyes de la mecénica:

s Rotacion R : r — v’ = Rr, asociada a la conservaciéon de Hp. Al
ser R ortogonal'” (RT = R™1), este tensor de rotacion depende sélo
de tres parametros.

s Traslacion a : r+— v = r + a, asociada a la conservaciéon de P.

» Transformacion de Galileo'® w : r + ' = v + wt, asociada al Th.
del movimiento del centro de masa.

s Traslacion de tiempo s : t — t' =t + s, asociada a la conservacién de
la energia E.

Un planteamiento similar se puede realizar a partir de la funciéon Lagran-
giana en dinamica analitica (capitulo refcap:DA).

1.5. Principios basados en trabajos virtuales

Los principios y teoremas generales expuestos en los apartados 1.3 y 1.4
provienen directamente de las leyes de Newton, aunque deben reconocerse

0Ver p. ej. F. Scheck: Mechanics—from Newton’s Laws to Deterministic Chaos, (2.2
ed.), Springer-Verlag, Berlin (1990); apartados 1.12 y 1.13

1"En el apartado 6.3.3 se discuten las rotaciones rigidas y se analiza la propiedad de
ortogonalidad para las mismas.

18Una version mas simplificada de esta transformacion se present6 en el apartado 0.3.
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también algunas contribuciones clave debidas a Euler, como el principio del
momento cinético. Por este motivo los métodos asociados se suelen denomi-
nar de «Newton-Eulery.

En este apartado se presentan los principios y métodos basados en des-
plazamientos o trabajos virtuales. Seria posible postular estos principios
bésicos de manera independiente a los principios de Newton-Euler, pudien-
do servir de base para construir sobre ellos toda la mecanica. A diferencia de
las leyes de Newton, formulan directamente las ecuaciones para la estatica
o la dindmica de manera conjunta para todo un sistema, y no particula a
particula, por lo que revisten un especial interés para el estudio de sistemas
de varias particulas.

Comenzaremos por definir el concepto de Desplazamientos virtuales. En
un sistema de N particulas, se denomina asi a un conjunto de desplaza-
mientos infinitesimales arbitrarios de cada particula del sistema, {dr; (i =
1,...N)}. En contraposicion a los desplazamientos infinitesimales reales,
{dr; (i =1,...N)}, los desplazamientos virtuales son una entelequia, que
nos servird para formular el principio de los trabajos virtuales; se trata de
desplazamientos ficticios, inventados, que tienen lugar en un instante dado
(«congelado») de tiempo. Por el contrario, los desplazamientos infinitesi-
males reales {dr;} se producen en el movimiento real, durante un intervalo
dt, y se pueden expresar como diferencial de las funciones que definen el
movimiento, {r;}.

Aunque en principio {d7; } son completamente arbitrarios (pudiendo vio-
lar incluso los enlaces del sistema), en la préctica emplearemos desplaza-
mientos virtuales compatibles con los enlaces en la mayoria de los casos.

Imaginemos en primer lugar un sistema en equilibrio, condicién que
queda expresada por #; = #; = 0, (i = 1,...N). Al ser la aceleracion
nula, la fuerza total sobre cada particula debe ser nula; descomponiendo
ésta como suma de las fuerzas activas (f;) y reactivas (R;),

Fi=f,+R;=0 Vi=i,...N. (1.90)

El trabajo virtual realizado por las fuerzas F'; para cualquier conjunto de
desplazamientos virtuales {d7;} es, por tanto, también nulo:

oWESFori=0  v{or}. (1.91)

(2

La equivalencia entre estas dos expresiones funciona también en sentido in-
verso: si se verifica la igualdad (1.91), se ha de verificar a su vez (1.90). Para
demostrar esto bastaria ir tomando sucesivos conjuntos de desplazamientos
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virtuales, con una tnica componente no nula; la igualdad (1.91) obligaria a
la nulidad de la componente de la fuerza correspondiente; al verificarse esta
ecuacion V{or;}, se deduce que todas las componentes de las fuerzas han
de ser nulas.

Por tanto, la ecuacion (1.91), enunciada para {dr;} arbitrarios, es con-
dicion necesaria y suficiente para el equilibrio.

Aunque se podria tomar este enunciado, con {dr;} arbitrarios, como
expresion del Principio de los Trabajos Virtuales, no se suele hacer asi por
la escasa utilidad que tiene un planteamiento tan general. Es preferible
formularlo en funcién de desplazamientos virtuales compatibles, como se
describe a continuacion.

1.5.1. El principio de los trabajos virtuales

Sea un sistema con enlaces lisos (recordamos la definicion realizada en
el apartado 1.2 como aquellos en que las fuerzas de enlace no realizan tra-
bajo para los desplazamientos permitidos por los enlaces), y un conjunto de
desplazamientos virtuales {d7;}, compatible con los enlaces. Al expresar el
trabajo virtual, el término de las fuerzas de enlace se anula:

5W:Zfi'5"“i+ZRi'5’l“i=0, V{ér;} comp.

N——

=0
Por tanto el trabajo virtual 6WW se puede calcular a partir inicamente de
las fuerzas activas (f;), eliminando las fuerzas reactivas del computo del
mismo. El principio de los trabajos virtuales reza entonces:

“En un sistema material sometido a enlaces lisos, es condicién
necesaria y suficiente para el equilibrio que el trabajo de las
fuerzas aplicadas para cualquier conjunto de desplazamientos
virtuales compatibles con los enlaces sea nulo:

oW = Z fi-or; =0, V{or;} comp.” (1.92)
i

OBSERVACIONES:

» Es inmediato comprobar que (1.92) se cumple necesariamente si se
verifica (1.90), es decir, se trata de una condicién necesaria para el
equilibrio en el sentido de Newton. Sin embargo, la suficiencia para
garantizar el equilibrio no se puede deducir directamente, como ocurria
en el caso de {0r;} arbitrarias (1.91).
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= Para una fuerza total F'; sobre un punto dado, se verifica que F';-dr; =
0, Vi (no sumado); sin embargo, para la fuerza activa correspondien-
te f; en general es f, - dr; # 0. Es decir, los términos individuales
del trabajo virtual de las fuerzas activas no tienen porqué anularse,
aunque la suma si es siempre nula (3, f, - dr; = 0).

= Las fuerzas activas f; deben incluir tanto las externas como las inter-
nas, que en un caso general si realizan trabajo virtual. Por el contrario,
f, excluyen a las fuerzas de reacciéon, que no desarrollan trabajo vir-
tual.

Estas observaciones justifican la consideracion del enunciado anterior
(1.92) como «principio», que se postula sin necesidad de demostracion. A
pesar de esto conviene mencionar que es posible encontrar algunas demostra-
ciones' que inciden en la equivalencia del principio de los trabajos virtuales
con la estatica.

Por dltimo, conviene notar que la ventaja del principio de los trabajos
virtuales es que plantea las condiciones para el equilibrio global del sistema,
sin emplear las reacciones de los enlaces lisos, que no hace falta calcular en
ningin momento.

También pueden tratarse problemas con enlaces no lisos, agregando a
la expresion (1.92) el trabajo virtual correspondiente a las reacciones de los
enlaces no lisos, como si se tratase de fuerzas activas. Dicho de otra forma,
las tnicas fuerzas de reaccién que se eliminan de la expresion general del
trabajo virtual son las de los enlaces lisos.

1.5.2. El principio de D’Alembert

Este principio extiende el de los trabajos virtuales a la dinamica. Par-
timos para ello de la segunda ley de Newton para una particula cualquiera
del sistema:

F,:mm Vi:L...N.

Pasando las «fuerzas de inercia» (—m;#;) al lado izquierdo del signo igual,
resulta una expresion del «equilibrio dindmico», analoga a (1.90):

Fi—mi#;=0 Vi=1,...N. (1.93)

Aplicamos ahora el principio de los trabajos virtuales al sistema de fuerzas
nulo F'; — m;#;, anulandose, al igual que antes, el trabajo de las fuerzas de
reaccion, bajo la hipétesis de enlaces lisos. Resulta entonces el enunciado
siguiente del Principio de D’Alembert:

Ypor ejemplo, Appell y Dautheville, en «Précis de Mecanique Rationelles
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“En un sistema material sometido a enlaces lisos, la evolucion
dindmica del sistema esta determinada, como condicién necesa-
ria y suficiente, por la anulacién en todo instante del trabajo de
las fuerzas aplicadas mas el trabajo de las fuerzas de inercia pa-
ra cualquier conjunto de desplazamientos virtuales compatibles
con los enlaces:

Z fi-ori— Zmzn -or; =0, V{or;} comp.”| (1.94)

N——
ow

OBSERVACIONES:

» Es inmediato comprobar que la condicién enunciada (1.94) es nece-
saria, a partir de (1.93). Sin embargo, no es sencillo demostrar la
suficiencia con caracter general.

» Para una particula dada serd en general (f, — m;#;) - 0r; # 0, es
decir que el sumando individual del trabajo virtual no se anula nece-
sariamente, aunque la suma extendida a todo el sistema si se anula
siempre.

= Aplica la misma observacion realizada arriba para el P.T.V. sobre la
naturaleza de las fuerzas f,.

En consecuencia, el principio de D’Alembert (1.94) debe considerarse como
un principio basico de la dindmica, alternativo a las leyes de Newton y
a los principios de Newton-Euler para dindmica de sistemas. Como caso
particular, el Principio de D’Alembert da lugar al Principio de los Trabajos
Virtuales.

Al igual que en el principio de los trabajos virtuales, el principio de
D’Alembert permite expresar la dindmica global del sistema en forma com-
pacta, eliminando las fuerzas de reaccién de los enlaces lisos.

Cuando lo que se busca es precisamente calcular el valor de alguna reac-
cion, es posible realizarlo mediante trabajos virtuales empleando un truco.
Para ello, se considera este vinculo «liberado» y la fuerza de reacciéon como
una fuerza activa normal, que tendria el efecto precisamente del vinculo.
esto nos permite tomar dr; vulnerando el vinculo. De esta manera, la reac-
cion correspondiente si realiza trabajo virtual, y la expresion de los trabajos
virtuales (1.92) 6 (1.94) permite calcular al final dicha reaccion.

La importancia de los métodos basados en los trabajos virtuales radi-
ca en que permiten obtener formulaciones practicas muy generales para la
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estatica o la dinamica de sistemas con varias particulas (ecuaciones de La-
grange, apartado 2.2). Asimismo son la base de métodos numéricos, muy
extendidos en la practica, para la resoluciéon de problemas con numerosos
grados de libertad, como el método de los elementos finitos. Estos métodos
son de una gran importancia en la mecénica computacional y en el célculo
de las estructuras.

EJEMPLO 1.8: El sistema de la figura consta de dos poleas, una A fija, de
la que cuelga una masa mg y por el otro lado otra polea B. A su vez de esta
segunda polea cuelgan dos masas ms y ms. Los hilos son inextensibles y las
poleas lisas y sin inercia. Obtener las ecuaciones de la dinamica aplicando
el principio de D’Alembert y las aceleraciones de cada una de las masas.
(Problema de Poggendorf.)

Figura 1.23: Ejemplo 1.8; Problema
de Poggendorf.

ms
ma

Solucion. Para definir el sistema se puede emplear la coordenada (absolu-
ta) z, medida en sentido descendente y a partir de una posiciéon dada de
cada uno de los elementos: (x1,x2, 23, xp). Asi en principio el sistema tiene
cuatro parametros, aunque estos se encuentran ligados por dos ecuaciones
de ligadura, por lo que el nimero de grados de libertad es de dos.

Empleando también la coordenada relativa z’, medida a partir de la
posicién del centro de la polea B, las ecuaciones de ligadura son:

1 = —IB;
, , (1.95)
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Teniendo en cuenta la definicién de las coordenadas relativas:

/ /
Ty =Ty —Xp; T3=2T3—TB, (1.96)

las ecuaciones (1.95) se convierten en la ecuacion de ligadura siguiente en
términos de (x1,x2,x3):

1
T = —5(1’2 + .Tg) . (1.97)

Esta ecuacion de ligadura nos permitira escribir las ecuaciones en funciéon
de las dos coordenadas libres (x1,x2).
La expresion del principio de D’Alembert es:

oW = mygdx1 + magdrs + msgdxs
= mqZ10x1 + moZodxe + m3isdrs,
V(0x1,0x2,dx3) compatibles. (1.98)
A partir de la ecuacion de ligadura (1.97) se deducen las siguientes dos
expresiones inmediatas:
0wy = —20x1 — 0x9; T3 = —2F1 — Io. (1.99)

Empleando estas ecuaciones en (1.98) y agrupando términos, se obtiene:

(m1g — 2m3g)dx1 + (Mag — m3g)dzs
= [mliél — 2m3(—2i'1 — i‘z)]é&?l =+ [mQ.fg — m3(—2j61 — ig)](sxg,
V((S.I‘l, 5$2) . (1.100)
Notese que, al ser libres, no hace falta exigir en la expresién anterior ninguna
condiciéon de «compatibilidad con los enlaces» a (dx1, dx2). Particularizando

para los valores (6x1 = 1,0x2 =0) y (0x; = 0,0x2 = 1) se obtienen las dos
ecuaciones de la dinamica:

mig — 2mzg = m1Z1 — 2ma(—2& — ¥2);

. .. . (1.101)
mag — m3g = maZe — m3(—2%1 — ¥2)
Despejando de estas ecuaciones el valor de las aceleraciones:

. mims + mimsg — dmsgms
Tr1 =

! gm1m2 + mims + 4dmsmeo (1 102)
. —3mims + mimso + 4dmsms ’

2 p—

mimsg + mims + 4msms
Por ultimo, empleando la expresion (1.99)2 se obtiene la aceleracion de ms:

—3mimsg + mims + 4msms

(1.103)
0

T3 =
mimeo + mims + dmsmeo
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1.6. Dinamica en sistemas no inerciales.

Las leyes de Newton son validas en los sistemas de referencia denomi-
nados inerciales. Se postula, al formularlas, la existencia al menos de un tal
sistema inercial; por el principio de relatividad de Galileo (apartado 0.3),
sabemos que cualquier otro sistema de referencia que tenga un movimiento
uniforme y rectilineo respecto del primero también sera inercial. En ocasio-
nes llamamos al sistema inercial «fijo», aunque este adjetivo no se emplea
con su significado estricto, sino como contraposicion al cardcter general de
un sistema «mo6vily, no inercial.

Los sistemas de referencia que posean, bien aceleracion lineal de su origen
(ap # 0), bien rotacion (€2 # 0), no seran inerciales. En ellos no se cumplen
las leyes de Newton, por lo que no seré posible, por ejemplo, aplicar a cada
particula la ecuacién F = ma, si la medicién de la aceleracion la realiza
un observador ligado al sistema movil. Sin embargo, es posible estudiar la
dindmica de estos sistemas aplicando ciertos términos correctores, lo que
puede tener interés préactico en algunos casos. De este tema tratamos a
continuacion.

1.6.1. Dinamica de la particula

Sea una particula observada desde dos sistemas de referencia distintos:
(S) = (Qzyz), inercial, y (S”) = (Ox'y'2’), no inercial:

z
2P Y
P . .
r Figura 1.24: Coordenadas de la parti-
9) x’ cula en sistemas de referencia inercial
To (Qxyz) y no inercial (Oz'y'2").
Q Y

Recordemos las relaciones entre posicion (1.24), velocidad (1.26) y ace-
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leracion (1.29) en ambos sistemas:

r=7ro0+p,
U:UO‘FQ/\P‘H’reh
—_—
varr
a:ao+Q/\p—|—ﬂ/\(Q/\p)—i—QQ/\vrel—l—arel,
——

Aarr Qcor

donde (r, v, a) son medidas que denominaremos «absolutas» (més preci-
samente, relativas a (5)), mientras que (p, Vyel, @re) son relativas a (S').

El término de arrastre es el que corresponde al movimiento del soli-
do rigido, es decir, el que tendria la particula sin movimiento relativo a
(S”). En el campo de velocidades es el tnico término complementario que
aparece. En cambio, para las aceleraciones aparece otro término adicional
denominado aceleracion de Coriolis. Expresando el principio de la cantidad
de movimiento (con aceleraciones absolutas, por supuesto):

F =ma= m(afarr + Qcor + arel) )

para expresarlo en funcion de las observaciones relativas a (S’) es necesario
pasar los términos complementarios a la izquierda:

F — mayy — MmQeor = Mayq - (1.104)

Por tanto, para aplicar la ecuacién de balance del principio, es necesario
anadir a las fuerzas realmente actuantes F' unas fuerzas de inercia ficti-
cias (—maay) vy (—macor), denominadas fuerzas de arrastre y de Coriolis
respectivamente.

Desarrollando su expresion, comprobamos que la fuerza de arrastre es
una funcién de punto, es decir, depende de p ademas de otros pardmetros
que puedan definir el movimiento del sistema movil (ao, €2, Q)

Fa © —mlao + QA p+ QA (RN p)]

=—-mf(p,a0,N,Q).
Bajo ciertas condiciones, la fuerza de arrastre se puede expresar como el

gradiente de un determinado campo escalar y, por tanto, resulta una fuerza
conservativa. Por ejemplo, si se verifica que 2 = 0,

Farr = _m[aO - sz + (Q : p)ﬂ] ;
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multiplicando escalarmente por dp obtenemos el trabajo elemental de esta
fuerza; si suponemos ademas que ap es constante, comprobamos que es una
diferencial exacta:

Fon-dp=—mao -dp+mQ%p-dp —m(Q- p)(-dp)
= d[-mao - p+ 502" = 2@ p)7;

la funciéon potencial de la que deriva es un campo escalar constante, —V (p),
por lo que la fuerza es conservativa:

Farr'dp:_dvu

siendo et m m
© 2 2 2
Vip) = mao-p—§(2 p +§(Q'P) :
Por el contrario, la fuerza de Coriolis no tiene una interpretacion clara,
al depender, no sélo de la posicién p, sino también de la velocidad relativa

Vrel-

EJjemMpPLO 1.9: El sistema natural para la observacién a escala humana es
uno ligado a la superficie de la tierra. Sin embargo, debido tanto al movi-
miento orbital de la tierra como a su rotacién este sistema no es inercial.
Se desea obtener la desviacion de la plomada en relacion con la vertical
geométrica dirigida hacia el centro de la esfera terrestre.

Figura 1.25: Triedro ligado a
la superficie de la tierra, en un
punto O. La tierra se supone
esférica, con la direccion x ha-
cia el este, la y hacia el norte,
y z sequn la vertical ascenden-
te.

Solucion. Un sistema muy aproximadamente inercial seria uno con origen
en el centro del Sol y direcciones de los ejes fijas segin las galaxias més
lejanas. Este sistema es adecuado para observaciones astronémicas. Es po-
sible considerar también un sistema con origen en el centro de la Tierra y
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orientacion fija en relaciéon con las galaxias lejanas. Cometeriamos, respecto
al caso anterior, el error debido a la aceleracién del centro de la Tierra en
su movimiento casi circular alrededor del Sol, es decir, la aceleraciéon cen-
tripeta. El error cometido por este término se ve muy aproximadamente
compensado por la atraccién gravitatoria del Sol:

F + Fsol =maop + May,

donde ap es la aceleraciéon del centro de la tierra. Fg, =~ magp, por lo que
eliminando estos dos términos queda:

F = MmaQye] -

Es decir, si prescindimos de considerar la atracciéon gravitatoria del sol, este
sistema resulta muy aproximadamente inercial.

Sin embargo, para describir movimientos «normales» a escala humana
y en la superficie terrestre, los sistemas anteriores poseen una complejidad
a todas luces excesiva. Es conveniente a menudo considerar un sistema de
ejes ligados a la superficie de la Tierra, que giran con la misma, ademas de
acompanarla en su movimiento de traslacion alrededor del Sol.

Sea una particula estacionaria en relaciéon con la superficie de la tierra,
vrel = 0. La tnica fuerza no inercial es la de arrastre, pues la fuerza de
Coriolis se anula. El vector € de rotaciéon de la Tierra, en funcién de los
ejes que hemos definido es (figura 1.26):

Q = Q(cos \j + sen k)

j Figura 1.26: Proyecciones de la velocidad de
rotacion 2 sobre las direcciones Oz y Oy si-
k tuadas en el plano del meridiano.

El vector posicion (medido desde el centro de la Tierra) es
r=Rk+ p~ Rk,

restringiéndonos a puntos proximos a la superficie de la Tierra. Esta tiene
una velocidad de rotacion constante en modulo y direccion (en una primera
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aproximacion), siendo 2 = 27/86 164 rad/s?’. Teniendo en cuenta que la
aceleracion del origen del triedro movil (punto situado en la superficie de la
Tierra) es ap = QA (Q A RE):

—Maayy = —mlao + LA (A p)]
=-—m[QA QA (RE+p))] = —m[QA (A RE)]
= —m[(Q - Rk)Q — O’ RK]
= —mQ? Rcos) (sen)\j — cos \k)
—_— —
dist. al eje versor perp. eje

Por tanto la plomada seguird la direccién de una gravedad aparente g’
(figura 1.27) definida como:

g def g — Q*Rcos A(sen \j — cos \k) .

Figura 1.27: Desviacion de la
plomada por efecto de la fuer-
za de arrastre (—maayy), 0b-
teniéndose la «gravedad apa-
rentey g'.

El efecto de modificaciéon aparente de g, en méodulo, es méaximo en el
Ecuador. Alli, la disminuciéon de g vale:

21 \? (4 x 107
Q2 = == ’2
R <86 164) < o > 0,03367 m/s

20La tierra efectiia una vuelta completa (27) en un dia sidéreo (86 164s). En un dia
solar (86400s) la rotacion efectuada es algo mayor que 2w, siendo ésto necesario para
volver a enfrentarse al sol al desplazarse la tierra en su orbita.
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Lo que representa alrededor de un 0,3 % del valor medio de g = 9,81 m/s.
Fuera del Ecuador, se ve también alterada la direccién de g, no estando
dirigida exactamente hacia el centro de la Tierra, aunque la modificaciéon
en moédulo es progresivamente menor. O

EJEMPLO 1.10: Se desea obtener las ecuaciones de la dindmica debido a los
efectos no inerciales de un sistema de referencia ligado a la superficie de la
tierra.

Solucion. La desviacion principal se produce por efecto de la aceleracion de
coriolis. Si el cuerpo estd en movimiento respecto de la superficie terrestre
(vrel # 0) es necesario ademés considerar la fuerza de Coriolis. Hemos visto
antes el efecto de modificacion de la gravedad aparente (g’) por virtud de
la fuerza de arrastre. La ecuacion de la dindmica se puede expresar como:

F
F="—+g —2Q AV
m

En el desarrollo que se realiza a continuacion, admitiremos que el desplaza-
miento sobre la tierra es pequeno, por lo que se mantiene aproximadamente
constante la latitud (\) asi como la direccion de g’, que como hemos visto
antes sufre una desviaciéon muy pequena respecto a g, dependiendo de la la-
titud. Tomamos los ejes de forma que k coincida con esta vertical aparente,
definida por g':

') 7 k
2NVl = 22| 0 cosA senA
Uy Uy v,

= 2Q[(v; cos A — vy sen )i + vy sen \j — vz cos Ak];  (1.105)

si llamamos a las fuerzas aplicadas por unidad de masa F'/m = Xi+Yj+
Zk, resultan tres ecuaciones escalares:

=X —2Q(2cos A — ysen \)
J=Y — 2Qisen \ (1.106)
2=7— g+ 2Qxcos A

Estas ecuaciones son de aplicacién general para el caso de proyectiles o
cuerpos moviles de corto alcance, en que son validas las hipoétesis realizadas
arriba. En caso contrario seria necesario considerar la variacién de A en el
movimiento. O
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EJEMPLO 1.11: Deducir las fuerzas inerciales que se producen por el mo-
vimiento de masas de aire y la circulaciéon atmosférica en zonas de bajas
presiones.

Solucion. En una zona de baja presion (lo que los meteordlogos llaman
borrasca) las particulas de aire tienden a desplazarse hacia el punto de
presion minima, por efecto del gradiente de presion. La velocidad generada
por este movimiento da lugar a una fuerza de inercia de Coriolis, segin la
ecuacion (1.105):

Fcor = —2mQ A Vrel

, , (1.107)
= 2mQu[sen A sen ai — sen A cos o + cos A cos ak]

Las componentes horizontales de esta fuerza originan una desviacién con-
sistente hacia la derecha en el sentido del movimiento, siempre que sea
sen A > 0, es decir, en el hemisferio Norte (figura 1.28). Eventualmente, se

N Figura 1.28: Fuerza

x v =1v(cosat+senay) de Coriolis horizon-
tal debida a la velo-

a y cidad en la superfi-

cie de la tierra (he-

F o) =2mQusen A(senat — cosa j) misferio Norte).

produce una circulacién estacionaria alrededor del centro de bajas presiones,
a modo de remolino, cuando el gradiente de presiones es contrarrestado por
la fuerza de Coriolis y por la propia fuerza centrifuga del movimiento circu-
lar. Este efecto produce una circulacion en sentido antihorario (figura 1.29)
en el hemisferio Norte. En el Sur es sen A < 0, por lo que la circulaciéon de
las borrascas sera en sentido horario. O

Figura 1.29: Lineas isobaras y circulacion
del aire en una borrasca por efecto de la ace-
leracion de Coriolis (hemisferio Norte).
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1.6.2. Dinamica de sistemas de varias particulas

Para un sistema formado por un conjunto de particulas, el estudio en una
referencia no inercial debera hacerse aplicando las fuerzas ficticias (1.104)
descritas en el apartado anterior a cada una de sus particulas. Al ser las
expresiones de estas fuerzas lineales en p y v, parece ldgico esperar que su
resultante tenga también una expresion sencilla, en funciéon del movimiento
del centro de masas G.

Figura 1.30: Sistema de wvarias parti-
culas en una referencia no inercial; la
posicion de cada particula es p;.

Supongamos un sistema de N particulas {m;}, siendo:

def
Mézmi
7

La resultante de las fuerzas de arrastre es:
def .
F,, = — Zmi(aarr)i =—[Map + 22N Z mip; + QLA (A Z mip;))

= —[Mao+MQAps+MQUAN(QApg)],

y la resultante de las fuerzas de Coriolis:

Foor © = 3" mi29 A (via)i] = ~[M 29 A (v6)re]

Expresiones que resultan de utilidad para aplicar la ecuacién de la cantidad
de movimiento y determinar la posiciéon del centro de masa. Sin embargo,
las expresiones de la ecuacién del momento cinético no son lineales en p vy,
por tanto, no resultan tan utiles. Volveremos esto més adelante para el caso
del solido rigido (capitulo 8).
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La dinamica analitica comprende una serie de métodos cuya caracteris-
tica principal es el tratamiento puramente abstracto, analitico, de los sis-
temas mecanicos. De esta forma, se separan al maximo las consideraciones
fisicas y geométricas necesarias para definir el movimiento, de las puramen-
te matemaéticas para plantear y solucionar las ecuaciones. Las primeras son
necesarias para formular las coordenadas, enlaces y magnitudes cinéticas
de un sistema dado; una vez realizada definiciéon de un sistema mediante la
adecuada seleccion de las magnitudes anteriores, los métodos de la mecanica
analitica permiten obtener las ecuaciones de la dinamica (o las condiciones
de la estatica en su caso) de forma casi automatica.

El iniciador de estas técnicas fue Joseph Louis Lagrange, a partir de la

2.1
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publicaciéon de su obra Mécanique Analytique' en 1788. Lagrange introdujo
numerosos conceptos empleados hoy dia en la mecanica y en las mateméti-
cas: formul6 las ecuaciones que llevan su nombre para la dindmica; colocod
sobre bases sélidas el calculo de variaciones; fue el inventor de las palabras
derivada y potencial; etc.

Otra figura clave en la mecanica analitica fue William Rowan Hamilton?,
ya en el siglo XIX (1805-1865). En su obra busco una gran generalidad,
desarrollando una teoria por la que el movimiento se puede reducir a la
«busqueda y diferenciacién de una sola funcion» (la integral de la accion
S). El punto de vista de Hamilton resulté muy fértil, resultando basico para
otros campos como la mecanica cuéntica, desarrollada posteriormente en el
siglo XX.

2.1. Coordenadas generalizadas

Un planteamiento basico de la mecéanica analitica es la descripcion de
los sistemas mediante «coordenadas generalizadasy .

DEFINICION: Se denominan coordenadas generalizadas a un conjunto cual-
quiera de parametros {q;, i = 1,2,...,n}, que sirven para determinar de
manera univoca la configuracion del sistema.

Estos parametros en principio pueden ser cualesquiera, sin necesitar ser
homogéneos en cuanto a dimensiones. Por ejemplo, se pueden mezclar longi-
tudes, angulos, etc. Una idea clave, subyacente en la elecciéon de coordenadas
generalizadas, es que éstas pueden englobar en su propia eleccién los enlaces
del sistema (todos o al menos una parte de ellos). De esta forma se consigue
una doble ventaja: por una parte, el niimero de parametros es menor que
el correspondiente directamente a las coordenadas de todas las particulas.
Por otra, el nimero de ecuaciones de enlace se ve igualmente reducido.

Un conjunto de coordenadas {¢;} se denomina «libre» cuando se pueden
variar de forma independiente entre si; es decir, si las variaciones de las
mismas, {dg;}, se pueden escoger de forma arbitraria. Caso de que no sea
asi, serd porque existe alguna ligadura que relacione dichas coordenadas,
bien de tipo holénomo o no holénomo.

Cuando las coordenadas generalizadas no sean libres, se debera a que

'En ella, Lagrange se vanagloriaba de que no habia ninguna figura, como botén de
muestra de que los métodos propuestos estaban libres de casuistica geométrica o topol6-
gica.

2Los métodos de la dinamica hamiltoniana no se tratan en este curso breve, pudiéndose
consultar de forma resumida en Curso de Mecdnica, J.M. Goicolea (2010), capitulo 12.
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subsisten condiciones de enlace formuladas de manera explicita. Estas se
traduciran en relaciones entre las ¢; (y también sus derivadas ¢; para enlaces
no holénomos). Debido a estas ligaduras el namero de grados de libertad es
en realidad menor que n. Por el contrario, si las coordenadas son libres, su
ntimero es precisamente el nimero de grados de libertad del sistema.

Por ejemplo, en el sistema plano rigido de la figura 2.1, al tener una
articulacion, basta con una tunica coordenada angular (n = 1; ¢ = 6).
En esta elecciéon ya quedan englobados implicitamente los enlaces, tanto
los internos (ligaduras de solido rigido) como los externos (articulacion). El
sistema tiene un grado de libertad.

Figura 2.1: El movimiento del sélido ar-
ticulado de la figura queda descrito por
una unica coordenada generalizada, el
dngulo 6. De esta forma se engloban todos
los enlaces, tanto internos (ligaduras de
sélido rigido) como externos (rétula ci-
lindrica en O).

Supongamos ahora el caso general de un sistema con un nimero finito
de particulas (IV), sujeto a m ligaduras holénomas y k anholénomas. Sera
posible su descripciéon mediante un conjunto méas reducido de n = 3N —m
pardmetros o coordenadas generalizadas. Esqueméticamente:

{mi7 Ti, ZzlaaN}
+
m enlaces holénomos

+
k enlaces anholénomos

0

{m;, i=1,...,N}, {¢;, j=1,...,n}.
+

k enlaces anholénomos

Esta reducciéon en el nimero de coordenadas se efectiia gracias a la elimina-
cién de los m enlaces holénomos, que quedarén implicitos en la eleccién de
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las coordenadas generalizadas. Por el contrario, los k£ enlaces anholénomos
no es posible eliminarlos, debiendo quedar planteados de forma expresa.

Un caso extremo de reduccién en el ntiimero de coordenadas es el del
solido rigido. Considerado como un medio continuo, es infinitamente sub-
divisible, teniendo por tanto un ntmero infinito de particulas y por tanto
de coordenadas. Sin embargo, recordemos (apartado 1.2) que los enlaces
internos del solido (distancia constante entre dos particulas cualesquiera)
permiten reducir el namero de coordenadas generalizadas del sélido a 6.

En general, existirdn unas relaciones entre los vectores de posiciéon de
cada particula y las coordenadas generalizadas del tipo:

’I“l':’l"i(qj',t) (izl,...,N; jzl,...,n) (21)

A los vectores de posicion de cada particula {r;} los denominaremos, por
extension, «coordenadas vectorialesy. Esta claro que éstas son equivalentes
a definir las 3N coordenadas cartesianas correspondientes. Por otra parte,
éstas solo seran libres para un sistema sin ligadura ninguna; en cualquier
otro caso, no formaran un conjunto libre.

Podra existir dependencia del tiempo en la definicién de las coordena-
das generalizadas (2.1) cuando se hayan tomado sistemas de coordenadas
moviles, o bien cuando haya enlaces méviles.

A partir de las relaciones (2.1), las velocidades se obtienen derivando:

. " or; . Or;
T = Z; @qﬂ + B (2.2)

llaméandose por extensién «velocidades generalizadas» a los términos ¢; =

de/dt.

EJEMPLO 2.1: Se considera un sistema formado por dos masas puntuales
(m1, mg) unidas entre si por un hilo sin masa de longitud ¢, estando m1 a su
vez unida a un punto fijo O por un hilo de igual longitud (péndulo doble). El
conjunto se mueve en un plano vertical. Obtener los grados de libertad y las
las coordenadas libres del sistema asi como la expresion de las coordenadas
cartesianas en funcién de ellas.

Solucion. El sistema tiene dos particulas en un plano, cuya configuracion
en principio estara fijada por sus coordenadas (x1,y1) y (z2,y2). Existen
dos enlaces holénomos que definen la distancia fija ¢ entre m; y O y entre
mo 'y mzp:

2 2 .2

0 =27+ i

= (9 —21)% + (y2 —11)°.
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Figura 2.2: Definicion de coorde-
nadas y grados de libertad en un
péndulo doble

Por tanto el sistema tiene dos grados de libertad. Al tratarse de un sistema
con enlaces holénomos es posible encontrar un conjunto de 2 coordenadas
generalizadas libres. En efecto, podemos considerar para ello los dngulos
(01,62). En funcion de ellos las coordenadas cartesianas se expresan como:

x1 = £senb, y1 = —Lcosby;

To = £senfq + £senbsy, yo = —Lcosfy — L cosby.
O

EJEMPLO 2.2: Se considera ahora dos masas mg y mq unidas por un hilo
sin masa de longitud constante /. La masa mg se mueve segtin una recta ho-
rizontal con velocidad impuesta v, mientras que m; permanece en el mismo
plano vertical. Obtener los grados de libertad y las las coordenadas libres
del sistema asi como la expresion de las coordenadas cartesianas en funcién
de ellas.

Figura 2.3: Definicion de coordenadas
y grados de libertad en un péndulo cu-
ya base tiene un movimiento prescri-
to, con velocidad constante v. Se con-
sidera que en el instante inicial la po-
steion de mo es xg.




2.6 Capitulo 2. DINAMICA ANALITICA

Solucidn. El sistema consta en principio de dos masas, aunque la primera
tiene su movimiento totalmente prescrito, por lo cual no es objeto de estudio
mediante las ecuaciones de la dindmica. La otra masa tiene dos coordenadas
cartesianas (1, y1) sujetas a un enlace holénomo, £2 = x% —i—x%, por lo cual el
sistema posee un solo grado de libertad. Podemos tomar como coordenada
libre el dngulo 60, expresédndose:

r1 =x9+vt+E€send; 1y = —Lcosh.

Se observa en la ecuacion anterior que la expresion de x; depende explici-
tamente del tiempo. Esto es debido al enlace moévil (movimiento impuesto)
de mg. Asimismo, podemos considerar que el sistema de coordenadas (ge-
neralizadas) para definir la posicion de my es movil, ya que el origen de las
coordenadas polares esta en mg. ]

EJEMPLO 2.3: Establecer los grados de libertad, coordenadas generalizadas
y enlaces de un sistema formado por dos particulas A y B, unidas por una
varilla rigida sin masa de longitud /. El conjunto se mueve sobre un plano
horizontal liso, existiendo en A un pequefio cuchillo que obliga a que ese
punto se mueva segin la direccion de la varilla (figura 2.4).

Figura 2.4: Sistema de dos particulas A y
B, unidas rigidamente, con cuchillo en el
apoyo de A que materializa un enlace an-
holdnomo.

Solucion. Al estar en un plano, se precisan en principio 4 coordenadas carte-
sianas para definir la configuracion, {x 4, ya, 2B, yp}. Estas se hallan sujetas
a 2 condiciones de enlace. Primeramente, el enlace holénomo correspondien-
te a la varilla rigida entre A y B
(zp—x4)” + (yp —ya)* = 1*.

Por otra parte, la condicién de apoyo mediante el cuchillo de cargas en A
resulta en imponer que la velocidad de este punto lleve la direccion de la
varilla, lo que constituye un enlace anholénomo:

—&A(yB —ya) +9a(zp —xa) = 0.
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El sistema posee por tanto 2 grados de libertad. Podrian escogerse coorde-
nadas generalizadas que eliminen el enlace holonomo (aunque no el anholo-
nomo). Tomaremos para ello las coordenadas del centro de masas (x,y) y el
angulo 6 formado con el eje x, un total de tres coordenadas. En funcién de
éstas, la velocidad de A se expresa como v g = (x+é€ sen 6)i+(y— %0 cosf)g,
y la normal a la varilla es n = —sen €1 + cosf j. La condicion del enlace es
v, -1 = 0, resultando

—Q'Usenﬁ—l—ycosﬁ—%é:O. (2.3)

De esta forma, el sistema queda definido por tres coordenadas generalizadas
sujetas a una ecuacion de enlace anholénomo. A pesar de que tiene dos
grados de libertad, debido a la naturaleza de este enlace no es posible definir
explicitamente un conjunto de dos coordenadas libres. O

2.2. Ecuaciones de Lagrange

2.2.1. El principio de D’Alembert en coordenadas generali-
zadas

Sea un sistema sometido a enlaces lisos. El principio de D’Alembert
(1.94) expresa:

N
Z(fi —m;#;) - or; =0, V{dr;} compatibles. (2.4)

i=1
En esta expresion f; incluyen sélo las fuerzas activas, excluyendo las reac-

ciones de los enlaces lisos.
Considerando una variacion «d» (es decir, infinitesimal y a tiempo cons-
tante) de las coordenadas en (2.1), se obtienen los desplazamientos virtuales:
n
or;

ori=» — i=1,...,N. (2.5)

0q;,
=1 94

. . . , . 8’)“i
Notese que en esta expresion no existe término Edt ya que 0t = 0 para

un desplazamiento virtual. La variacién § se realiza en un instante fijo de
tiempo, no a lo largo del movimiento. En esto difiere de los desplazamientos
infinitesimales reales a lo largo del movimiento, que a partir de (2.2) serian

" 87’2' 8?‘,‘

dr; = dg;
" % ot

— dt.
aq]'

Jj=1
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Sustituyendo (2.5) en (2.4) y reorganizando el orden de las sumas ¢, j:

n

N
Z Z fi-—— me : 5q] =0, V{d0g;} compatibles. (2.6)
j=1 Li=1

Analicemos con mayor detalle cada uno de los dos términos dentro del
corchete en esta expresion. El primero define unos coeficientes escalares que
llamaremos «Fuerzas generalizadas»:

def N or;
Q]§Zfzaiz j=1...,n. (2.7)
i=1 4

Es inmediato comprobar que (); son precisamente los coeficientes de dg; en
la expresion del trabajo virtual 6W:

N
5W:Zfi-5m—2f Zar’ —Z(Zf )5% (2.8)

El segundo término de (2.6) se puede expresar como:

me qj Tt <Zm”’z ) me t(g;l) (2.9)

Para lo que sigue, debemos precisar que consideraremos la dependencia
funcional de todas las magnitudes cinéticas sobre el conjunto de variables
independientes (gj, ¢;,t). Esta aclaracion precisa el significado de las de-
rivadas parciales. Asi, 0/0q;(-) indicara la derivada parcial respecto de la
coordenada ¢;, manteniéndose constantes el resto de coordenadas gj, (k # j)
asi como las velocidades ¢; y el tiempo .

Para continuar el desarrollo de la expresion (2.9), establezcamos antes
dos igualdades que seré necesario emplear:

87"2- 87"i

C9q; g5

Demostracion. En efecto, desarrollando el primer término,

a@_aq [Zarl, am] Zam _4' .
J

a% 8q}c ]
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9 i 8ri . 87.%
S dt \dg; ) g

Demostracion. En efecto, desarrollando ambos términos por separado:

d(ﬁm) zn: 0%r; i 87’2
t \ Og; 8q]8qk 8qJ8t

87‘"1 o Z 87’1 . Zn: az'rz . aQ'ri
0q; 8q] 8(] 8q] até)q]"
siendo ambas expresiones iguales, por la igualdad de las derivadas
cruzadas. 0
Empleando estos dos resultados y la definiciéon de energia cinética, T def
ZZN L 3m#7, la ecuacién (2.9) resulta:
N N N
or, d ( . am> Or;
S G (S 5] 3o
i=1 Ogj  dt i=1 04 i=1 04
d forT oT
= (=) -=, (2.10)
dt 8(]j aqj‘

Finalmente, empleando (2.7) y (2.10), el principio de D’Alembert (2.4) que-
da expresado en coordenadas generalizadas como:

~[d (oT\ oT
3|~ 5 —@i|9g =0, Vidg;} compatibles 211
; [dt <aqj> dg; Q]} 4 {dg;} comp (2.11)

Esta expresion, al tratarse del principio de D’alembert, puede ser conside-
rada por tanto como ecuacidn fundamental de la dindmica.

Conviene notar que en (2.11) no se emplean fuerzas fisicas en ningtun
término. Tan solo entran los coeficientes @);, fuerzas generalizadas, calcu-
ladas directamente a partir de la expresion (2.7) o como coeficientes del
trabajo virtual dW (2.8) segtn se ha dicho. Al igual que en el principio
de D’Alembert, en la definiciéon de @); tampoco intervienen las fuerzas de
reaccion de los enlaces lisos, que no realizan trabajo virtual.

2.2.2. Forma basica de las ecuaciones de Lagrange

La expresion (2.11) es completamente general por lo que se puede aplicar
a cualquier sistema, tanto con enlaces holénomos como no holénomos. En el
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caso en que todos los enlaces sean holonomos, seré posible siempre establecer
un conjunto de coordenadas libres {¢;}, en el que las variaciones {dg;} se
puedan escoger de manera arbitraria, manteniendo la compatibilidad con
los enlaces. En este caso, (2.11) equivale a enunciar que cada uno de los
coeficientes de las {dg;} ha de anularse:

d /or orT .
i (0) 5 =% =t =1

Estas expresiones son las llamadas ecuaciones de Lagrange, en su forma
bésica.

OBSERVACIONES:

» En (2.12) existe una ecuacion por cada grado de libertad, por lo que
la elecciéon de coordenadas generalizadas libres conduce directamente
al minimo nimero de ecuaciones dinédmicas.

» Se trata de ecuaciones diferenciales de segundo orden (al existir deri-
vadas temporales de los términos 97'/0¢;, que dependen, a su vez, de

Gs)-

» De las ecuaciones (2.12) han quedado eliminadas todas las reacciones
de enlace que no realizan trabajo virtual, correspondientes a los enla-
ces lisos. Esto contrasta con las ecuaciones procedentes de los teoremas

Newtonianos en las que, en principio, deben considerarse también es-
tas reacciones.

» Una vez evaluadas las expresiones de T' y de @Q);, las ecuaciones de
Lagrange se pueden obtener de forma automética sin mas que apli-
car las reglas analiticas de derivacion correspondientes a (2.12). Es
posible incluso automatizar su obtencién mediante una programacién
adecuada de sistemas de mateméatica simbolica, como MAPLE, MAT-
HEMATICA, MACSYMA, etc.

d /0T
» El significado fisico del término T <8> en (2.12) es el de las fuerzas
qj
de inercia. Para comprobarlo, tomemos como coordenadas las propias
coordenadas vectoriales r;:

drorN alo (&1, d, . .
£(5)-4[3 (B -t o
=1
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= Los términos 07'/0q; pueden interpretarse como fuerzas ficticias pro-
cedentes de la eleccion de coordenadas generalizadas {g;}. En caso
de que éstas sean simplemente las componentes cartesianas de los
vectores {7;}, desaparecerian. Estas fuerzas se anaden a las fuerzas
generalizadas @); en la direccion de g;.

» En el caso en que las coordenadas {¢;} no sean libres, sus variaciones
{0g;} no pueden ser arbitrarias, y no es posible llegar a ecuaciones
como las (2.12). Es necesario partir de la ley fundamental (2.11) y
emplear técnicas especiales de resolucion, segin se discute en el apar-
tado 2.2.7.

2.2.3. Caso en que las fuerzas provienen de un potencial.
Funcién Lagrangiana

Si las fuerzas aplicadas proceden de un potencial V',

ov
fi=—grad;V = " or,

las fuerzas generalizadas tendran entonces la expresion:

N N
def 37"i 1% 87"i oV
AZE ,.7:_5 - . = ——. 2.13
Q] P fz 8qj =1 87*@- 8qj 8q]‘ ( )

En lo que sigue, admitimos la hipotesis de que el potencial V' depende de
las coordenadas y posiblemente del tiempo®, pero no de las velocidades®:

V= V(Qj,t) = V(’I‘i,t).

Sustituyendo (2.13) y agrupando términos, las ecuaciones de Lagrange (2.12)
se pueden escribir como:

d (8T> AT V)

—_ (== =0 =1,... .

3Ya se ha comentado (apartado 1.1.3) que si el potencial no es constante (es decir,
OV (ri,t)/0t # 0), las fuerzas no son conservativas a pesar de provenir de un potencial.

“En caso de existir fuerzas de tipo electromagnético, esta suposiciéon no es vélida, ya
que las fuerzas dependen de la velocidad con la que se mueven las particulas con carga.
Es posible definir un potencial generalizado dependiente de la velocidad para este caso, y
establecer las ecuaciones de Lagrange correspondientes, aunque que no trataremos aqui
este aspecto para no complicar el desarrollo.
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Se define la funcion Lagrangiana como:

. def .
L(gj, 4j,t) = T(gj,d5,t) — V(gj,1);

al no depender V' de las velocidades, se verifica 01'/0¢; = 0L/0¢;. De esta
forma, las ecuaciones quedan finalmente:

d /(0L oL .

Estas expresiones constituyen las ecuaciones de Lagrange en su forma estan-
dar, aplicables para sistemas en que las fuerzas provienen de un potencial.

Es necesario comprender la importancia de la funciéon Lagrangiana L en
la caracterizacién dindmica de un sistema: basta con conocer su expresion,
L(gj,4;,t), para poder determinar a partir de ella las ecuaciones dinamicas
(2.14); toda la informacion dindamica del sistema esté por tanto contenida
en la estructura de L(gj, 4;,1).

EJEMPLO 2.4: Sea el problema de Poggendorf (ver ejemplo 1.8). Resolver
por los métodos de la dinamica analitica, obteniendo las ecuaciones de La-
grange.

Figura 2.5: Ejemplo 2.4; Problema
de Poggendorf.

ma
Solucion. El sistema es conservativo, ya que las poleas son lisas y solo actua
la gravedad. La funcion Lagrangiana es:

1 . 1 . 1 .
L=T-V = imlx% + imﬁ% + §m3x§ +migxy +magra +msgrs. (2.15)
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El sistema tiene en realidad dos grados de libertad sélo, ya que existe un
enlace holonomo (1.97), que permite escribir:

T3 = —21’1 — X2, (ifg = —2@'1 — jj’g. (2.16)

Eliminando &3 de (2.15), se expresa la Lagrangiana en funcién de coorde-
nadas libres:
r o, 1 51 . . 12
L= oMt + omaiy +oms (221 + @2)” + m1gx1 + magxe —m3g(2z1 + x2).
(2.17)
Las ecuaciones de Lagrange se obtienen calculando las derivadas de L:

d [ OL oL

— (=== = 4ms)i1 + 2maia = —2mag;  (2.18

% <8j:1> 5, (m1 4 4m3)@1 + 2msds = mig — 2msg;  (2.18)
d (0L oL

(=)= = o + 2m3l = - . 2.19

a <85’c2> O7s (ma2 + mg3)is + 2msi = mag — m3g (2.19)

Estas ecuaciones coinciden con las que se obtuvieron antes (1.101) mediante

la aplicacion directa del principio de D’Alembert. O

EJEMPLO 2.5: Para el problema del semidisco calculado anteriormente me-
diante las ecuaciones de Newton-Euler (1.6), obtener la Lagrangiana y la
ecuacion de Lagrange en funcion del grado de libertad 6 (figura 2.6).

Figura 2.6: Ejemplo 2.5 . Semidisco que rueda sin deslizar en una configu-
racion genérica, definida por el dngulo 0. La distancia del centro de masas
G vale d = %.
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Solucidon. El sistema es conservativo, ya que no se produce deslizamiento
en la base y las unicas fuerzas que trabajan son las de la gravedad. Esta
definido por un tnico grado de libertad (), ya que la condicion de rodadura
restringe dos grados de libertad de los tedricos tres que tendria un sélido
rigido en movimiento plano.

La funcion Lagrangiana es

1 1.
L=T-V= 5Mvé+§lc;92 — Mgya,

1 16
Ig=(=---— ) MR?%
. <2 9772) ’

4
yo = R — —RCOSG;
3T

siendo

) AR\ Z . AR .
vE = R*0% + (;) 0% — 2337]:92 cos .

(La expresion de @ se obtiene considerando que es la suma del arrastre del
centro del aro Rf y la rotacion de G alrededor del mismo df. )
Desarrollando la expresion resulta

1/3

8 . 4
L=—-|=-—— MR%*0?> — M 1——. 2.2
5 (2 i cos@) R°0 Rg< 37r> (2.20)

Realizando las derivadas se obtiene la ecuacién de Lagrange:

d (OL\ 0L N
dt \a9g) 90
3 8 R 4
5—3—cos0 MR 9+3 MR*0 sen@-—MRg—senQ (2.21)
T

De esta ecuacién se puede despejar la aceleracion,

8 (92 + g/R) sen 6
9r — 16

0=—

(2.22)

Se trata de la misma ecuacién obtenida antes por los procedimientos de
Newton-Euler (1.75), aunque ahora de forma mucho méas sencilla. O

EJEMPLO 2.6: El péndulo doble de la figura estd formado por dos varillas
rigidas y sin masa, con sendas masas (mj,mz) en los extremos. Las varillas
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Figura 2.7: Ejemplo 2.6.

estan unidas mediante articulaciones entre si y a un punto fijo. El movimien-
to se desarrolla en un plano vertical, sometido al peso propio. Determinar las
ecuaciones de la dindmica, empleando como coordenadas (libres) los angulos
(61,02) (ver figura 2.7).

Solucion. El sistema es conservativo y descrito mediante coordenadas li-
bres. La velocidad de mj es lél y la de my se halla como suma de los dos
vectores (figura 2.7) 161 v 105 que forman un angulo (62 — #1). Con todo, la
Lagrangiana resulta:

1 ) 1 ) ) ..
L=T=V =m0} + Smol? [9% 462 4 26164 cos(0 — 91)]

+ miglcos @y +mag(lcosby + lcosbs). (2.23)
Derivando la Lagrangiana se obtienen las ecuaciones de Lagrange:

da oLy _or
dt 891 _601

(m1 + mg)l2§1 + TTL2l2é2 COS(GQ — 91) — m2l2é% sen(92 — 01)
+ (m1 4+ ma)glsenf; =0 (2.24)

afory_o

m2l24§1 COS(02 — 91) + m2l2ég + TTLQZQG.% sen(02 — 91)
+maglsenfy =0. O (2.25)



2.16 Capitulo 2. DINAMICA ANALITICA

Unicidad de la funcién Lagrangiana

La eleccién de una funcién Lagrangiana para representar un sistema
no es unica. Para comprender esto basta considerar un potencial distinto
que difiera en una constante aditiva (V' =V + cte.), como sabemos, estos
dos potenciales son equivalentes por completo. Por tanto, dos Lagrangianas
que difieran en una constante también serdn equivalentes. Este resultado
se puede generalizar, ya que es posible comprobar que dos Lagrangianas
que difieran entre si en una derivada total de alguna funcién que dependa
exclusivamente de coordenadas y tiempo, son equivalentes’.

En efecto, sean L y L' tales que

) def ) d
L'(gj,45.t) = L(gj,45,t) + 5 (a5 t); (2.26)

siendo F'(gj,t) una funcién cualquiera de ¢; y t pero no de las velocidades
gj- Por la definicién funcional de F', desarrollando la derivada temporal:

dF = OF OF
L' -L=—= —q —
at > o T o
k=1
y las contribuciones de este término en las ecuaciones de Lagrange son:

d [0 (dF\] _d [OF] §~ OF . OF
dt |og; \'at )|~ at [ag;] ~ & 0q;00, " " dg;0t

0 [dF] <~ 90°F . = 0°F
L e D
Ogj | dt — 0q0q; 0tdq;
Como se ve, al restar ambos términos en (2.14) se anulan entre si, y el

resultado neto, de emplear L', son las mismas ecuaciones dindmicas que
para L.

Caso de fuerzas no conservativas

En los casos en que existan algunas fuerzas que procedan de un potencial
(Q}/ def —0V/0q;) y otras que no (Q;V)

191%
QJ:Q}/JFQ;'V:—?JF i
4a;

Las transformaciones que ocasionan una variacién de L de este tipo se denominan
«transformaciones de gauge», término proveniente del inglés, aunque la traduccioén directa
en castellano «transformaciones de galga» no parece tampoco muy atractiva.
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es posible definir una Lagrangiana parcial L =T — V| resultando entonces
las ecuaciones:

d (dL\ OL .y .
dt(aq)__Qj? j=1,...,n (2.27)

donde so6lo aparecen expresamente las fuerzas no conservativas Qé-v .

Transformaciones admisibles de coordenadas

Las coordenadas generalizadas empleadas son una eleccion, es facil com-
prender que no son unicas. Por ejemplo, en lugar de una coordenada g;
podria igualmente haberse considerado un miltiplo de esta (g; para cual-
quier 3 # 0. Si se emplean unas coordenadas distintas véalidas {g;} estas
darén lugar a un conjunto de ecuaciones de Lagrange también distintas pe-
ro equivalentes. La condicién general para admitir otras coordenadas puede
resumirse en que la transformaciéon sea regular, es decir que el determinante
de su jacobiano no se anule’:

'8% £0. (2.28)

0q;

2.2.4. Desarrollo explicito de las ecuaciones del movimiento
Expresiones de la energia cinética y momentos generalizados
La energia cinética es una funcién cuadratica de las velocidades. Esta

propiedad se conserva al expresarla en coordenadas generalizadas. En efecto,
desarrollando su expresion a partir de (2.2) se obtiene en el caso general

mir? =Ty + T + Tp, (2.29)

|

N
r-3
i=1

8 Curso de Mecdnica, J.M. Goicolea (2010), apartado 7.2.3.
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siendo T3 un término cuadrético en funciéon de ¢;, T3 lineal y Ty indepen-
diente de ¢;:

n

N
1 .. . def 8ri a’l"i
=Y - : d N 2.30
2 P 2alekQZ s1endo  agg 2 my e Oq ( )
n N
. . def or; Or;
T = kg_l akqr, siendo ap = ;:1 m; 90 o (2.31)

N g or;\ 2
Ty=)_ 5 <a;> (2.32)

=1

En el caso en que no exista dependencia explicita del tiempo en la de-
finicion de las coordenadas generalizadas (9r;/0t = 0), la expresion de la
energia cinética serd cuadratica homogénea en ¢;,

n

|
T'=1T= Z o Ok1dkL (2.33)
k=1

esto sucedera si no se emplean sistemas de coordenadas moéviles ni hay
enlaces rednomos (es decir, dependientes del tiempo).
Por otra parte, los momentos generalizados se definen como

def OL

j=1,... ; 2.34

admitiendo que el potencial no depende de las velocidades, se obtiene

[o) A— .
D=5 = Z ajkqr + aj . (2.35)
04 i

Forma general de las ecuaciones

En funcién de los momentos generalizados, las ecuaciones de Lagrange
(2.14) pueden reescribirse como

oL

) — — = =1,...,n). 2.
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Desarrollando estas expresiones puede comprobarse’ que la forma més ge-
neral de las ecuaciones puede expresarse como

= .. - . . - . " da; . Oa; 0Ty, OV
D gl D UMl + > vl + 3 "5kt Ty~ 0t =0
k=1 Lk=1 k=1 k=1 4j q;

(2.37)

donde se han empleado los coeficientes

Ldef 1 (Oajp,  Oaj 3%1)
kl,j] = = LRt L , 2.38
[h.] 2 ( oq  Oq.  Ogj (2.38)
def Oaj;  Oay .
g o= —s = — 2 % k=1,... . 2.
Vik Vkj aqk BQJ (.]7 ) ) n) ( 39)

En las ecuaciones (2.37) se distinguen términos proporcionales a las acelera-
ciones (gx), términos cuadraticos en las velocidades (gxq;), términos lineales
en las velocidades (qx) y por ultimo términos independientes.

2.2.5. Integrales primeras

Coordenadas ciclicas

Partiendo de las ecuaciones de Lagrange expresadas en la forma (2.36),
si la funciéon Lagrangiana L no depende explicitamente de una coordena-
da g; —es decir, 0L/0q; = 0—, se verifica la conservacion del momento
generalizado correspondiente:

oL
si — =0 = p; =cte. 2.40
8(]]’ J ( )

Se dice entonces que g; es una «coordenada ciclica» o ignorable. Las ex-
presiones (2.40) constituyen integrales primeras del movimiento, ya que son
ecuaciones en las que intervienen sélo derivadas primeras de las coordena-
das.

Se puede interpretar el significado de las coordenadas ciclicas consideran-
do que, si una coordenada g; es ciclica, se puede sustituir (¢;) por (¢j +C),
siendo C una constante, y las ecuaciones no varian. Esto se debe a que L
no depende de g;, y por otra parte ¢; es invariante ante ese cambio. Por el
contrario, hacemos notar que el hecho de que una coordenada sea ciclica no
quiere decir que su valor sea constante, ni tampoco la velocidad generalizada
correspondiente.

"Curso de Mecdnica, J.M. Goicolea (2010), apartado 7.2.4
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Sin embargo, para una coordenada ciclica g;, sera posible eliminar de las
ecuaciones la velocidad correspondiente ¢;, empleando la integral primera
(2.40). Si el sistema tiene n grados de libertad, de los que k corresponden
a coordenadas ciclicas, se podran eliminar éstas y quedar descrito el mo-
vimiento mediante dos conjuntos desacoplados de ecuaciones: k ecuaciones
(2.40) para las coordenadas ciclicas, y (n — k) ecuaciones (2.14) para las
demaés coordenadas. El problema se ve considerablemente simplificado, pro-
cediéndose en primer lugar a resolver estas ultimas (n — k) ecuaciones; una
vez resueltas, se obtiene el valor de las k coordenadas ciclicas®.

Es posible extender el concepto de coordenada ciclica para el caso en
que las fuerzas no procedan de un potencial. Para ello se define el momento
generalizado en direccién j como

p; e 0T
La condiciéon de coordenada ciclica sera entonces:
oT
si—=0yQ;=0 = p;=cte
aqj J J

Integral de Jacobi o de la Energia

En ocasiones es posible obtener una integral primera cuyo significado
esta relacionado con la energia total del sistema a partir de la funcién La-
grangiana. Para ello, observamos que la derivada total de L respecto del
tiempo es
n n

oL . oL . OL

+

d .
a6 =2 50+ ) bt G
J j=1 J

dt -
7=1

d
Sustituyendo a partir de (2.14), dL/0q; = 5(8L/8q]~), y operando:

dt ~ Zedt\og ) P T oY T o T at |[Leag; Y| T o

Agrupando los términos con derivadas totales, se deduce

d |<~ 0L . oL

- a4 — =~
dt = 0q; ot

8En Curso de Mecdnica, J.M. Goicolea (2010), apartado 12.7 se describe el procedi-
miento general de Routh para proceder a esta reduccion.
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de donde se obtiene la expresion de la llamada «integral de Jacobi»:

. OL def . oL
S1 87 = 07 = aiq]q‘] — L = cte <241)

j=1

OBSERVACIONES:

» En el caso en que 9r; /0t = 0, segtin vimos, la energia cinética es una
expresion cuadratica homogénea en ¢;. Entonces, a partir de (2.29,
2.30):

oL
T=T, = —= a;ikqg
2 aqj ; jkdk

y por tanto
"\ oL
h:E ai.qj‘—L:2T2—(T2—V):TQ+V:T+V,
— q;
j=1

por lo que h (2.41) coincide en este caso con la energia total, T+ V.

» Pudiera darse el caso de que 9r;/0t = 0 y, por tanto, T +V = h =
p;jq; — L, pero que esta expresion no se mantenga constante por ser
OL/0t # 0. Esto tultimo ocurrira si 0V (g;,t)/0t # 0, siendo en este
caso el sistema no conservativo desde el punto de vista fisico aunque
las fuerzas procedan de un potencial.

= Por otra parte, en los casos en que existan sistemas de coordenadas
moviles se verificara, como se ha dicho, dr; /0t # 0 y por tanto h =
pj¢; — L # T+ V. Sin embargo, puede que exista la integral de Jacobi
(si OL/0t = 0), aunque su significado fisico no sera en este caso la
conservaciéon de la energia. Un ejemplo tipico de esta situaciéon es
el de una referencia mévil pero inercial, con velocidad de traslacién
constante y rectilinea (cf. ejemplo 2.8)

Conservacion de la energia.— Otra manera —mas directa— de obte-
ner una integral de la energia es observando que, si las fuerzas son todas
conservativas, la energia se mantiene constante (1.45). En este caso, basta
con expresar dicha ecuaciéon en funcién de las coordenadas generalizadas
para obtener, en el marco de la dindmica analitica, la integral primera de la
energia, equivalente a (2.41). Recordemos que para que las fuerzas sean con-
servativas, ademés de provenir de un potencial, éste debe ser estacionario
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(0V/0t = 0). En funcion de las coordenadas generalizadas, esta condicion
se impone de la siguiente forma:

V(g;,t) . ov o .
dg; siendo 5 =0y (%n(qj,t) =0
Iz

E=T+4+V = cte.

si 3V tal que Q; = —

Hacemos notar que, en la expresion anterior, para establecer la constancia
del potencial V', ha sido necesario anadir la condicion (dr;/0t)(¢;,t) = 0,
es decir, que no existan sistemas de coordenadas moviles. Otra manera més
compacta de expresar la constancia de V' serfa en funcién de las coordenadas
vectoriales, mediante la condicién OV (r;,t)/0t = 0.

Por el contrario, en el caso en que el potencial V no sea constante,
aplicando el principio de la energia cinética (1.44),

N
OV (74, 1) OV (ri, 1)

por lo que
8‘/(7’1', t)
ot

es decir, no se conserva la energia T' + V. Hacemos la observacion de que
en la expresion anterior se emplea la derivada parcial respecto del tiempo
en relacion con las coordenadas vectoriales (absolutas), que es en general
distinta de la derivada cuando se consideran coordenadas generalizadas (po-
siblemente relativas o moviles):

AT +V) = dt # 0,

8V(’I‘Z‘, t)
ot

6V(q]', t)

7 ot

EJEMPLO 2.7: Sea el sistema formado por la masa mj que puede deslizar
libremente sobre una recta horizontal, y msy unida mediante una varilla
rigida y sin masa a m1, pudiendo girar libremente en un plano vertical.
a. Considerando los parametros (libres) (z,0) (ver figura 2.8), obtener
las ecuaciones de Lagrange e integrales primeras que hubiere.

b. Considerando ahora que se impone una velocidad constante v a my,
discutir la existencia de integrales primeras.

Solucion.



Aptdo. 2.2. Ecuaciones de Lagrange 2.23

Figura 2.8: Ejemplo 2.7.

a.— Desarrollando la funcién Lagrangiana resulta:

1 1 . :
L=T-V = imljzz + 5m2 (¢2 + 120% + 2136 cos 6) + maglcosf. (2.42)

Observamos que no depende explicitamente de x, por lo que ésta es una
coordenada ciclica:
oL oL

e 0 = p.= 5y = Mt + ma(& + 10 cos 0) = (cte.) (2.43)

La ecuacién de Lagrange en la otra coordenada es:

d (0L oL .
— (=) = = = ml®0 + mailcosf + maoglsend = 0. (2.44
dt<86> a0 2070+ 2 +mag (2.44)
En esta ecuacién aparece tanto # como la coordenada ciclica x. Es posible
eliminar esta ultima para obtener una ecuacién diferencial funcién exclusi-
vamente de las coordenadas no cglicas. Para ello, en primer lugar se despeja
derivando (2.43)

L (—lécos@ + 162 sen 9) ,
mi + ma
y sustituyendo en (2.44) resulta finalmente:
2
molf [ 1 — _m2 cos’0 ) + LZQHQ sen 0 cos 0 + moglsenf = 0.
mi + mso mi + ms
(2.45)

Por otra parte, todas las fuerzas son conservativas luego la energia total F
se conserva.

E=T+YV
1 1 . .
= §m1i2 + 5m2 (:’c2 + 126 4 2136 cos 9) — maglcosf (cte.). (2.46)
También puede razonarse que la Lagrangiana no depende del tiempo expli-
citamente, por lo que la integral de Jacobi h (2.41) es constante, y ademés

coincide con la energia E al no haber coordenadas méviles.
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b.— El sistema queda ahora con el tnico grado de libertad 6. La la-
grangiana es:

L= §m11)2 + §m2(02 + 1262 + 2016 cos 0) + magl cos 6. (2.47)
Ahora la energia total no se conserva, ya que se realiza un trabajo externo
para mover mp con la velocidad impuesta v. Sin embargo, L no depende
explicitamente del tiempo por lo que existe la integral de Jacobi:

OL o o p=% g
ot 00
1 1 . )
= —§m1v2 + img(—v2 + 120? + 2016 cos 0) — maglcosf (cte.). O

(2.48)

2.2.6. Sistemas naturales

Llamaremos sistema natural a un sistema descrito por las ecuaciones de
Lagrange en su forma estandar (2.14), en el que exista la integral de Jacobi
como constante del movimiento (9L/0t = 0) y la energia cinética sea funcion
cuadratica homogénea de las velocidades generalizadas (T' = T5).

Como se ha comentado antes (apartado 2.2.5), en este caso la integral de
Jacobi resulta tener un significado fisico claro, la energfa total del sistema,

h=T+V.

Al conservarse h se mantiene igualmente constante la energia, resultando
conservativo desde el punto de vista fisico.

Teniendo en cuenta que en un sistema natural los coeficientes en las
ecuaciones (2.31, 2.30) cumplen a; = 0 y da;;/0t = 0, las ecuaciones del
movimiento tienen una expresiéon considerablemente més sencilla que en el
caso general (2.37), resultando

n

. B4 ,
> adn + Y kL flakd + 5. =0 (=1l....n) (2.49)
k=1 k=1 4

En esta expresion se observa que las velocidades generalizadas ¢; intervienen
Gnicamente en términos cuadréticos.

Podemos observar que un sistema holénomo con integral de Jacobi, en
el que fuese T1 = 0 pero Ty # 0, tiene ecuaciones del movimiento muy
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similares a (2.49), ya que T puede considerarse agrupado con la energia
potencial V|
V=V -1,

de forma que la energia cinética restante es una expresioén cuadratica ho-
mogénea en las ¢;, al igual que en un sistema natural.

EJEMPLO 2.8: Sea un sistema formado por una masa y un resorte lineal,
capaz de moverse en una direcciéon, unido en su base a un punto que se
tiene un movimiento impuesto con velocidad uniforme vg. Sea [y la longitud
natural del muelle, k su constante, y x la elongacién respecto de la natural.
Discutir la existencia de una integral primera de la energia.

lo+x Figura 2.9: Sistema formado por una ma-
sa m y un muelle de constante k y longitud
natural ly, capaz de moverse en direccion x,

m cuya base tiene un movimiento impuesto de

vo L velocidad constante vg.
—

Solucion. La energia cinética es
1 . 2
T = im(vo + 1)

por lo que sus componentes homogéneas son

1 1
T, = §m$2; T, = muvpz; To= §mv§.

La energia potencial es
1
V = —ka®.
5 kT

Se comprueba inmediatamente que 0L/0t = 0, por lo que existe la integral
de Jacobi, que vale

1 1 1
h=Ty—To+V = -mi® — —mu} + ~ka?.
2 2 2
En este ejemplo, Ty es constante, por lo que la conservaciéon de h conduce
también a la conservaciéon de T, + V, aunque ambas constantes tengan
distinto valor.
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Otro procedimiento para analizar este ejemplo seria, considerando que
el sistema de referencia maévil con la base es inercial, realizar los céalculos
relativos a él:

1

T = —mi?;
1

V' = Zka?
B X

En este caso obtendriamos un sistema natural, en el que se conserva la
energia total 77 + V’. Observamos que ésta coincide con Th + V relativa al
sistema fijo inicial, que ya habiamos visto se conservaba. O

EJEMPLO 2.9: Un disco circular de radio a, situado en un plano horizon-
tal, tiene un movimiento de rotacién impuesto alrededor de su centro con
velocidad constante w. En su perimetro esta anclado un muelle, de longitud
natural rg, que en su otro extremo tiene una masa m. Obtener las ecuaciones

del movimiento e identificar los términos giroscopicos’.

Figura 2.10: Disco que gira con
velocidad constante w, con un
resorte fijado en su perimetro,
al cual estd sujeta a su vez una
particula de masa m.

Solucidon. Para calcular la energia cinética debemos expresar antes la velo-
cidad del punto P, lo que puede hacerse a través del movimiento relativo al
disco,

9Se denomina asi a los términos lineales en las velocidades y con coeficientes hemi-
simétricos ;i en las ecuaciones (2.37), véase Curso de Mecdnica, J.M. Goicolea (2010),
apartado 7.2.8.
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Vp = VA +Vp|g
= [~awsen(wt) — r(w + ) sen(wt + @) + 7 cos(wt + )] ¢
+ [aw cos(wt) 4 r(w + ¢) cos(wt + @) + rsen(wt + ¢)] J

La expresiéon de la Lagrangiana es

k
L= % [a*w? + 1% (w + $)* + 72 + 2arw(w + $) cos ¢ + 2awr sen | —5(7’—7’0)2.

Las ecuaciones de Lagrange resultan
mi — mrgb2 — 2mrwy — mrw? — maw? cos e+ k(r—rg)=0

mr2p + 2mrrg + 2mrwr + marw? sen = 0

En la primera ecuacién —respecto a r— el término giroscopico es —2mrwe,
y en la segunda ecuacién —respecto a ¢— el término correspondiente es
+2mrwr. La matriz de coeficientes hemisimétricos es por tanto

is] = 0 —2mrw
Tiil =\ omrw 0 ’

Estos términos son los que corresponden al desarrollo de la energia cinética,

T ="1T,+ T + To;
T, = %m(r%ﬁ +i7),
T1 = m(r?wp + arwp cos ¢ + awr sen @),
Ty = %mwz(QQ + 72 + 2ar cos ©),
de donde se deduce
o1y oty 2
r = > = MaWrseny, a, = R = Mr W + marw cos ¢;
_ Oay  Oay = —2Mrw, Ypr = —Yrp = 2Mrw O

= 50 T or

2.2.7. Sistemas con ligaduras

Sea un sistema descrito mediante coordenadas generalizadas {¢;} no li-
bres. En este caso, las variaciones {d¢;} no pueden considerarse arbitrarias
y el sistema estda gobernado por la ecuacién fundamental de la dindmica
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(2.11). Si el sistema admite potencial V' se puede escribir esta tltima ecua-
cion en funcién de la Lagrangiana L:

" [d /0L oL
— | =— | ——=19q;, =0, V{dq;} compatibles. 2.50
> [ (55 )~ =0 i) com e

Al no ser arbitrarias las variaciones {dg; }, estando sujetas a restricciones de
los enlaces, no se pueden eliminar de la ecuacién anterior.

No resulta posible elegir un conjunto de coordenadas libres si existen
enlaces anholénomos en los que intervienen las velocidades, del tipo:

Existe un método general para resolver estos sistemas anholénomos con
ligaduras, mediante el empleo de multiplicadores de Lagrange. Su desarrollo
excede los objetivos de este curso y por tanto no se incluye aqui, pudiendo
consultarse en otros textos'’.

10 Curso de Mecdnica, J.M. Goicolea (2010), apartado 7.4.
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3.1. Consideraciones generales

En los capitulos precedentes se ha estudiado la descripciéon del movi-
miento (cinematica), las magnitudes que caracterizan al mismo en sistemas

3.1
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materiales (cinética), y la evolucion de estas magnitudes con el tiempo (di-
namica).

En este capitulo se estudiara la estitica o equilibrio de los sistemas,
entendida como la ausencia de movimiento. Se trata por tanto de un caso
particular de la dinamica, pero que por su importancia merece un trata-
miento especial.

DEFINICION:

Se dice que un sistema material estd en equilibrio cuando to-
das sus particulas se encuentran en reposo, y permanecen en el
mismo estado de reposo.

Para que se verifique el equilibrio y éste sea estable han de darse una
serie de condiciones, cuyo analisis constituye el objeto de la estatica. Esta
permitird analizar diversos tipos de problemas:

1. Para un sistema sometido a un conjunto de fuerzas dadas, establecer
la existencia de una o mas posibles configuraciones de equilibrio y
determinar éstas.

2. Analizar la estabilidad de las posiciones de equilibrio. El concepto de
estabilidad consiste en garantizar si ante pequeias perturbaciones res-
pecto de la posicion de equilibrio se mantiene el movimiento préximo
a dicha configuracion, o si por el contrario se aleja indefinidamente de
la misma.

3. Para un sistema en una configuraciéon geométrica determinada, de-
terminar las acciones necesarias (tanto en lo que respecta a fuerzas
activas como a reacciones) para el equilibrio y su estabilidad.

Las aplicaciones practicas de la estatica en la ingenieria son muy nu-
merosas, siendo quiza la parte de la mecanica més empleada. Esto es asi
especialmente en la ingenieria civil y en el analisis estructural: por lo general
las estructuras se disefian para estar y permanecer en reposo bajo las cargas
de servicio estaticas, o para que su movimiento bajo cargas dindmicas sea
pequeno y estable (vibraciones).

Los principios generales de la dinamica de sistemas, desarrollados en
los capitulos anteriores permiten, mediante su particularizacién a las condi-
ciones de la estatica, establecer las condiciones generales del equilibrio. En
concreto, para un sistema general de varias particulas (digamos N), la apli-
cacion del principio de la cantidad de movimiento a cada particula (ecuacion
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(1.33)), para las condiciones particulares del equilibrio (dv;/dt = 0), da lu-
gar a una condicion necesaria: F; = 0, (i = 1,2,...N). Por otra parte,
si el sistema parte de un estado inicial de reposo (v;(0) = 0) la condiciéon
anterior es también suficiente. Podemos adoptar por lo tanto con carécter
general como condicion de equilibrio (necesaria y suficiente) la anulacion de
la resultante de las fuerzas ejercidas sobre cada particula:

'vi(O):0, F,=0 <— Ui(t)zo Vi=1,2,...N (31)

En los sistemas reales con infinitas particulas (p. €j., solidos rigidos consi-
derados como medios continuos) es preciso reducir las condiciones generales
para el equilibrio expresadas arriba a un ntimero menor de condiciones, de
forma que sea abordable el problema mediante los métodos de la mecénica
de sistemas discretos estudiados en este curso’. En cualquier caso, el estudio
de las fuerzas sera esencial para las condiciones de equilibrio.

Ya se establecié una clasificacion somera de las fuerzas en un sistema en
el apartado 1.2. Sin embargo, recordaremos aqui algunos conceptos que nos
seran tutiles para la estitica. En primer lugar, es posible clasificar las fuerzas
en fuerzas activas o directamente aplicadas, y fuerzas pasivas, también lla-
madas reacciones o fuerzas de ligadura. Las primeras son las que tienen un
valor conocido, variables con el tiempo o no (por ejemplo, cargas exteriores
ejercidas sobre el sistema), o posiblemente en funciéon de la configuracion o
estado del sistema (por ejemplo, fuerzas internas en muelles o amortiguado-
res). Por el contrario, se consideran reacciones las que sirven para imponer
una determinada ligadura o apoyo, y cuyo valor debe calcularse imponiendo
las ecuaciones de equilibrio compatibles con dicha ligadura (o de la dinamica
si el problema no es estatico).

Otra clasificacion de las fuerzas a tener en cuenta es como interiores y
exteriores. El primer caso engloba a todas las que provienen de particulas
dentro del propio sistema, tanto por acciones de contacto, acciones a dis-
tancia (por ejemplo, atraccion gravitatoria), o mediante elementos discretos
como resortes o amortiguadores. En este caso tanto la accién como la reac-
cibn que postula la tercera ley de Newton se ejercen entre particulas del
sistema. Por el contrario, se denomina fuerza exterior a la que proviene de
puntos externos al sistema, y la reaccién a la misma no se ejerce por tanto
sobre el sistema. Tanto las fuerzas activas como las reacciones pueden ser

!Se puede estudiar la estatica (y también la dindmica) en medios continuos, mediante
ecuaciones en derivadas parciales o formulaciones débiles equivalentes como el principio
de los trabajos virtuales. Entre los procedimientos de resolucién, el mas potente en la
actualidad es el Método de los Elementos Finitos (M.E.F.), especialmente adecuado para
su tratamiento numeérico en ordenadores.
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a su vez interiores o exteriores, siendo ambas clasificaciones independien-
tes. Asi, las ligaduras pueden provenir de particulas del mismo sistema (por
ejemplo, distancias constantes entre puntos de un solido rigido) o de fuera
del mismo (por ejemplo, apoyos o sustentaciones externas).

Otro elemento importante para el analisis del equilibrio son las ligaduras
o enlaces. Ya se hablé sobre ellas en el apartado 1.2, por lo que sélamente
recordaremos aqui los aspectos fundamentales. Estableciamos alli la clasifi-
cacién entre enlaces holdnomos, funciones que imponian condiciones entre
coordenadas y tiempo:

o(ri,re, ..., 1y, t) =0, (3.2)

y enlaces anholénomos, funciones que adicionalmente dependian de las ve-
locidades:

¢(T17"'7T’na’i‘17"'7,’:‘7’b7 t):() (33>

Asimismo, en funciéon de su variaciéon temporal, los enlaces se denominan
rednomos si dependen explicitamente del tiempo (9¢/0t # 0) o esclerd-
nomos si no varfan con el tiempo (9¢/0t = 0). Por ultimo, denominamos
lisos a los enlaces cuyas fuerzas de reaccion no realizan trabajo para los mo-
vimientos permitidos por los mismos, mientras que seran rugosos en caso
contrario. Para que tenga sentido esta tltima clasificacién, es obvio que el
enlace debe permitir algiin movimiento, ya que en caso contrario no cabe ha-
blar de trabajo. Para ilustrar esta tltima clasificacién, considérese un apoyo
deslizante, que puede ser liso o con rozamiento entre las superficies; por el
contrario, si el apoyo restringe todos los movimientos del punto en cuestion
se convierte en un empotramiento, al cual no tiene sentido calificarlo como
liso ni rugoso.

3.2. Condiciones analiticas del equilibrio

En el capitulo 2 se estudié la formulacién analitica de la mecénica, en
relacion con la dindmica. Recordemos que la base de dicho planteamiento,
debido originalmente al matemético francés Lagrange, es la descripcion de
la configuracion del sistema mediante un conjunto reducido de coordenadas
generalizadas, para las que empleamos la notacion {¢;} (i =1,2,...,n), que
sirven para definir de manera univoca la configuraciéon. Estas coordenadas
pueden, en principio, representar magnitudes fisicas diversas (longitudes,
angulos, distancias al cuadrado, ... ), no estando restringidas a sistemas de
coordenadas algebraicas ni a bases de espacios vectoriales.



Aptdo. 3.2. Condiciones analiticas del equilibrio 3.5

La ventaja fundamental del uso de coordenadas generalizadas es que
en su propia eleccién esta incluida de forma implicita toda o a menos gran
parte de la informacién de los enlaces. Cuando los enlaces son holénomos, de
las ecuaciones (3.2) que los expresan podemos “eliminar” las coordenadas
dependientes; de esta forma, restan al final tinicamente las coordenadas
independientes o grados de libertad del sistema. Si existen ademas enlaces
anholonomos propiamente dichos (es decir, no integrables) no sera posible
eliminar las coordenadas redundantes y sera preciso mantener sus ecuaciones
de ligadura de manera explicita, para solucionarlas finalmente junto con
las ecuaciones de la dindmica mediante multiplicadores de Lagrange (ver
apartado 2.2.7).

En cualquier caso, el estudio de un sistema mediante coordenadas ge-
neralizadas permite un marco ventajoso para establecer las condiciones de
equilibrio, ya que por lo general nos restringiremos al minimo mtmero de
condiciones. Sean las coordenadas generalizadas libres o no, por lo general
son un numero mucho méas reducido que el de las coordenadas cartesianas
de todas las particulas del sistema; normalmente, seran ademés un conjunto
discreto y finito de coordenadas, en lugar de un nimero infinito como por
ejemplo el que corresponde a las particulas de un sélido considerado como
un medio continuo.

Puesto que la relaciéon entre las configuraciones o posiciones del sistema
y las coordenadas generalizadas r;(¢;) (i =1,...N;j =1,...n) es univoca,
es obvio que la definicion de equilibrio (3.1) dada en el apartado anterior
es equivalente a exigir que las coordenadas generalizadas sean constantes y
permanezcan constantes:

g =0, ¢ =0 (j=1,...,n)| (condiciéon de equilibrio) (3.4)

Para establecer la restriccién que esta condicién impone a las fuerzas, par-
timos de las ecuaciones de Lagrange (2.12):

d /oT or
— (=)= = 0. 3.5
it (53,) =y = &
donde @); son las fuerzas generalizadas (ecuacion (2.7)) y T es la energia

cinética. Esta altima viene dada, en el caso en que los enlaces no dependan
del tiempo, mediante (2.33):

1 ..
T= 5 @kLqkd

2al igual que en capitulos anteriores, adoptaremos aqui el convenio de sumatorio im-
plicito para los indices repetidos
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donde los coeficientes ag; son simétricos, y pueden ser funcién a su vez de
las coordenadas, ay;(g;). Sustituyendo en las ecuaciones de Lagrange (3.5),
d(lkj

a Gk + agjqr —

Oay . .
iquqk(ﬂ =Qj
y empleando la condicion de equilibrio (3.4) se llega a la condiciéon equiva-
lente

Q=0 (j=1,...,n) (3.6)

Es facil ver también que, si (); = 0 y se parte de condiciones iniciales de
reposo (¢;(0) = 0), puesto que la matriz de coeficientes ay; es regular, ha de
ser §; = 0. Por lo tanto, la anulacién de las fuerzas generalizadas (3.6) es
necesaria y suficiente para el equilibrio de un sistema, pudiendo considerarse
como una condicién equivalente a (3.4).

3.2.1. Unicidad del equilibrio; condicién de Lipschitz

Acabamos de ver que si se anulan las fuerzas generalizas (Q); = 0) existe
solucién estética o de equilibrio. Sin embargo, no queda demostrado desde
el punto de vista matemético la unicidad de esta solucién. Podria, en teoria,
existir otra solucién que fuese dindmica.

Desde un punto de vista fisico determinista la falta de unicidad no tiene
sentido, pues supondria que a partir de condiciones iniciales dadas es impo-
sible predecir el estado o la evolucién de un sistema. Esto de hecho ocurre
en la dindmica para el caso de los sistemas cadticos, en los que el desorden
(“caos”) se debe en realidad a una gran sensibilidad frente a perturbaciones
pequenas, haciéndose en la préictica impredecible su evolucion.

Veamos un sencillo ejemplo de sistema que posee solucién no tnica,
estatica y dinamica:

mi‘:k‘\/\:d

La solucion estéatica es obviamente:

, siendo m,k >0 (3.7)

x=0
Sin embargo, existe asimismo una solucién dinamica dada por:

2
T = K t
144m?

basta sustituir en (3.7) para comprobar que esta solucién cumple efectiva-
mente la ecuacion.
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Matemaéticamente, la condicién de unicidad se expresa por la Condicion
de Lipschitz:

Se dice que una funcién Q(q;,t), definida en un Dominio D cum-
ple la condicién de Lipschitz respecto de las variables {¢;} si se
puede encontrar una constante k tal que Vq; € D y VAg;,

Qai + Agi,t) — Q(gi, 1) <k Y [Agi] (3.8)

La constante k se denomina constante de Lipschitz.
Si el Dominio D es convexo, un requisito suficiente para la condicién de

0
Lipschitz es que existan derivadas parciales —Q, y que estén acotadas en D.

Oa:

La funcion (3.7) propuesta en el ejemplo (gnterior no podemos garanti-
zar que cumple la condicién de Lipschitz en o = 0, pues no existe alli su
derivada. por tanto, no esta garantizada la unicidad de la solucién, que de
hecho hemos visto no es tnica.
{ F(x) Figura 3.1:  Sistema
------------- — k \/m e gobernado por la ecua-
cion mx = k\/m;
la solucion estatica en
xz = 0 no es unica, de-
bido a la no deriwvabi-
lidad de la funcion de

fuerza en este punto.

3.3. Estabilidad del equilibrio

3.3.1. Concepto de estabilidad

Una perturbacion del equilibrio en que se alteren las coordenadas {g¢;},
o bien se ponga en movimiento el sistema con velocidades iniciales {¢; # 0},
daré lugar a una evolucién dindmica del sistema, en la que obviamente la
configuracién varia respecto de la posicion de equilibrio.

Se dice que el equilibrio es estable cuando la variacién respecto de la
posicién de equilibrio esta acotada, llegando a ser tan pequeiia como que-
ramos al hacer la perturbacién suficientemente pequenia. En términos méas
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mg
I mg I Figura 3.2: Ejemplos de equi-
5 librio estable, inestable e in-
2 O O O diferente.
mg

precisos, y suponiendo que la posicion de equilibrio corresponde a {g; = 0},
diremos que el equilibrio es estable si para un valor € tan pequeno como se
desee es posible encontrar un valor § de forma que:

Ve, 30 tal que |qoil <9, |doil <6 = |ail<e

En este caso lo que ocurre es que las fuerzas que se originan en esta
perturbacién tienden a devolver al sistema a su posicién de equilibrio.

Por el contrario, se dice que el equilibrio es inestable cuando la confi-
guracion del sistema no esta acotada, atin para una perturbaciéon pequena,
perdiéndose por tanto la posicién de equilibrio. Las fuerzas tienden a separar
el sistema de su posicién de equilibrio.

Por ultimo, cabe hablar también de equilibrio indiferente, referido a
perturbaciones en que se alteran tan so6lo las coordenadas, pero no las velo-
cidades. En este caso las nuevas posiciones, cercanas a la posicién original
de equilibrio siguen siendo de equilibrio.

Restringiéndonos al caso en que las fuerzas provengan de un potencial V'
(Qi = —0V/0q;), es inmediato observar que la condicion de equilibrio (3.6)
exige que éste adopte un valor estacionario en la posiciéon de equilibrio:

oV
=0 i=1,...n 3.9
0. ( ) (3.9)

El problema de la estabilidad del equilibrio es en realidad un problema de
dindmica, como se ha observado arriba, puesto que una vez que se perturba
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la posicién de equilibrio, aunque sea ligeramente, se pierden las condiciones
estaticas (3.4).

3.3.2. Condiciones de estabilidad: teorema de Lejeune-Dirichlet

Supongamos un sistema en que las fuerzas provienen de un potencial
V:Q; = —90V/dq;, y que ademés es autonomo: 9V/0t = 0. Sabemos que
en el equilibrio debe cumplirse 0V /dq; = 0, por lo cual V' adopta un valor
estacionario en dicho punto. La condicién analitica para la estabilidad del
equilibrio viene dada por el teorema de Lejeune-Dirichlet, que afirma:

“Si el potencial V' es minimo en la posicién de equilibrio, ésta es
estable”

Cuando el potencial toma un valor estacionario correspondiente a un ma-
ximo, por el contrario, el equilibrio es inestable. En el caso en que V sea
estacionario pero no corresponda ni a un minimo ni a un maximo, el caricter
del equilibrio es en principio dudoso, pudiendo corresponder a situaciones
de equilibrio indiferente o inestable.

Veamos en primer lugar una justificacién del teorema mediante un razo-
namiento sencillo e intuitivo, basado en la conservacién de la energia total,
E =T + V. Dicha energia debe conservarse, al provenir las fuerzas de un
potencial auténomo. Supongamos una perturbacion del equilibrio, que es-
té asociada bien a un cambio de las coordenadas {g;} o de las velocidades
{di}, o de ambas al tiempo. En cualquier caso, y asignando (sin pérdida de
generalidad) valor nulo al potencial en la posicion de equilibrio, en ella la
energia total es nula; la perturbacién inicial del mismo esta asociada a una
energia pequena e = AFE de forma que en la evolucion posterior (dinamica)
se cumple:

e=T+V

Si en la posicion de equilibrio V|, = 0 es un minimo local, al separarse
ligeramente del mismo serd V' > 0. Por otra parte la energia cinética también
se anula en la posicién de equilibrio y su caracter esencialmente positivo
obliga igualemente a que sea 1" > 0. Al ser 7'+ V = ¢, esto indica que
ambos deben estar acotados:

T+V =g, T>0V>0 = T<eV<e

La regularidad de V y T como funciones de las coordenadas y de las velo-
cidades respectivamente hacen que esta condicién sea equivalente a que las
coordenadas y las velocidades se mantengan igualmente pequenas, asegu-
rando por tanto la estabilidad.
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Por el contrario, si V' estd en un punto de méximo, al apartarse del
equilibrio es V' < 0, por lo cual la energia cinética T" debe crecer para
mantener la suma igual a €, apartandose el sistema cada vez mas de la
posicién de equilibrio, con lo que éste sera inestable.

Es posible realizar una discusion algo mas precisa de la estabilidad ba-
sandose en el desarrollo en serie de V:

oV 1 0*v
V) =VO0)+ =—| ¢+ =5 qgj +... 3.10
(@=VO) + 5| et 5| a (310)
S—— SN———
=0 difk“
= kij

La variacién del potencial respecto de la posicién de equilibrio es por tanto

1 9*v

AV:V(Q)—V(O)—§W
104,

qiqj + - .. (3.11)
0

Si se desprecian en el desarrollo anterior los términos de orden superior
al segundo, la condicién de estabilidad viene determinada por la matriz de

coeficientes [K] = [k;;] en (3.10). La condicién de minimo equivale a que
esta matriz sea definida positiva, es decir
{a}'[K}{a} >0 V{a} # {0}. (3.12)

Puede tedricamente darse el caso de que V' sea minimo pero que no se cumpla
estrictamente la condicién anterior, siendo la desigualdad > 0. La matriz
[K] = [ksj] seria entonces semidefinida positiva, siendo preciso para evaluar
la estabilidad un estudio més detallado de los términos de orden superior.
En concreto serian los términos pares de orden superior al segundo en (3.10)
los encargados de hacer cumplir la condicién de minimo, AV > 0.

El hecho de que el potencial sea minimo corresponde a que las fuerzas
que se generan en el sistema al perturbar la posicién de equilibrio,

0*V

Q' = qj,
"7 0q;0q;

que son fuerzas pequeiias (del orden de g;), tiendan a recuperar la posicion
de equilibrio. Si existen ademas fuerzas de tipo viscoso (proporcionales a las
velocidades ¢;) éstas no alteran la naturaleza del equilibrio puesto que son
infinitésimas para alteraciones de las posiciones proximas al equilibrio. En
efecto, producida una perturbacién en coordenadas, estas fuerzas de tipo
viscoso no tenderian ni a devolver ni a apartar al sistema de la posicién de
equilibrio si las velocidades son cero, o practicamente cero.
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Por el contrario, hay resistencias pasivas como el rozamiento que toman
un valor finito ante cualquier intento de desplazamiento, en el sentido de im-
pedir el mismo. En este caso si pueden resultar estabilizadoras del equilibrio,
creando lo que se puede llamar “zonas” de equilibrio estable (el equilibrio
estable se produce no sélo en el punto de minimo potencial V', sino en un
dominio finito en que las fuerzas de rozamiento garantizan la estabilidad).

Una consecuencia practica inmediata del teorema de Lejeune-Dirichlet
es el teorema de Torricelli, para sistemas sujetos al campo gravitatorio sim-
plificado. Este afirma que

Para un un sistema sometido a un campo gravitatorio uniforme,
las posiciones de equilibrio estable son las que corresponden a los
minimos de la altura (coordenada vertical) del centro de masas.

En efecto, el potencial del sistema es

V=Y migz = Mgz

i

por lo cual, el minimo de zg coincide con el minimo de V', lo que garantiza
la estabilidad.

3.4. Equilibrio de una particula

3.4.1. Particula libre

Para fijar ideas desarrollaremos en la practica los conceptos de equili-
brio expuestos arriba, comenzando por el sistema maés simple, una particula
o punto material libre. Las coordenadas generalizadas pueden ser las tres
coordenadas cartesianas (x,y,z), o bién las coordenadas en otro sistema
como cilindricas, esféricas, etc. (ver apéndice B).

La condicién de equilibrio es

F=0 (3.13)

donde F es la resultante de todas las fuerzas ejercidas sobre la particula. En
general, F' serd funciéon de la posicion de la particula, lo cual nos permite
plantear el sistema de 3 ecuaciones con 3 incégnitas que define las posiciones
de equilibrio.

Si F' (bien todas o algunas de sus componentes) depende a su vez del
tiempo, es decir si se trata de un sistema no auténomo, para que haya
equilibrio sera necesario conseguir la anulacion de F'(t) en todo momento.
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Si las fuerzas provienen de un potencial V', la condicién de equilibrio
(3.13) equivale a
ov._ov. oV
oxr Oy 0z
es decir, V ha de tomar un valor estacionario. Para que este equilibrio sea
estable, tal y como hemos visto con anterioridad, este punto debe constituir
un minimo de V', lo que queda garantizado si la matriz de derivadas segundas
es definida positiva:

(3.14)

v 9V 9%V

or?  Oxdy 0xdz

o?v 9V 9%V

Ooydxr  Oy?  Oyodz

0’V 9%V 0V

020x 020y 022
Un resultado elemental de algebra matricial es que para que una matriz
sea definida positiva todos sus menores principales han de ser positivos, lo
cual en nuestro caso se traduce en tres inecuaciones, al ser la matriz de

>0

orden tres.

Conviene observar que, en el caso de emplear coordenadas curvilineas y
que estas no sean regulares en todo el dominio, en los puntos de singularidad
no sera posible aplicar el criterio anterior. Esto ocurre, por ejemplo, en
coordenadas esféricas para los puntos de latitud A = £7/2. En estos puntos
es necesario realizar un cambio a otras coordenadas regulares para estudiar
el equilibrio.

Por ultimo, este caso sencillo permite hacerse una idea intuitiva de la
naturaleza de las fuerzas estabilizadoras para una posicién de equilibrio
estable. En efecto, éstas quedan definidas por el gradiente de V' con signo

cambiado,
F = —d—v =—gradV
dr
vector que va dirigido hacia los puntos de minimo valor de V', es decir en
direccién contraria a los puntos de maximo V. Por tanto, en el primer caso
las fuerzas tienden a recuperar la posiciéon de equilibrio, mientras que en el

segundo alejan a la particula de esta posicion.

3.4.2. Particula ligada a una superficie
Consideramos la superficie definida por la expresiéon analitica

fr)=0 (3.15)
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Figura 3.3: Particula ligada a una /
superficie t

Supondremos una particula ligada de forma bilateral a la superficie me-
diante un enlace liso, por lo que la reaccién sobre la particula serd normal
a la superficie:

N = \grad f (3.16)

La condicién de equilibrio requiere la anulacién de la resultante de sumar
fuerzas aplicadas (F') y reaccion (IN):

F+)\gradf=0 (3.17)

Las cuatro incognitas (coordenadas (x,y, z) de la particula y multiplicador
A) se resuelven mediante las cuatro ecuaciones escalares que se deducen de
(3.15) y (3.17).

En el caso en que la ligadura no sea bilateral, pudiendo la particula
abandonar la superficie por una de sus caras, la reaccion (3.16) no puede
tomar un valor cualquiera, sino que se vera limitado a A > 0 6 A < 0 segtn
la cara libre. El método a seguir en este caso es solucionar el problema igual
que si la ligadura fuera bilateral, para comprobar después el signo de A. Si
éste es el adecuado, se da por valida la solucion; si no, la particula habria
abandonado la superficie y se rehace el célculo considerandola libre a partir
de ese instante.

Por lo general, en lugar de resolver directamente para las cuatro varia-
bles (z,y,z,A), es preferible un planteamiento mas sencillo empleando la
definicién paramétrica de la superficie, en funcién de dos parametros u y v.
Notemos que la ecuacion (3.16) expresa simplemente que la fuerza aplicada
F ha de ser normal a la superficie, lo que equivale a que sea normal a dos
vectores tangentes a la misma, Or/Ju y Or/0v:

or or

.87”:0, F.%:o (3.18)
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estas dos ecuaciones, en funcién de las variables u y v, definen las posiciones
de equilibrio sobre la superficie. En el caso particular en que F' provenga de
un potencial, (3.18) equivale a:

ov. or oV (u,v)
“or w7 T ow
ov. or ov(u,v)
oo Y T T Y

es decir, equivale a que el potencial V(u,v) expresado como funcion de las
coordenadas (u,v) de la superficie, sea estacionario. De hecho, podriamos
haber considerado desde un principio (u,v) como las dos coordenadas gene-
ralizadas del sistema, lo que nos habria conducido directamente al resultado
anterior.

La estabilidad del equilibrio se estudiara mediante la matriz de derivadas
segundas de (u,v),

o’V 9%V
uZ  Oudv
F520 VARNNFS 20 VA I
ou  Ov?

analizando si es definida positiva. Volvemos a hacer la observacion, aqui
més pertinente si cabe, de la comprobacién de la regularidad de las coor-
denadas. En una superficie por lo general las coordenadas seran curvilineas
y es bastante comin que existan puntos en los que el mapa paramétrico no
sea regular.

Quedaria por estudiar el caso de que la superficie no sea lisa, existiendo
una componente tangencial de la reaccion debida al rozamiento®.

3.4.3. Particula ligada a una curva
Consideramos la curva I' definida por las ecuaciones

fr)y=0; g(r)=0. (3.19)

Supongamos una particula ligada a I' mediante una ligadura bilateral
y lisa, por lo que la reaccién normal de I" sobre la particula serd normal a
la curva. Esta normal, como sabemos, no es tinica, expresandose en general
como combinacién lineal:

N = Xgrad f+ pgradyg

3Véase Curso de Mecdnica, J.M. Goicolea (2010), apartado 13.7 para las resistencias
pasivas debidas al rozamiento.
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Figura 3.4: Particula ligada a una

curva I lisa: para el equilibrio la

fuerza aplicada F debe anular la N
reaccion normal IN .

para Ay p arbitrarias. Si ademaés actiia sobre la particula una fuerza aplicada
F', el equilibrio requiere F' 4+ IN = 0, es decir

F + \grad f+ pugradg =0 (3.20)

El problema queda planteado pues con 5 ecuaciones escalares (3.19) y (3.20)
para las 5 incognitas (z,y, z, A, p).

En la practica, el planteamiento expuesto arriba puede resultar demasia-
do engorroso, pudiendo ser preferible el empleo de la descripcion paramétrica
de la curva, en funcién de un parametro u:

F: urr(u)

La expresion de equilibrio (3.20) establece simplemente que F' sea normal a
la curva, cuya direcciéon en un punto viene definida por su tangente dr/du.
Por tanto, equivale a 4
r
e 0 (3.21)

resultando una tnica ecuacion en funciéon del pardmetro u, que define el o
los puntos de equilibrio.

En este caso, aunque F'(r) no se haya obtenido a partir de un potencial,
admitiendo que sea una funcién continua, siempre seré posible obtener una
determinada funcién potencial definida sobre la curva,

Vl(u)——/FF-dr

de forma que el equilibrio corresponde a los puntos en los que Vi(u) es
estacionario. En efecto, para un elemento dr sobre I',

F~dr:F-§—rdu

u
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por lo que la derivada de V; coincide con (3.21):

dVl (u) dr
—F.—_ -
du du

Si F' se obtuvo a partir de un potencial general en el espacio V(r), logica-
mente el potencial sobre la curva coincidira con aquél:

Vi(u) = —/—gradV-dr:/dV:V((r(u))

La estabilidad del equilibrio correspondera légicamente a los minimos de la
funcién potencial,
d*v;
du?
Por dltimo, en los casos en que la ligadura no sea lisa y puedan existir
fuerzas de reacciéon tangentes a la curva, habria que proyectar las fuerzas
aplicadas segtn la tangente para establecer la inecuacion de rozamiento®.

> 0.

3.5. Equilibrio de un sistema de particulas

3.5.1. Ecuaciones cardinales de la estatica

En el caso de un sistema de N particulas, el equilibrio del mismo equivale
al de cada una de sus particulas:

F;=0 (i=1,...,N) (3.22)

donde F'; es la fuerza total sobre cada particula i, resultante de fuerzas
exteriores e interiores:
ext wnt

La aplicaciéon de las condiciones de equilibrio (3.22) puede resultar muy
trabajosa, al tenerse que realizar para cada una de las N particulas. En el
caso de medios continuos, rigidos o no, constituidos por infinitas particulas,
es practicamente imposible. Por lo tanto es necesario obtener ecuaciones
y condiciones de tipo global que caractericen el equilibrio de un sistema
en su conjunto. Ademaés, las ecuaciones (3.22) tienen el inconveniente de
que intervienen tanto las fuerzas activas como las reacciones, a menudo
desconocidas a priori.

4Véase Curso de Mecdnica, J.M. Goicolea (2010), apartado 13.7 para las resistencias
pasivas debidas al rozamiento.
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El estudio del equilibrio se puede hacer particularizando algunos de los
principios generales de la dindmica de sistemas estudiados en el capitulo 6.

En primer lugar, al sumar (3.22) para todas las particulas del sistema,
las fuerzas interiores se anulan dos a dos (apartado 1.3.1), por lo que se
obtiene

N
F=) F=0 (3.23)
=1

tomando momentos de las fuerzas respecto de un punto cualquiera, sumando
los mismos obtendremos otra ecuacién analoga:

N
Mo=> riAF =0 (3.24)
=1

Al igual que en el apartado 1.3.2 hemos considerado que las fuerzas internas
son centrales, por lo que sus momentos se anulan dos a dos.

Las ecuaciones (3.23) y (3.24), denominadas ecuaciones cardinales de
la estdtica, contituyen un conjunto necesario de condiciones que han de
cumplirse para que todo sistema esté en equilibrio. En el caso general de
un sistema tridimensional seran 6 ecuaciones, mientras que para un sistema
plano se tratard de 3 ecuaciones. Estas ecuaciones equivalen a establecer
que el sistema de fuerzas, como sistema de vectores deslizantes, sea un
sistema nulo (resultante y momento en un punto nulos). Por otra parte, estas
ecuaciones pueden considerarse como un caso particular de las ecuaciones
cardinales de la dindmica (1.66), (1.68) ya estudiadas anteriormente.

Como se ha dicho, las ecuaciones cardinales constituyen condiciones ne-
cesarias pero no siempre suficientes para el equilibrio de un sistema. Dicho
de otra manera, el que en un sistema actiie un conjunto de fuerzas de resul-
tante y momento nulos no es garantia de que el sistema esté en equilibrio.

Como ejemplos ilustrativos de esta afirmacion basta considerar siste-
mas en los que pueda haber movimiento relativo entre sus partes, como se
muestra en la figura 3.5.

Un método general para establecer el equilibrio es subdividir el siste-
ma global en subsistemas, de forma que al aplicar las ecuaciones (3.23) y
(3.24) a cada subsistema resulten condiciones necesarias y suficientes para
el equilibrio del mismo. Adelantaremos que para el caso de los sélidos rigi-
dos estas ecuaciones si son suficientes para garantizar el equilibrio, lo que
se demostrara en el apartado 3.6; por tanto buscaremos una subdivisiéon en
subsistemas rigidos, sin movimiento relativo interno. Logicamente, al partir
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L

Figura 3.5: Dos sistemas en los que las fuerzas actuantes tienen resultante
y momento nulos, y sin embargo no estdin en equilibrio.

un sistema en varios subsistemas las fuerzas ejercidas entre unos y otros,
que antes eran internas y no aparecian en las ecuaciones, pasan a ser exter-
nas y aumentan por tanto el nimero de incoégnitas. Sin embargo también
aumenta el niamero de ecuaciones (6 por cada subsistema nuevo), de forma
que se obtiene finalmente igual niimero de ecuaciones que de incognitas.

3.5.2. Principio de los trabajos virtuales

Este principio fue enunciado en el apartado 1.5.1 como un principio béasi-
co de la mecénica, equivalente a las leyes o principios de Newton-Euler. Sus
caracteristicas esenciales que nos seran de utilidad son dos: por una parte,
establece una condicidon global para el equilibrio de un sistema; por otra,
permite eliminar todas las fuerzas de reaccion correspondientes a enlaces
lisos, reacciones que por lo general son desconocidas a priori.

Recordemos aqui simplemente el enunciado expuesto en 1.5.1. Se llaman
desplazamientos virtuales {dr;} a cualquier conjunto de desplazamientos
infinitésimos (tan pequenos como se desee) tomados en un instante dado.
En general, no es necesario que los desplazamientos virtuales respeten los
vinculos; sin embargo nos interesa restringir éstos a los denominados des-
plazamientos virtuales compatibles, que si respetan los vinculos lisos.

Se considera un sistema sometido a fuerzas activas { f;} y reacciones de
enlaces lisos {R;}. El trabajo virtual desarrollado por estas reacciones es
nulo para {dr;} compatibles. Por tanto, la condiciéon necesaria y suficiente
para el equilibrio es que el trabajo virtual de las fuerzas aplicadas sea nulo,
para cualquier conjunto de desplazamientos virtuales compatibles con los
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enlaces:

N
oW = Z fi-ori=0 V{dr;} compatibles
i=i

En el caso en que existan enlaces no lisos, el principio se aplica igual-
mente pero considerando las fuerzas de rozamiento (que si realizan trabajo
virtual) como fuerzas activas. lo mismo habremos de hacer si existe alguna
reaccion de un enlace, liso o no, cuyo valor deseemos calcular. Esto tltimo
serd necesario realizarlo en cualquier caso si los enlaces son unilaterales, con
objeto de comprobar a posteriori el signo de la reacciéon obtenida, para ver
si es compatible con la inecuaciéon del enlace.

Como ejemplo de aplicaciéon, consideremos el sistema del muelle de la
figura 3.5. Llamaremos x a la elongacién del resorte medida desde la posicion
natural del mismo, y sea su constante K. Tomaremos el desplazamiento
virtual dzx, obteniendo el trabajo virtual como

W =Féx — Kx dx =0

donde Kz es la fuerza interna debida al resorte, que actta en sentido con-
trario a x. Al ser dx arbitrario, se llega inmediatamente a la condicién de
equilibrio
F=Kzx

Como segundo ejemplo consideremos la aplicaciéon del principio para calcu-
lar el valor de una reacciéon de apoyo. Sea la viga biapoyada de la figura
3.6, de longitud total [, en la que se desea calcular el valor de la reacciéon
vertical en A, R4.

A

Figura 3.6: Para calcular la reac- Rp
cion en A “liberamos” la coaccion / b / a

correspondiente para calcular el tra-
bajo wvirtual considerando Ra como
fuerza activa

Para ello “liberamos” el apoyo en cuestion y lo sustituimos por una fuerza
incognita R 4. Los desplazamientos virtuales compatibles son los debidos al
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giro respecto del apoyo B, que viene caracterizado por el descenso ¢ en A.
Expresando la nulidad del trabajo virtual:

SW =P <ZZ’5) — RA(8) =0

al ser § un valor arbitrario, se elimina para obtener
b

. a
Analogamente obtendriamos la reaccion en el otro apoyo, Rp = PT

3.6. Equilibrio del sélido rigido

3.6.1. Aplicacion del principio de los trabajos virtuales

Es posible obtener las condiciones generales de equilibrio del sé6lido rigido
en un caso general aplicando el Principio de los trabajos virtuales. Toma-
remos para ello desplazamientos virtuales compatibles con la condiciéon de
indeformabilidad del solido. Estos han de cumplir una relaciéon similar a la
(1.27) que define el campo de velocidades del solido:

v, =vo+ QAT

Las magnitudes v; pueden ser consideradas como ‘“velocidades virtuales”
compatibles. Analogamente, los desplazamientos virtuales compatibles son:

or; =90ro +dp Ar;

para valores arbitrarios pequenos de érp y d¢p.
Expresamos ahora el trabajo virtual:

W => Fi-éro+ Y (6 Am)-F;

denominando
dﬁf ext
F = g F5
)

def
Mo =) ri ANF™,
7
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se obtiene

5W:F-5ro+5go-2ri/\Fi

=F -dro+ Mop-dp

Puesto que §rp y d¢ pueden tomar valores arbitrarios, se deduce inme-
diatamente que las condiciones necesarias y suficientes para el equilibrio son
F =0y Mo = 0, que coinciden precisamente con las ecuaciones cardinales
de la estatica, (3.23) y (3.24). Al contrario de la observacion realizada en-
tonces para un sistema general, en este caso particular (sélido rigido) hemos
concluido, gracias al principio de los trabajos virtuales, que las ecuaciones no
son s6lo necesarias sino también suficientes. Resumiendo, podemos afirmar:

En un sélido rigido la condicién necesaria y suficiente para el
equilibrio es que el Sistema de Vectores Deslizantes formado por
las fuerzas externas sobre el sélido sea un sistema nulo:

F=) F"=0

7
MO:Z’I‘Z‘/\F?M:O

(2

Podriamos haber alcanzado esta misma conclusiéon mediante la particu-
larizacion de las ecuaciones de la dindmica del sélido, (9.1) y (9.2) 6 (9.3),
para las condiciones de la estatica. En efecto, en el equilibrio es ag = 0, y
H; = Hp = 0 (constantes), por lo que se deducen de las citadas ecuaciones
F =0y Mo = 0 como condiciones necesarias y suficientes.

Del resultado anterior se pueden deducir diversos corolarios de interés
practico:

COROLARIO 1.- Si sobre un so6lido acttia un sistema de fuerzas, éste
puede ser sustituido por otro sistema de vectores deslizantes equivalente (es
decir, con igual resultante y momento en cualquer punto, lo que se denomina
también equipolente), sin alterar las condiciones de equilibrio.

En efecto, la diferencia entre los dos sistemas seria un sistema nulo, que
como hemos visto no altera el equilibrio.

COROLARIO 2.- Si sobre un sélido acttian dos fuerzas, estara en equili-
brio si y sblo si ambas siguen la misma recta de accién, con el mismo médulo
y sentidos opuestos.

En efecto, es la tnica forma de que las dos fuerzas constituyan un sistema
nulo.
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COROLARIO 3.- Si sobre un sélido actuan tres fuerzas, para que haya
equilibrio éstas deben ser coplanarias y cortarse en un mismo punto.

La justificacién es evidente, ya que de otra forma es imposible que el
sistema resultante sea nulo.

En el caso en que el sblido tenga el movimiento restringido por enlaces
o ligaduras, vale la pena distinguir varios casos:

Solido libre: Los valores de los desplazamientos virtuales drp y d¢ son
independientes; por tanto para el equilibrio han de ser nulas tanto la
resultante como el momento de las fuerzas aplicadas

F=My=0

Sélido con un punto fijo: En este caso hay un punto O fijo por lo cual
podemos tomar érp = 0; la nulidad del trabajo virtual no impone por
tanto restriccién alguna sobre F', siendo la condicién de equilibrio

Mo=0

Sélido con eje fijo: sea el eje fijo (O, e); los desplazamientos compatibles
son por tanto drp || e, Jd¢ || e, por lo que se obtienen las condiciones
de equilibrio

F.-e=0, M-e=0

es decir, las proyecciones de F' y M sobre e deben anularse para el
equilibrio.

3.6.2. Sistemas isostaticos e hiperestaticos

En la estatica el objetivo suele ser determinar en primer lugar las confi-
guraciones o cargas exteriores para el equilibrio, para a continuacién calcular
las reacciones en los enlaces o apoyos.

Los casos particulares comentados en el apartado anterior corresponden
a sustentaciones que dejan al sistema con algiin grado de libertad. Al permi-
tir el movimiento, se necesita para el equilibrio que una o mas componentes
de las fuerzas o momentos sea nulo.

Si se aumenta el ntmero de coacciones del solido, se llega a un punto
en que no se permite ningin grado de libertad de movimiento: el sistema
estard entonces en equilibrio para cualquier conjunto de cargas exteriores
(siempre que no se supere la resistencia de rotura de los enlaces). Es el
caso, por ejemplo, de un sélido con un eje fijo por un cojinete cilindrico,
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restringiendo ademaés el movimiento de traslacién en la direcciéon del eje y
el de rotacion alrededor del mismo. Las reacciones tendrian 6 componentes,
que se determinarian mediante las 6 ecuaciones cardinales de la estatica
(3.23) y (3.24).

1sostdtica e hiperestdtica de una

B viga: en el sequndo caso las

ecuaciones de la estdtica no

| son suficientes para calcular las

/\ ) Q) reacciones en los apoyos; se dice

X que existen reacciones ‘“redun-
Ya Ye Ye dantes”.

? O | Figura 3.7: Sustentaciones
by

a) isostética

b) hiperestética

Para fijar ideas consideremos un sistema plano, formado por una viga
recta biapoyada, en el que uno de los apoyos es una articulacién y el otro
un apoyo simple que permite el desplazamiento horizontal (figura 3.7,)

En este caso las tres ecuaciones de la estatica (M = 0; F, =0; F, =0)
permiten calcular las tres reacciones incégnitas, X 4, Y4 e Yp, para cualquier
conjunto de cargas exteriores. Decimos que la sustentacion es isostdtica, ya
que el ntmero de incégnitas a determinar, provenientes de las reacciones de
enlace, es igual al nimero de ecuaciones de la estética.

Imaginemos ahora que a la misma viga se le coloca otro apoyo C' in-
termedio, que restrinja tan sélo el movimiento vertical en ese punto. Para
un conjunto dado de cargas exteriores tenemos ahora 4 reacciones incogni-
tas (X4,Ya,Yp,Yo) y tan sélo 3 ecuaciones de la estéatica. Se dice que el
sistema es estdticamente indeterminado o hiperestdtico, debido a que posee
apoyos redundantes, que “sobran” para garantizar el equilibrio.

Desde el punto de vista de la estéatica de sistemas rigidos no existe ningtin
truco ni procedimiento que permita resolver este problema. Esté correcta-
mente planteado, ocurriendo que no tiene solucion mediante el sélo empleo
de las ecuaciones globales de equilibrio. Es pues necesario obtener ecuacio-
nes adicionales que proporcionen alguna relacién mas entre las incognitas.
Estas ecuaciones se obtienen a través de considerar la deformabilidad de
la estructura (aplicando las técnicas que se estudian en la resistencia de
materiales o en el calculo de estructuras). A partir del estudio de la defor-
mabilidad de los s6lidos y las estructuras, asi como de las ecuaciones de
comportamiento de las mismas que ligan las deformaciones internas con las
tensiones, se obtienen las ecuaciones adicionales necesarias. El estudio de
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estos aspectos se halla fuera del alcance de este curso.
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Es muy comiin que un sistema mecanico (sea una estructura o un meca-
nismo) permanezca en una posicion de equilibrio estable, pudiendo realizar
sin embargo pequenos movimientos u oscilaciones alrededor de esa posicion.
Un ejemplo seria un puente, que admite pequefios movimientos debidos al
trafico sobre el mismo. Una variante seria un sistema cuyo movimiento sea
una trayectoria determinada, admitiendo pequenas oscilaciones o variacio-
nes acotadas respecto de la misma. Ejemplo de este caso seria el movimiento

de un satélite en 6rbita.

Los efectos sobre un sistema debido a cargas dindmicas pueden superar
notablemente los de las mismas cargas en condiciones estaticas, es decir,

4.1
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aplicadas de forma suficientemente lenta. Los disefios de ingenierfa cada vez
requieren mas garantizar una adecuada respuesta dindmica. Esto puede de-
berse tanto a que las cargas realmente se apliquen de forma muy rapida,
como al hecho de asignar una mayor importancia a aspectos como el mante-
nimiento de la funcionalidad, la resistencia, y el confort ante las vibraciones.
Estas condiciones de disenio a menudo se anaden a las puramente estéticas,
de estabilidad y resistencia en la posiciéon de equilibrio.

En la mayoria de los casos précticos, estas pequenas oscilaciones se pue-
den considerar como «lineales» (més adelante se precisa el significado de
este término) pudiéndose analizar mediante la teoria que se expone en este
capitulo y en el capitulo 5 para sistemas con varios grados de libertad.

Comenzamos aqui por los casos més simples de oscilaciones, los siste-
mas con un grado de libertad. Aunque en la realidad casi todos los casos
tienen varios grados de libertad, en numerosas situaciones existe un grado
de libertad predominante, pudiéndose despreciar los otros «modos de vibra-
cién» en una primera aproximacion. Serd valido en estos casos el estudio
como sistema de un grado de libertad. En cualquier caso, los modelos con
un grado de libertad seran la base para el estudio de las oscilaciones con
varios grados de libertad que se tratan mas adelante (capitulo 5).

4.1. El oscilador armoénico simple

4.1.1. Ecuacién del movimiento

Sea una masa puntual, m, obligada a moverse segiin una recta fija, sujeta
a un punto dado de la misma por medio de un resorte elastico (es decir, un
muelle que ejerce una fuerza proporcional a su elongacion), de constante k,
sin que existan otras fuerzas aplicadas. Si se denomina x la coordenada de
m a lo largo de la recta, el resorte elastico ejerce una fuerza recuperadora,
que se opone a la elongacioén, de valor

F = —k(z — x0),

siendo x¢ la que se denomina longitud natural del resorte, para la cual éste
quedaria sin tension. El signo ha de ser negativo puesto que la fuerza del
resorte tiene sentido contrario a la elongacién, es decir, es una resistencia
interna que se opone a ella.

Decimos que se trata de un resorte lineal, porque la fuerza desarrollada
en el mismo depende linealmente de la elongacién: a doble elongacién, doble
fuerza, y a elongacién mitad, la fuerza se divide por dos.
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Figura 4.1: Oscila-

: dor armdnico sim-
ple

k m

Como podemos elegir el origen de coordenadas donde nos plazca, lo
haremos en el punto zg, de forma que la expresion de la fuerza del muelle
sea

F=—kx.

Aplicando el principio de la cantidad de movimiento (1.2), obtenemos
la ecuacion dindmica de este sistema:

i = —he > (1)

Se trata de una ecuacién diferencial ordinaria con las siguientes carac-
teristicas:

= de segundo orden, ya que intervienen derivadas segundas;

= [ineal, ya que asi es la dependencia en relacién con la variable x y sus
derivadas;

= de coeficientes constantes, pues supondremos fijos m (masa del siste-
ma) y k (rigidez del resorte);

= homogénea, pues la ecuacioén estd igualada a cero, sin término inde-
pendiente a la derecha del signo igual.

4.1.2. Energia

Antes de proceder a integrar la ecuacién, conviene analizar la energia
asociada al resorte. La fuerza del muelle es conservativa, asociada a un po-
tencial V(). Este se calcula inmediatamente integrando el trabajo realizado
por aquélla entre la posicién natural y una posicién genérica:

€T X 1
vz—/ Fdx:—/ (—kz)dx = ~ka?.
0 0 2
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Al ser la fuerza conservativa, la energia total se conserva, siendo su valor en
un instante genérico

1 1
E=T+V = imﬂi:2 + 51@332. (cte.) (4.2)
Si el movimiento es oscilatorio y acotado, la elongacion z(t) tendra maxi-
mos en los que la derivada es nula (¢ = 0). Particularizando para uno de
estos instantes, podemos escribir la ecuacion (4.2) en funcién de una nueva
constante A cuya interpretacion es la elongacién maximas:

%mch + %ka = %kAQ. (4.3)

Fisicamente, podemos interpretar la ecuaciéon anterior observando que
en los puntos de elongacion méaxima toda la energia es potencial (Vijax =
%kAz), mientras que en los puntos de elongacién nula toda la energia es
cinética (Thax = %k:AQ). A lo largo del movimiento, la energia total se
conserva, oscilando entre estas dos formas.

4.1.3. Integracién de la ecuacion

El objetivo es resolver la ecuacion (4.1), integrandola para obtener el
movimiento x(t). No se pretende aqui explicar con caracter general los pro-
cedimientos de integracion de ecuaciones diferenciales con una variable, por
lo que nos ceniremos a los detalles de la solucién de ecuaciones del tipo de
(4.1), que por otra parte reviste considerable importancia en la fisica y en
la mecénica.

La forma mas sencilla es partir de la ecuacion (4.3), despejando en ella
y separando variables:

k k dz
i2 = A% — g2 —dt = ——.
e A G Ve Nov

La integracion se puede hacer para cada miembro de esta ecuacion de forma
independiente, resultando

kt+ arc se :E
ik — arcsen —
V m 1 A’

donde ¢ es una constante de integracién. Definimos ahora un nuevo para-

metro wg como
def k
=4/ —. 4.4
o m (44)
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con lo cual despejando el valor de = resulta la ecuaciéon del movimiento
buscada:
z(t) = Asen(wot + ¢). (4.5)

Esta ecuacion define un movimiento armonico (es decir, sinusoidal). Se
trata de un movimiento periédico, puesto que se repite idénticamente cada
cierto intervalo de tiempo 7" denominado periodo, de manera indefinida. En
este caso el periodo es T' = 27 /wy.

El pardmetro wg recibe el nombre de pulsacion o frecuencia angular
natural del sistema; representa la frecuencia angular con la que éste oscila
cuando se le separa de su posicién de equilibrio y se le libera para que se
mueva libremente'. La constante A es la amplitud de la oscilacién (modulo
de la elongacion maxima) y por altimo ¢ es el dngulo de fase, ya que indica
la fase de la sinusoide en que se sitaa el origen de tiempo.

z(t) = Asen(wot + )

A

acion (z)

elong

T ‘37” 2T 3 47
fase (wot + ¢)

T

Figura 4.2: Oscilacion armdnica, abarcando dos periodos completos del mo-
vimiento. Un dngulo de fase o # 0 equivale simplemente a una traslacion
del origen de tiempos.

La frecuencia angular o pulsacion se mide en radianes/segundo. La fre-

'En contra de lo que pudiera parecer, la notaciéon wo no indica «valor inicial de w»,
tratdndose de un valor caracteristico del sistema que se mantiene constante. El subin-
dice en wy se refiere a que el sistema no tiene amortiguamiento, en comparacién con la
frecuencia caracteristica w que obtendremos para los sistemas con amortiguamiento, ver
ecuacion (4.11).
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cuencia circular f —o frecuencia propiamente dicha—, indica el ntimero de
ciclos o revoluciones por unidad de tiempo, y se expresa mediante Hercios o
ciclos por segundo (Hz). La relacion entre ambas medidas de la frecuencia
es por tanto f = w/27. También es posible expresar la frecuencia en otras
unidades como revoluciones por minuto (rpm).

Es inmediato observar de (4.5), que cuanto més rigido sea el muelle
(mayor k) o més ligera la masa (menor m), mayor sera la frecuencia natural
de oscilacion wy. Por el contrario, sistemas méas flexibles (k pequenio) y més
masivos (m grande) tendran frecuencias naturales bajas.

Si el valor de la constante k fuese negativo, esto corresponderia a una
repulsion del resorte, y no seria posible la solucién anterior al no poderse
obtener wy = y/k/m. Fisicamente, este caso no corresponderia a un movi-
miento de oscilacion, ya que la particula tenderia a alejarse cada vez més
del origen, sin estar su movimiento acotado. Por tanto, para que el sistema
tenga un movimiento oscilatorio acotado ha de poseer una rigidez k positiva,
correspondiente a una atraccion hacia la posicion de equilibrio estable.

Los dos parametros A y ¢ quedan indeterminados en (4.5), siendo nece-
sario calcularlos a partir de las dos condiciones iniciales (posicion y velocidad
iniciales). Por ejemplo, para una vibracion que parte desde una elongacion
inicial @ en reposo,

ro=a; =0 = A=a, p=m/2.

Para unas condiciones iniciales cualesquiera xo y vp, particularizando (4.5)
se halla

xg = Aseny; vy = Awgcosp,

x wox
A=-"" ; gpztan1<00>.
sen Vo

Como comprobacién, podemos evaluar la energia asociada al movimiento
definido por (4.5). En un instante genérico, la velocidad es

= Awg cos(wot + ¢),

por lo que

1 1
T+V = - mw? A% cos®(wot + @) + §/<:A2 sen?(wot + @) = 5]@42.

=k

1
2

Como era de esperar se obtiene el mismo valor que en (4.3).
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4.2. Oscilaciones con amortiguamiento

4.2.1. Ecuacion del movimiento

Un amortiguador viscoso ejerce una fuerza de resistencia pasiva propor-

cional a la velocidad, F)4 = —cz, de sentido contrario a ella. Este modelo
x

Figura 4.3:

5 Oscilador  con

amortiguamaien-

¢ . to viscoso

AAAMANAA -

k

corresponde aproximadamente a la resistencia desarrollada por un émbo-
lo en un pistén lleno de liquido, al fluir por el hueco libre entre piston y
émbolo. Se trata de una fuerza necesariamente no conservativa. Es facil
comprobarlo, ya que en cualquier trayectoria cerrada (origen y final en el
mismo punto), el trabajo realizado por la fuerza de amortiguamiento es
esencialmente negativo:

Wy = %(—cig)dx - ?{(—cjcQ)dt <0.

Aunque este modelo no representa de forma exacta la mayoria de las re-
sistencias pasivas reales, resulta sencillo y suficientemente aproximado para
una gran cantidad de casos practicos, permitiendo considerar las inevitables
resistencias del medio en que se produce la vibracion.

Considerando la fuerza del amortiguador, y tomando el origen de coor-
denadas en la posiciéon natural del resorte, la fuerza total sobre m es ahora

F=—ci— kz,

resultando la ecuacién:
mz + ct + kx = 0. (4.6)

Esta sigue siendo una ecuacion diferencial de segundo orden, lineal, de coe-
ficientes constantes y homogénea.
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4.2.2. Integraciéon de la ecuacion

La solucion de la ecuacion (4.6) es del mismo tipo que en el caso anterior
sin amortiguamiento (4.1), es decir, basada en funciones armoénicas. Tan solo
sera necesario aqui generalizar algo la expresiéon de las soluciones ensayadas,
para lo cual emplearemos una exponencial del tipo x(t) = ae’, basandonos
en la generalizacion de las funciones armoénicas mediante la notaciéon de
Euler de la exponencial imaginaria®. En principio, permitiremos que tanto
a € C como r € C sean ntmeros complejos, aunque por motivos fisicos
deberemos exigir al final que el resultado z(¢) sea real.

Derivando y sustituyendo en la ecuacion (4.6), resulta

(mri4+cer+k)et=0 = mr® +cr +k = 0. (4.7)

Esta expresion se denomina «ecuacién caracteristica,» proporcionando los
valores que debe tomar r para que exista la soluciéon buscada:

—c++/c? —4km

2m

(4.8)

Segtin el valor del discriminante (c? —4km) en la expresion general anterior,
pueden distinguirse varios tipos de solucion:

a) ¢® —4km > 0.- En este caso existen dos raices reales para 7 en (4.7):

rn=-—-p, T2=—(.

Sabemos que necesariamente ambas han de ser negativas, ya que empleando
la expresion (4.8) se comprueba que r1 + 19 < 0y 71 - r2 > 0. Mediante
la linealidad de la ecuacién diferencial se demuestra que, si existen varias
soluciones, cualquier combinacion lineal de ellas es también solucién de la
ecuacion (propiedad de comprobacion inmediata). Por tanto, la solucion
general sera:

z(t) = are P 4 age™ 7,

En definitiva, se trata de una solucién exponencial decreciente, que no oca-
siona movimiento oscilatorio, debido a que el amortiguamiento ¢ es excesi-
vamente grande (amortiguamiento supercritico). En la figura 4.4 se muestra
el movimiento que se obtiene para un sistema de este tipo, en varios casos
con distintas condiciones iniciales.

2Empleando la notacion de Euler, " = cos 6 + isen 0, siendo i = /—1.
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Figura 4.4: Movimiento de un
" sistema definido por la ecua-
cion m& + ct + kxr = 0,
= ~~ con amortiguamiento supercri-
= T tico (¢ > 2vkm), bajo distin-

_T_ tas condiciones iniciales; Caso
i T I) &9 > 0, Caso II) &9 = 0,
! e Caso III) &y < 0.

b) ¢ — 4km = 0.- Se trata del caso limite, en el que el amortiguamiento
posee el valor critico ceit = 2V km. Existe una raiz real doble en (4.7),
negativa al igual que antes:

c

r= om b,
correspondiendo a la solucién x(t) = ae™Pt. Se puede comprobar que x =
bte~P* también es solucion, por lo que la solucién general sera una combi-
naciéon de estas dos:

r = (a+ bt)e .

Comprobamos por tanto que en este caso tampoco se produce un movimien-
to de tipo oscilatorio.

c) ¢ —4km < 0.- Se obtienen en este caso dos raices complejas conjuga-
das para (4.7),

le—p+W’i, TQZ—p—Wi,
siendo
c c? N k
= —, w = - —
P 2m 4m2?2  m

La parte real de la solucién es negativa, dando lugar a una exponencial
decreciente, que multiplica a una funcién arménica:

2 = agelPHRt | g o(-p-iv)t

— e—pt(aleiwt + aze—iwt)

= e P(ay + az) coswt + i(ay — as) sen wt]
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Aunque en un caso general esta expresion pueda tener componente ima-
ginaria, por motivos fisicos sabemos que x debe ser real. Esto obliga a que
las constantes complejas a1,a2 € C den lugar a unas nuevas constantes
reales A, B € R:

al—(B—iA)/2} B:a1+a2 }
ar = (B+1iA)/2 A=i(a; — ag)

resultando
r=e P(Asenwt + Bcoswt). (4.9)

Otra forma equivalente de expresar esta solucién es mediante el cambio de
las constantes (A, B) a otras (a, ¢) definidas por:

A=acosp; B=asenp,

resultando la expresion

r = ae P sen(wt + ). (4.10)

Este altimo caso de amortiguamiento subcritico (¢ < cqit) es el que més
nos interesa, ya que es el tinico en que se produce un movimiento oscila-
torio, de vibraciones alrededor de la posicién de equilibrio. La expresion
(4.10) representa un movimiento oscilatorio amortiguado de amplitud de-
creciente (ae '), al estar modulado por una exponencial negativa. Aunque
el movimiento es oscilatorio, no serfa correcto en rigor llamarlo periédico,
ya que cada oscilaciéon es distinta, al disminuir la amplitud. Se define como
amplitud (de forma mas rigurosa, «pseudo-amplitud») del movimiento al
valor ae P!, que tiende a 0 para t — oo. El movimiento desaparece en la
practica para un tiempo suficientemente grande. Es facil comprobar que el
intervalo entre méaximos, al igual que entre pasos por cero, es constante e
igual a T' = 27 /w (periodo de la oscilacion). Por tanto, a w se le llama fre-
cuencia angular natural del sistema amortiguado (con mayor rigor formal
«pseudo-frecuenciay ).

El parametro a representa la amplitud inicial y ¢ el dngulo de fase.
Estas dos constantes (o alternativamente las A y B si se opta por la otra
representacion de la solucion, definida mediante (4.9)) se calculan a partir
de las condiciones iniciales (zg, o).

En resumen, en funcién de los parametros del problema, la solucién
quedara expresada como:

c k c?
— ae~ 7t sen(wt Y AR 411
r = ae sen(wt + ¢), con w —~ im (4.11)




Aptdo. 4.2. Oscilaciones con amortiguamiento 4.11

A menudo es ttil emplear una notacion alternativa para estas expresio-

.. . . . . def
nes, en funcion de la frecuencia natural sin amortiguamiento wy = +/k/m
(ecuacion (4.5)), y la denominada tasa de amortiguamiento critico &, defi-
nida como la razén entre el amortiguamiento ¢ y el valor critico del mismo

Cerit,
def C c

Cerit  2MW

El significado de wq ya se discutié antes. En cuanto a &, se trata de un valor
adimensional, que para los sistemas oscilatorios (amortiguamiento subcriti-
co) se halla entre 0 y 1. En el caso en que fuese £ > 1 el amortiguamiento
seria critico o supercritico y no se producirian oscilaciones. Para vibraciones
estructurales, los valores usuales de £ son pequenos: en una estructura real
puede ser del orden de ¢ = 0,02 = 2% o menor®.

En funciéon de estos parametros, la ecuacion diferencial (4.6) se puede
escribir

&+ 28wod + wiz =0, (4.12)

mientras que la solucion (4.11) se expresa como

—Sol sen(wt 4 ),  con w L ov/1 — £2. (4.13)

Se observa inmediatamente que la pseudo-frecuencia w de este movi-
miento es menor que en el caso sin amortiguamiento (wp), debido al factor
/1 — €2 < 1. Sin embargo, en la mayorfa de los casos practicos, al ser &
pequeno, ambos valores resultan muy proximos (w & wp).

Una forma practica eficaz de medir el amortiguamiento es observando
la disminucién de la amplitud de las vibraciones libres, en un determinado
namero de oscilaciones n. Aplicando la ecuacion (4.13) el cociente entre los
dos instantes seré

xr = ae

aeSwot
aeffwo(t+nT)
tomando logaritmos y considerando T = 27/(wpy/1 — £2) se obtiene el de-

nominado decremento logaritmico, que representa la disminuciéon de la am-
plitud entre dos maximos consecutivos:

V1i-¢&
3Por ejemplo, en la nueva norma para acciones de calculo de puentes de ferrocarril, en
los que las acciones dinamicas cobran especial relevancia para trenes de alta velocidad, se

proponen amortiguamientos de £ = 0,5% para puentes metalicos o mixtos, y £ = 2,0%
para puentes de hormigén estructural

— e&wonT

§=2m ~2r¢ (para & < 1). (4.14)
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EJEMPLO 4.1: Una masa m de 400 kg puede deslizar sin rozamiento sobre un

eje horizontal, unida mediante un resorte elastico de constante k = 10° N/m

a una base fija en el eje. Existe ademas un amortiguamiento viscoso, que

reduce la amplitud de la oscilaciéon a la centésima parte cada 10s. Se pide:

a. Valor de la constante ¢ de amortiguamiento y de la tasa £ respecto
del critico;

b. Suponiendo que parte de g = 0,05 m medido desde la posicién de
equilibrio en reposo, obtener la ecuacién del movimiento asi como el
valor numérico de la posiciéon al cabo de 2s;

Solucion.

a.— El movimiento es un caso de vibraciones libres con amortigua-
miento, dado por la ecuacion (4.13):

x = ae” % sen(wt + ¢y).
El valor de la frecuencia natural del sistema sin amortiguar es
wo = v/ k/m = 15,811388rad/s = 2,51646 Hz. (4.15)

El decremento de la pseudo-amplitud permite calcular la razén de amorti-
guamiento:

go—Swo10 _ O ‘- In 100

= = = 0,029126 ~ 2,9 %. 4.16
100 100.)0 ) ’ % ( )

La constante de amortiguamiento vale ¢ = 2wy = 368,4136 N-s-m~!. El
decremento logaritmico vale

&
1€

(Se comprueba que la aproximacion ¢ = 27§ = 0,1830 solo difiere en el
cuarto digito.)

§=2n = 0,1831.

b.— Una vez calculados todos los parametros, se pueden obtener las
constantes a partir de las condiciones iniciales:

xo = Asen ¢ N { A = 0,05002122
0 = —A&wg sen ¢g + Aw cos ¢g ¢o = 1,541667 = 0,4907287
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La expresién numérica de la solucién es por tanto
z(t) = 0,05002122 e{—46951708) g1 (15,80468 ¢ + 1,541667), (4.17)

y la posicion a los dos segundos x(2) = 0,01964561 m. Los resultados se

muestran de forma grafica en la figura 4.5. O
Tinyy -
fp—

0.0008 4

0.0006

0.04995 - =< 0.0004

0.0499 4 0.0002 -
x

0.04985

—0.0002

0.0498 -
—0.0004

o 0.001 ©0.002 0.003 0.004 0.005  0.006 —0.0006 -

()

Figura 4.5: Resultados del ejemplo 4.1: (a) Grdfica para t € [0,10]; (b) De-
talle de la grifica parat € [0,2], en la que se aprecian mejor las oscilaciones
amortiguadas; (c) Detalle del comienzo del movimiento (duracion = 1/64
periodos) en el que se aprecia que en el instante inicial la curva no es tan-
gente a la envolvente de pseudo-amplitud, junto con el punto de tangencia
en que (wt+¢o) = 7/2; (d) Detalle de la fase final (t € [9,10]) comprobando
que se alcanza la centésima parte de la elongacion inicial (recta horizontal).
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4.3. Oscilaciones forzadas

4.3.1. Ecuacién del movimiento

En este caso consideramos que sobre la masa m actta una fuerza exter-
na f(t), ademas de las fuerzas internas antes descritas correspondientes al
muelle y al amortiguador (figura 4.6).

T

: Figura 4.6: Os-
cilador  simple
5 con amortigua-

miento someti-

¢ . do a fuerza ez-

W\/W m terna.

k

La ecuacién es ahora:
mi + ct + kx = f(t). (4.18)

Al incluir el término independiente f(t) la ecuacion diferencial deja de ser
homogénea. Esto da lugar a una estructura distinta para la solucién, como
se ve a continuacion.
4.3.2. Integraciéon de la ecuacion
Sean dos soluciones cualesquiera z1(t) y x2(t) de la ecuacion completa

(4.18):

mag + cio + xo = f(t),

mi, + ¢ty + 1 = f(t);
restando término a término se obtiene

m(.fg — .i'1> + C(i’g — .i?l) + k(l’g — 1‘1) =0.

Por tanto su diferencia, xp(t) = xz2(t) — x1(t), es solucion de la ecuacion
homogénea (4.6). Esto nos sirve para poder expresar la solucion general de
la completa como una solucion particular x,(t) de la misma, que ya veremos
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como se puede hallar, mas la solucion general de la homogénea xp,(t) que ya
sabemos calcular:

x(t) = xp(t) + xp(1) . (4.19)

El problema se limita pues a calcular una solucion particular z,(t) de
(4.18). Cualquier procedimiento practico que nos permita hallarla sera va-
lido. Como regla general, buscaremos una solucién particular del mismo
tipo que el término de fuerza f(t). Veremos a continuacion las soluciones
particulares para algunos casos significativos.

a) fuerza constante, f(t) = D.— Este caso puede corresponder a
una fuerza estatica, si su aplicaciéon ha sido lenta, o a una funcién escalén
dindmica, en el caso en que la aplicacién sea subita. En cualquier caso, la
soluciéon particular es otra constante, de valor

D
Tp=—.

k

La comprobacion es inmediata, al ser 2, = I, = 0.

Como ejemplos concretos de este caso se pueden citar el de un muelle en
posicion vertical sujeto a la gravedad, o la fuerza de rozamiento durante el
intervalo en que no cambia de signo (supuesta la reaccion normal constante).

Por otra parte, llamando 9 = D/k (cte.), la adicion de una solucion
xp = xo puede interpretarse también como una simple traslacion del origen
de coordenadas, 2/(t) = z(t) — 9 = xp(t). De esta forma el movimiento
puede describirse como una oscilaciéon libre alrededor de un nuevo origen de
coordenadas, trasladado xg.

Esta puede ser la interpretacién, por ejemplo, de una masa m colgando
de un resorte de constante k en direccién vertical, sometida a su propio
peso (mg). El movimiento puede interpretarse como una oscilacion libre,
alrededor de un punto de equilibrio situado la distancia mg/k por debajo
del punto de longitud natural del muelle.

b) fuerza lineal, f(t) = Et.- Se trata de una fuerza que aumenta o
disminuye linealmente con el tiempo. Tanteamos la solucion x, = mt + n,
también lineal. Sustituyendo en (4.18) se obtienen los valores de m y n:

{m:E/k

cm + k(mt +n) = Bt
( ) n=—cE/k?

por lo que resulta

weED)
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Este caso sirve para definir un tramo en forma de rampa en una funcién de
fuerza.

c) fuerza armonica, f(t) = gsenQt.- Este caso tiene especial im-
portancia, ya que no sélo sirve para una fuerza armoénica en si misma, sino
que servira también como base para calcular la solucién frente a una carga
cualquiera, mediante el desarrollo en serie de Fourier®.

Tanteamos una solucién que sea igualmente armonica, con la misma
frecuencia que la excitaciéon, pero admitiendo un posible desfase § respecto
de la carga:

xp(t) = Asen(Qt +9).
Sustituyendo en (4.18):

(k —mQ?) sen(Qt + 6) + cQcos(Qt + ) = %sen O,

y particularizando para dos valores distintos de ¢ se puede calcular A y §:

1. parat =0,
(k —mQ?)send + cQcosd = 0,

y despejando 9,

2 2&.;)09
tand = — =— 4.2
S P o KA Y 3 (4.20)
2. para Qt+ 9 =0,
Q) = %sen(—&)
A= —C% sen §

Para expresar A en funcion de los parametros del problema, debemos obte-
ner en primer lugar la expresion de sen §:

tan

+v1 + tan?6
- — (4.21)
+/(k — mQ2?)2 + 202

—259&)0

B /(W2 — 02)2 4 462022

send =

4Consultar Curso de Mecdnica, J.M. Goicolea (2010), apartado 3.7
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resultando finalmente las expresiones siguientes para A:

A= d - a/m L (422
£/ (k—mQ2)2 + 202 £/(w — 02)2 + 42022
Debido a la indeterminacién del signo de la raiz en las expresiones anteriores
((4.21) para send y (4.22) para A), podria resultar un valor negativo para
esta ultima constante. A veces es conveniente sin embargo tomar el signo de
la raiz que hace A positivo, concordando con su interpretacion fisica como
amplitud. Esto obligaria a su vez a tomar el valor apropiado para J, de
forma que send tenga el signo que le corresponde. Conviene observar que
para cambiar de signo (send) basta con tomar (64 ) en lugar de 6, es decir,
se trata de un simple cambio del origen de tiempo, lo que siempre es licito.
Una vez conocidos A y & es posible escribir la solucién general de la
ecuacion completa (4.18) que resulta:

z(t) = ae *'sen(wt + ) + Asen(Qt +0) . (4.23)
——

sol. gral. homogénea sol. part. completa

En esta expresion quedan tan sbélo por determinar los parametros a y ¢,
que se obtendran particularizando para las condiciones iniciales. Conviene
subrayar que, aunque estos pardmetros afectan sélo a la parte de la solucién
que proviene de la homogénea, es la solucion completa (4.23) la que se
debe particularizar. No debe cometerse el error de particularizar el sumando
correspondiente a la solucién homogénea, sino que debe ser la suma de
ambas.

Por otra parte, es importante observar que la solucién particular de la
completa que hemos obtenido es independiente de las condiciones iniciales,
al ser funcion anicamente de los pardmetros A y 9§, definidos por las expre-
siones (4.21) y (4.22) en las que no influyen dichas condiciones iniciales.

Régimen transitorio y permanente.- En el caso en que exista amorti-
guamiento, la solucién de la homogénea al cabo de cierto tiempo —cuénto
tiempo sea dependera del amortiguamiento— desaparece. El intervalo du-
rante el que no se puede despreciar el término correspondiente a la solucién
de la homogénea, siendo significativos ambos sumandos en (4.23), se llama
régimen transitorio. El movimiento durante este régimen posee dos compo-
nentes armonicas de distinta frecuencia, la de la excitacion () y la natural
del sistema en vibracion libre (w).

El régimen permanente es el que se alcanza cuando el término correspon-
diente a la soluciéon de la homogénea en (4.23) se amortigua hasta hacerse
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despreciable, quedando tan sélo la solucién particular de la completa. Como
se ha dicho antes, esta solucién particular se puede escoger de forma que
no dependa de las condiciones iniciales®. Por lo tanto, éstas sélo tendran
influencia durante el régimen transitorio. Dicho de otra manera, en un mo-
vimiento forzado y amortiguado, al cabo de un tiempo el movimiento es
siempre el mismo independientemente de las condiciones iniciales.

t

Figura 4.7: Movimiento oscilatorio forzado, para dos condiciones iniciales
distintas; al cabo de cierto tiempo, el régimen permanente es el mismo.

Para una excitacién peridédica de tipo armoénico, el régimen permanente
tiene la misma frecuencia que la excitaciéon, y un desfase § respecto a ella,
dado por la expresion (4.21). De ésta se desprende que si no existe amor-
tiguamiento, el desfase es también nulo. El desfase también depende de la
relacion entre Q y wy, de forma que, por ejemplo, para Q2 = wy, resulta
send = +1 y por tanto § = +7/2.

4.4. Amplificacién dinamica y resonancia

Una carga aplicada de forma dinamica puede producir un efecto conside-
rablemente mayor que aplicada de forma estatica, es decir, suficientemente
lenta para que no se llegue a producir oscilaciéon. Este efecto se denomina
amplificacion dindmica.

La elecciéon de solucién particular no es tnica, siendo por tanto también posible
escoger ésta de forma que una parte de ella si dependa del estado inicial; sin embargo,
en el limite cuando ¢ — oo, esta parte de la solucién particular también se vera reducida
a cero.
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Un ejemplo sencillo es la aplicaciéon de una carga constante Py, sobre un
sistema formado por una masa m y un resorte k, sin amortiguamiento. Si
se aplica de forma estatica (mediante una rampa suficientemente lenta), el
desplazamiento seria zes; = Pp/k.

Si se aplica de forma subita, como un escalén de carga, suponiendo
que inicialmente el resorte estd en su posiciéon natural y sin velocidad, la
respuesta es

Zain(t) = % - % cos(wot).
El desplazamiento maximo se produce para wot = 7 y vale Zginmax = 2Fo/k.
Por tanto, la amplificaciéon dindmica de la carga es

Tdin,max

f.ampl. = =2,

Lest

es decir, el efecto dindmico es el doble del estatico.

Supongamos ahora que se aplica la misma carga, pero modulada por una
funcién armoénica, Pysen(€2t). Supondremos que existe un pequeno amorti-
guamiento inevitable, por lo que el movimiento llega a un régimen perma-
nente, pero que sin embargo se puede despreciar su efecto en la ecuaciéon
de dicho régimen, al ser su valor muy pequeno. Decimos, abusando de la
expresion, que es un caso «sin amortiguamiento,» aunque queda claro im-
plicitamente que algiin amortiguamiento, por pequeno que sea, ha debido
existir para que desaparezcan los términos transitorios. En el régimen per-
manente la respuesta es un movimiento igualmente armoénico, cuya amplitud
se puede deducir de la ecuacion (4.22):

P
Ldin,max = A(Q) - k— 73192 .
La amplificacién dinamica es
fampl, = Zdmmex _ 1 (4.24)
Test 1—0Q2%/w2

Si Q2 = 0, el factor de amplificacion es la unidad, como deberia ser en buena
logica, al tratarse de una carga estatica. Si 2 — oo, el factor de amplificacion
tiende a cero, lo que quiere decir que la excitacién es demasiado rapida y
el resorte no tiene tiempo para deformarse, la masa no llegaria a moverse.
Por ultimo, si 2 — wy, el factor de amplificacién tiende a co.
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Se denomina resonancia al fendémeno por el cual la amplitud de la osci-
lacion se hace méaxima para determinadas condiciones de la excitacion®.

Como se ha visto en el ejemplo anterior, la amplitud puede tender a
oo bajo determinadas circunstancias (ecuacion (4.24)). En este caso la re-
sonancia conduciria a un fallo completo del sistema, por una amplitud de
movimiento excesiva.

En un caso general con amortiguamiento, la expresion (4.22) propor-
ciona la amplitud (A) del régimen permanente. Utilizando dicha ecuacion,
es posible dibujar la grafica de la amplitud obtenida para un valor dado
del amortiguamiento (), en funciéon de la frecuencia de excitacion () (fi-
gura 4.8). Se observa que para amortiguamiento & # 0 la curva muestra
en general un méaximo de la amplitud, mientras que para & = 0 no existe
méximo, tendiendo la amplitud resonante a co.

Desde un punto de vista de calculo, la frecuencia de resonancia se obtiene
hallando el maximo de (4.22):

q/m

A= ;
V(wg —02)2 + 4620202

puesto que el numerador es constante, se busca el minimo del radicando en
el denominador,

d o

I 022 4+ 420%52) = 2(w? — Q) (—2Q) + 86220 = 0,

obteniéndose finalmente:

2
Y LN 7] (4.25)

m  2m2

La amplitud resonante se obtiene sustituyendo el valor de €, en la ex-
presion (4.22) de A:

4 alc (4.26)

cw k_
m 4m?2

SEstrictamente hablando, la definicién hecha corresponde a la resonancia en amplitud.
Cabe definir también la resonancia en energia cinética, como aquella que hace méaximo
T = mi? /2, pudiendo demostrarse que corresponde a una frecuencia de excitaciéon igual
a wo (frecuencia propia sin amortiguamiento). Si existe amortiguamiento, esta frecuencia
de resonancia es ligeramente distinta a la obtenida en (4.25). Al ser la energia potencial
proporcional al cuadrado de la elongacién, la resonancia en energia potencial equivale a
la resonancia en amplitud.

Ay

_ q _
B cwoy/1 — &2
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Conviene observar que las expresiones (4.4), (4.11) y (4.25) definen tres
frecuencias caracteristicas del sistema, que ordenadas de mayor a menor

quedan:
w Qr

wo>wm/1—§2>wm/1—2§2.

Aunque sus valores sean distintos para un caso con amortiguamiento, en
los casos précticos reales, el amortiguamiento £ suele ser pequeiio y las tres
frecuencias tienen valores muy proximos. Para los valores usuales del amor-
tiguamiento en vibraciones estructurales (del orden de 1%-2% o incluso
menores), la resonancia se produce muy proxima a wp, como se aprecia en
la figura 4.8. Por ello, en la practica ingenieril a menudo se confunden las dos
frecuencias wg y €2,.. La diferencia de frecuencias es mayor para valores altos
del amortiguamiento £, aunque entonces también ocurre que la resonancia
tiene menor importancia. Si €2 > 1/2 (£ > 0,71) no se llega a producir
maximo de A, por lo que no hay resonancia. En este caso la funcion A(Q2)
es mondétona decreciente y no tiene maximo local, como puede apreciarse
en la figura 4.8.

EjEMPLO 4.2: Como continuacién del ejemplo 4.1, resolver las siguientes
cuestiones adicionales:

a. Suponiendo ahora que a la base se le comunica un movimiento im-
puesto armoénico, de amplitud 0,05m y frecuencia 2 Hz, obtener el
movimiento tanto durante el régimen transitorio como en el régimen
permanente. Como condiciones iniciales, se admitird que parte del re-
poso en la posiciéon de equilibrio.

b. Obtener la frecuencia de la excitacién anterior que produce la maxima
amplitud del movimiento, el valor de dicha amplitud maxima y el
factor de amplificacion.

Solucion.

a.— Sea z(t) el movimiento de elongacion del resorte, relativo a la
base, y xp(t) el movimiento impuesto de la base. El movimiento absoluto es
por tanto X (t) = x(t) + (t). La ecuacion del movimiento es:

mX +ci+kr=0 = mi+ci+kr=—mip.
Teniendo en cuenta z3(t) = Bsen(2t), resulta

mi + ci + kx = mBQ? sen(Qt). (4.27)
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Figura 4.8: Amplitud de oscilacion para una excitacion armdnica, en fun-
cion de la frecuencia de excitacion ), para diversos valores del amorti-
guamiento £. Los ejes representan magnitudes adimensionales, en abscisas
B = Q/wo, y en ordenadas D = A/(q/k) (factor de amplificacion dindmica).
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La solucién general consta de la solucién general de la homogénea mas una
solucion particular de la completa, (t) = xp(t) + x,(t). Suponiendo una
soluciéon particular del tipo

2p(t) = C'sen(Qt + 6), (4.28)

y obligando a que x(t) cumpla la ecuaciéon anterior, se obtiene

c
o= arctan (o ) = 0125031 120)
BQ? ‘
C= - = —0,0850728 m.

a \/02 02 4+ (M2 — k)2

(Estos parametros podrian haberse deducido también directamente de apli-
car las expresiones (4.20) y (4.22), con ¢ = mBQ?.) La soluciéon completa
de la ecuacién es

z(t) = Csen(Qt + 8) + Ae ™5 sen(wt + ¢p). (4.30)

Obligando a que cumpla las condiciones iniciales (zg = 0,29 = 0), se obtie-
nen las constantes A y ¢p:

2&wwy
02 — wi + 2823

¢o = arctan (

Q
A= —% = 0,0676418 m.

> = —0,1574921ad;
(4.31)

Con estos datos y los parametros £, wy calculados anteriormente (ecuaciones
(4.15) y (4.16)) queda determinada la ecuacion del movimiento (4.30):

z(t) = —0,0850728 sen (47t — 0,125031)
+0,0676418 ¢ 046051708 5oy (15 80468 t — 0,157492).  (4.32)

Esta solucion es la «completay, que corresponde al llamado régimen tran-
sitorio. Pasado suficiente tiempo, el segundo sumando en esta expresion
(la solucion de la homogénea) desaparece, debido a la exponencial decre-
ciente, y queda el denominado régimen permanente, que se identifica con
la solucion particular (4.28). En la figura 4.9 pueden observarse estas dos
soluciones. Refiriéndose al régimen permanente, el factor de amplificacion
dindmica (respecto a la amplitud del movimiento impuesto en la base) es
FA = 0,0850728/0,05 = 1,701457.
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0.05

—0.05 -

—0.1-

Figura 4.9: Régimen transitorio y permanente, pudiendo observarse como a
medida que avanza el tiempo el movimiento se va aprorimando al Tégimen
permanente.

b.— Para hallar el maximo de la amplitud en régimen permanente,
basta con derivar la expresion de C en 4.295 e igualar a cero. Desarrollando
las operaciones se obtiene la frecuencia de resonancia:

wo

0, = —— = 15,82482rad/s. (4.33)
Vi
Obsérvese que para este caso en que la excitacién es por movimiento ar-
moénico en la base la frecuencia de resonancia no coincide con la obtenida
anteriormente para una fuerza armonica (4.25). El motivo es que el nume-
rador en la expresion 4.295 también depende ahora de €2, y el maximo no
coincide para ambos casos.
Sustituyendo esta frecuencia en 4.29, se calcula la amplitud méxima
(resonante):

C = —0,858714m. (4.34)

El factor de amplificacion lo expresamos en este caso como cociente entre
la amplitud dindmica obtenida y la amplitud de la excitacion:

~0,858714

FA = = 17,17428.
0.05 7,17428
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En la figura 4.10 se aprecia la variacion del factor de amplificacion con la
frecuencia €2, marcandose claramante el pico de resonancia. O

16
14
12

10

FA

Omena

Figura 4.10: Factor de amplificacion dindmica en funcion de la frecuencia
de excitacion de la base. Se marcan con lineas verticales la situacion para
la excitacidon definida en el primer apartado y la situacion de resonancia.
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5.1. Ecuaciones del movimiento

5.1.1. Ecuaciones acopladas en sistemas lineales

Consideremos un sistema definido por n coordenadas generalizadas ¢;,
que denotaremos también mediante el vector de coordenadas q € R” para
simplificar. Un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en funcién de
las incognitas q(t) se denomina lineal cuando las ecuaciones homogéneas
correspondientes cumplen dicha condiciéon de linealidad en relacién a las
soluciones: si q1(t) y q2(t) son dos soluciones de las ecuaciones homogéneas®,
cualquier combinacion lineal de ambas a1q;(t) + a2qa(t) para aj,a2 € R
arbitrarios sera también solucién de la ecuacién.

En el caso de los sistemas mecanicos, las ecuaciones generales de la
dindmica (2.37) son de segundo orden en funciéon del tiempo. Cuando son
lineales adoptan la forma siguiente:

aijdj + cijq; + kijg; = fi(t), (5.1)

donde el rango de los indices® es i,5 = 1...n. Si todas las matrices de
coeficientes a;j, ¢;j, kij fuesen diagonales, es decir que sélo fueran distintos
de cero para i = j, las ecuaciones anteriores serian en realidad un conjunto
de n ecuaciones desacopladas de 1 gdl cada una. En este caso se podrian
resolver independientemente mediante los procedimientos del capitulo 4. En
el caso general si alguna de las matrices de coeficientes no es diagonal se
produce un acoplamiento entre los distintos grados de libertad, debiendo
resolverse de manera conjunta el sistema de ecuaciones acopladas.

A continuacion se desarrolla un ejemplo representativo de un sistema
dindmico lineal con tres grados de libertad acoplados, en el cual se obtienen
las ecuaciones mediante el procedimiento de Lagrange (capitulo 2).

EJEMPLO 5.1: Supongamos un sistema formado por tres carros que pue-
den considerarse como masas puntuales, conectadas entre si por resortes
lineales y amortiguadores. La primera esta conectada de igual manera a un
punto fijo, y estan obligadas todas ellas a moverse segin una misma recta
(figura 5.1).

1Se denomina homogénea a una ecuacién diferencial en la que no hay términos inde-
pendientes de las funciones  y de sus derivadas q, q.

2En esta expresion y en el resto del capitulo se sobreentenderan los sumatorios sobre
los indices repetidos, extendidos a lo largo de su rango, salvo indicacién en contra. Quedan
exceptuadas también las expresiones en las que estos indices afecten a vectores o matrices,

en cuyo caso se indicaré de forma expresa el sumatorio si lo hay.
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& il 3
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kq ko ks

Figura 5.1: Sistema lineal con 8 grados de libertad, formado por tres masas
unidas mediante resortes y amortiguadores lineales.

Obtendremos en primer lugar las ecuaciones de Lagrange del movimien-
to. Para ello tomamos coordenadas absolutas de cada masa en relacién con
la posicion de equilibrio, q = (x1, 2, 23). La posicion de equilibrio seria por
tanto qo = (0,0,0). La energia cinética es

1 1
T = 5mlgﬁ + §m2i% + §m35'c§,

v la energia potencial

1 1 1
V= §/€15L'% + 5]’62(1’2 — 1‘1)2 + §/€3($3 — x2)2.

Derivando se obtiene
A(OTN_ A orN A or
at\oi )~ MY @ \oie) T T @t \aig ) Y

Las fuerzas generalizadas deben incluir los términos conservativos y los
no conservativos provenientes de los amortiguadores:

ov

Q1= T on +QY

= —kix1 + ka(z2 — 21) — 181 + ca(d2 — &1)
Q2 = —ko(xo — 1) + k3(w3 — w2) — co(do — d1) + c3(d3 — Z2)
Q3 = —k3(r3 — 12) — c3(d3 — ¥2)

Resultan por tanto las ecuaciones del movimiento siguientes:

mix1 + (k‘l + kg):cl — koxo + (Cl + Cg)il — o9 =0
modo — kox1 + (kg + kig)xg — ksx3 — coq + (CQ + Cg)i’g —c3x3=0

msis — k3o + k3xrs — c3Zo + c33 =0
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En estas ecuaciones se pueden identificar los coeficientes de las ecuacio-
nes (5.1):

mq 0 0 c1+ ¢y —Cy 0
[aij] = 0 mo 0 , [Cij] = —C2 co+c3 —c3 |,
0 0 ms3 0 —C3 C3 (5.2>
k1 + ko —ko 0
(ki) = —ko  kot+ks —ks
0 —k3 ks

Se obtiene por tanto un sistema de 3 ecuaciones diferenciales lineales y
acopladas, al no ser diagonales ni los coeficientes ¢;; ni los k;;.

5.1.2. Linealizacion de las ecuaciones

Para un sistema general las ecuaciones seran no lineales. Sin embargo, si
existe una posicion de equilibrio estable, por la propia definiciéon del mismo
(ver apartado 3.3) se produciran pequenas oscilaciones o vibraciones alrede-
dor de esta posicion si la excitaciéon del sistema es suficientemente pequena.
En este caso podremos linealizar las ecuaciones admitiendo la hipotesis de
pequenas oscilaciones: las fuerzas desarrolladas dependerén linealmente de
las coordenadas y de las velocidades, y los parametros del sistema se po-
dran considerar constantes e iguales a los correspondientes a la posiciéon
de equilibrio. En lo que sigue de este apartado se discute la obtencion de
estas ecuaciones linealizadas en un caso general, asi como las propiedades
del sistema de ecuaciones y sus matrices de coeficientes. Como veremos més
adelante el movimiento oscilatorio que se produce tiene naturaleza armoéni-
ca, similar al caso de un grado de libertad que se estudié en el capitulo 4.

La dindmica analitica proporciona un marco teérico adecuado para plan-
tear las ecuaciones en este tipo de sistemas. Adoptamos para ello las siguien-
tes

HiPOTESIS.—

1. El sistema es holénomo con vinculos esclerénomos (es decir, vinculos
que no dependen de t). En estas condiciones la energia cinética es una
expresion homogénea de segundo grado en las velocidades generaliza-
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das ¢; (ver apartado 2.2.4, ecuaciones (2.33) y (2.30))*:

N
1. ) def  O0*T or; Or;
T=- d Lo =3 m 5.3
2aqukql, siendo ay; 96,06, 1 m; 90, 9a (5.3)

2. Existe una posicion de equilibrio estable, en la que tomaremos conven-
cionalmente el origen de coordenadas (g; = 0), con objeto de simplifi-
car las expresiones.

La condicién de equilibrio se puede definir por la ausencia de movi-
miento, ¢; = §; = 0. Se puede comprobar facilmente que esta condicion
es equivalente a la anulacién de las fuerzas generalizadas Q;. En efecto,
partiremos de las ecuaciones de Lagrange (2.27),

d (oL\ 0L
— (=) 22— oh. 4
at <6q'j> 5g; (5:4)

Desarrollando de forma general estas ecuaciones (2.37), y teniendo

en cuenta que se trata de un sistema esclerénomo (0r;/0t = 0), se
obtiene:

.. Qe . 19)%
ajkGr + [kl jldkd = “o0 +QY =y, (5.5)

j
siendo [kl, j] = 3(8aji/0q + Baji/dqr, — Bag/Dq;). Particularizando
para unas condiciones iniciales de reposo (¢; = 0), se comprueba fa-
cilmente® que la condicién de equilibrio (G; = 0) es equivalente a la
condicién de nulidad de las fuerzas generalizadas, @; = 0.

3. Al ser estable la posicién de equilibrio, una perturbaciéon pequena
del mismo produciréd igualmente oscilaciones pequenas respecto de la
posicién de equilibrio. Supondremos pequenias tanto las coordenadas
relativas a la posicion de equilibrio (gj), asi como las velocidades y
las aceleraciones (¢;,G;), por lo que los términos cuadraticos de es-
tas componentes se pueden despreciar en relaciéon con los términos
lineales. Asimismo, los pardmetros del sistema se podran considerar
constantes, al suponer que no varfa apreciablemente la configuracién
del mismo.

3 En esta expresién y en el resto del capitulo se sobreentenderan los sumatorios sobre
los indices repetidos, extendidos a lo largo de su rango, salvo indicacién en contra. Quedan
exceptuadas también las expresiones en las que estos indices afecten a vectores o matrices,
como la segunda de las ecuaciones que se citan, en cuyo caso se indicara de forma expresa
el sumario si lo hay.

4 Téngase en cuenta que la matriz de coeficientes a;j, es definida positiva y por tanto
regular.
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Desarrollaremos ahora las fuerzas generalizadas ); de las ecuaciones
(5.5). Admitiremos que estas fuerzas puedan depender de las coordenadas
generalizadas q = (¢1,q2 - . - g,) y de sus velocidades q = (41,42 - - - Gn), v Su-
pondremos también que no dependen explicitamente del tiempo (0Q;/0t =
0). Esto equivale a considerar un sistema auténomo, en el que las tinicas fuer-
zas actuantes provienen de cambios en la propia configuraciéon del sistema
(fuerzas interiores), o de la velocidad (resistencias viscosas), no existien-
do fuerzas debidas a agentes exteriores variables con el tiempo. Con estas
premisas realizamos un desarrollo en serie de primer orden alrededor de la
posicién de equilibrio, que nos permitra linealizar la expresion de las fuerzas
generalizadas en funcién de coordenadas y velocidades:

) 0Q; 0Qi| . )
Qj(a,4) = Qily+ ﬂ qj + Q ij +O(q®) + O(q7)
—~—~ 8qj 0 8(]J 0

Emplearemos la terminologia siguiente para los coeficientes que apare-
cen:

0.
kij = — Qi Coeficientes de rigidez
dq;
0Qi . . . .
Cij = — BE Coeficientes de amortiguamiento viscoso
4qj
Supondremos aqui que las fuerzas provienen de un potencial (Q; = -0V /0q;),

por lo que los coeficientes de rigidez seran:

o0*V

ki = .
7 0q;0q;

(5.6)

Es facil comprobar la simetria de estos coeficientes, heredada de las propie-
dades de las derivadas: k;; = kj;.

Anélogamente, para las fuerzas dependientes de la velocidad, se puede
adoptar la hipo6tesis de que provienen de una funciéon R, denominada funcidn
de disipacion de Rayleigh, definida a partir de los coeficientes simétricos c¢;;

COIMO:
1

R = §Cijqiqj‘, (57)
de forma que
0*R

J 8(]i8qj' ( )
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El significado de R puede establecerse calculando la tasa de energia disipada
por unidad de tiempo por las fuerzas viscosas no conservativas:

D =—-QNg; = (cijd;)di = 2R

Por el segundo principio de la termodinédmica esta disipacién debe ser posi-

tiva o nula, lo que conduce a la condiciéon R > 0, o de forma equivalente, a

que los coeficientes ¢;; definen una forma cuadratica semidefinida positiva.
Las ecuaciones del movimiento (5.4) quedan pues expresadas como:

a;kdr + [k, jlded = —kijqj — cijd; + O(q@?) + O(&4?)

Empleando ahora la hipotesis 3 arriba enunciada de pequenas oscilaciones,
se puede aproximar la ecuacién anterior eliminando los términos de orden
cuadratico. Se obtienen asi las ecuaciones linealizadas del movimiento:

m,;j('jj + cijq'j + kijqj =0 1=1...n (5.9)

Estas ecuaciones son validas siempre que el sistema sea auténomo, sin
fuerzas exteriores que lo exciten. Este caso se denomina de vibraciones libres.
En caso contrario se obtendria un sistema con wibraciones forzadas, en el
que habria que anadir a la derecha de la igualdad los términos de fuerzas
exteriores correspondientes:

mij; + cijq; + kijq; = fi(t);  i=1...n (5.10)

Las ecuaciones (5.9) 6 (5.10) gobiernan el estudio de las vibraciones
en sistemas lineales, siendo vélidas también de forma bastante aproximada
para el estudio de pequenas oscilaciones en la mayoria de los sistemas reales
no lineales. Como se comprueba inmediatamente, son una generalizacion
directa de la ecuacion (4.18) para las oscilaciones con un grado de libertad
estudiada en el capitulo 4:

mi + ct + kx = f(t).

5.1.3. Formulacion matricial

En las ecuaciones (5.9) los coeficientes m;; juegan el papel de masas,
los ¢;; definen el amortiguamiento viscoso, y los k;; la rigidez del sistema.
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. . . . =4
Podemos emplearlos para definir las matrices siguientes®:

[M] = [m;] Matriz de masas

[C] = [cij] Matriz de amortiguamiento

K] = [kij] Matriz de rigidez

{a} = {q;} Vector columna de coordenadas
{f} ={Q;}  Vector columna de fuerzas externas

De esta forma para el caso de oscilaciones libres (5.9) la ecuacién ma-
tricial resulta ser

M[{a} + [CH{a} + [Kl{a} = {0} (5.11)
y para oscilaciones forzadas (5.10),
M[{a} + [C{a} + [K{a} = {f}. (5.12)

La matriz [M] define la energia cinética como una forma cuadratica de
las velocidades (ecuacion (5.3)),

.. 1. :
T'=gmijdid; = E{Q}T[M]{Q}
La matriz [M] = [m;;], por la definicién de sus componentes (ver (2.30))

es simétrica. Por otra parte, la energia cinética, por su definicion, es esen-
cialmente positiva, por lo que la matriz de masa ha de ser ademas definida
positiva:
. 1 .
Y, gmijqiqj >0 < [M] > 0. (5.13)

Restringiéndonos al caso en que las fuerzas provienen de un potencial,
la definicion de las componentes de [K] = [k;;], ver ecuacion (5.6), la ca-
racteriza también como simétrica. Para estudiar su signo, desarrollamos en
serie de potencias el potencial V alrededor de la posicién de equilibrio,

oV 1 0%V
V) =V(0)+ ~——| ¢+ 55| %g +--- (5.14)
a%’ 0 2 aQian 0
~—— —_———
=0 =ky;

SEmplearemos la notaciéon habitual en este curso para las expresiones matricia-
les: {q} = {4}, {a} = {ai} (negritas entre llaves) para matrices columna (n x 1),
lall = {a}" = llaill, llall = {a}" = ll¢ill para matrices fila (1 x n), y [M] = [M;;], [K] =
[Ki;], [A] = [Asj] (negritas rectas o corchetes) para matrices de 2 indices (n X n). Re-

servaremos las “negritas italicas” (x, a, R, I) para vectores o tensores. Procuraremos
distinguir de esta manera entre el tensor R y la matriz de componentes del mismo en un
triedro dado, [R].
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La condicién para que el equilibrio sea estable, en virtud de lo cual las
oscilaciones alrededor del mismo se mantienen pequenas, equivale a que el
potencial V' tenga un minimo local, es decir que sea V(q) — V' (0) > 0. Esta
afirmacion la demostraremos més adelante (apartado 5.2.2). Supondremos
ademas que los coeficientes de las derivadas segundas k;; en el desarrollo
anterior son significativos, sin que se necesite recurrir a derivadas de orden
superior para establecer la condicién de minimo. En virtud de ello, se deduce
que la forma cuadratica definida por k;; es definida positiva ademas de
simétrica:

A qi, k‘ijqiqj >0 < [K] > 0. (5.15)

Por ultimo, como ya se justificé en el apartado anterior, los coeficientes
de amortiguamiento viscosos definen una matriz simétrica y semidefinida
positiva:

Vq'i, Cijqi(jj >0 = [C] > 0. (5.16)
EJEMPLO 5.2: Para el caso del ejemplo anterior 5.1, expresar las ecuaciones

matriciales y las matrices del sistema, comprobando sus caracteristicas.

Estas ecuaciones se pueden expresar matricialmente en la forma definida
por (5.11),

[M[{a} + [Cl{q} + [K]{q} = {0}

siendo las matrices del sistema las obtenidas en (5.2):

my 0 0 c1+c  —co 0
[M} = 0 me O ; [C] = —C2 co+c3 —c3|;
0 0 ms 0 —C3 c3

k1 + ko —ky 0
[K] = —ko ko + ks —k3
0 —k3 ks

Las tres matrices son obviamente simétricas. Teniendo en cuenta que todos
los parametros m;, ¢;, k; son positivos, las matrices son también definidas
positivas. Por ejemplo para la matriz [K] los menores principales son todos
positivos

My =K1+ ko >0; My = kiky + koks + ksk1 > 0; Mg = k1koks > 0.

La comprobacion es similar para la matriz [C|, y méas obvia para [M].
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5.2. Oscilaciones libres

5.2.1. Oscilaciones sin amortiguamiento; problema de auto-
valores

En este caso no existen fuerzas dependientes de la velocidad, ni fuerzas
exteriores aplicadas, por lo que las ecuaciones del movimiento (5.12) quedan

M]{q4} + [Kl{q} = {0}, (5.17)

0 en componentes,
m;jd; + kijq; = 0. (5.18)

Buscaremos una solucién de la forma

{a} = C{a}e™’

, 5.19
q; = Caje“"t. ( )

En la expresion anterior C' = D +iFE € C es una constante compleja, en

. . . .. def
funciéon de la unidad imaginaria ¢ « v—1; {a} es un vector de constantes
que més adelante (apartado 5.2.2) demostraremos es real (€ R"), y ™!
indica la notaciéon de Euler para la exponencial compleja:

et = coswt + isenwt .

La utilizacion de magnitudes complejas en (5.19) se realiza tnicamente por
conveniencia, para facilitar los desarrollos. Légicamente el movimiento fisico
corresponde a coordenadas reales, por lo que habra que tomar tnicamente
la parte real de esta expresion. La notaciéon compleja facilita la represen-
tacion de funciones armonicas, ya que la constante compleja C' incluye dos
constantes reales. En efecto, desarrollando la parte real de (5.19),

{a} = R[(D + iE)(coswt +isenwt)| {a}
= (D coswt — E'senwt){a};

y si definimos unas nuevas constantes (B, ) como B =+ D? + E? y tgd =
—F/D, esta expresion equivale a su vez a

{q} ={a}R [Bei(wt—d)]
= {a} B cos(wt — ).

(5.20)
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La solucién considerada debe cumplir la ecuacion del movimiento (5.17).
Para ello se deriva dos veces (5.19),

{4} = —w’C{a}e™!
= —w*{q},

y sustituyendo en la ecuacion (5.17),
(—w2[M] + [K]) {a}C ™! = {0}.
De esta ecuacion se puede eliminar el escalar Ce®™! £ 0, resultando
(—«’[M] + [K]){a} = {0} (5.21)

Esta expresion define un sistema de ecuaciones lineales homogéneas en fun-
cion de las incognitas {a}, lo que constituye un problema de autovalores
generalizado. En efecto, denominando A\ = w?, se trata de obtener los vec-
tores {a} que verifican

K]{a} = A[M]{a} (5.22)

para algtn valor de A. Para que existan soluciones distintas de la trivial
{a} = {0}, el sistema de ecuaciones homogéneo (5.21) debe ser singular, es
decir, debe anularse el determinante de la matriz de coeficientes:

det([K] — A[M]) = 0. (5.23)

Esta ecuacion de compatibilidad se denomina la ecuacion caracteristica del
problema de autovalores (5.22). Resulta una ecuacion polinémica de grado
n en A, que poseerd en general n raices A\, kK = 1,2...n. Estas raices A\
se denominan autovalores o valores propios®, correspondiendo a los valores
de A que hacen posible una solucién no trivial de (5.22); cada uno de ellos
esté asociado a un vector solucion {ay}, estos se denominan autovectores o

vectores propios’ .

5.2.2. Frecuencias propias y modos normales de vibracién

Los valores w, = /A, se denominan frecuencias propias del sistema,
debido a que representan las frecuencias angulares de las posibles soluciones
armonicas del tipo (5.19). Los valores de \i son positivos al ser las matrices
[K] v [M] simétricas y definidas positivas, por tanto admiten raiz cuadrada
real y positiva.

SEn inglés eigenvalues.
"En inglés eigenvectors.
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La linealidad de la ecuacion (5.17) lleva aparejada la linealidad de las so-
luciones: si {x1} y {x2} son soluciones de la ecuacion, cualquier combinacion
lineal de las mismas (u{x1}+v{x2}) también es solucion. La comprobacion
es inmediata, sin més que sustituir en (5.17):

[M](p{%1} + v{Xa}) + [K](p{x1} + v{x2}) =

p (M1} + [K[{x1}) +v ([M}{X:} + [K]{x2}) = {0}.
={o0} ={0}

Supondremos en principio que los autovalores A\ son todos distintos, no
existiendo soluciones miltiples de (5.23). El caso de autovalores multiples
se tratard mas abajo. Por tanto, cada A, definird una solucién posible del
tipo (5.19), en funcién de una constante arbitraria C. Por lo dicho antes la
soluciéon mas general serd una combinacién lineal de las mismas, del tipo

{q} = Ci{ai}e" + Cofag}e™ + ... + Cr{a, }e™r!

k=1

En esta expresion, los valores de {ax} y wy vienen dados por la soluciéon
del problema de autovalores (5.22). Quedan 2n constantes por determinar,
correspondientes a las constantes complejas C, = Dy +1 Ej, que se definirdn
a partir de las 2n condiciones iniciales.

Adelantando algunos resultados que demostraremos mas adelante, los n
autovalores \; son reales y positivos, por lo que wj = /A, son ntimeros
reales. Tomaremos s6lo la raiz positiva, ya que la negativa carece de sentido
fisico. Por tanto, la solucién sera, tomando la parte real de (5.24)

{q} = Z(Dk’ coswyt — Fy senwyit){ay} (5.25)
k=1

o bien con la notacién alternativa (5.20),

{a} = Bi{ag} cos(wit — &) (5.26)
k=1

siendo By, = /D7 + EZ.

Esta expresion ofrece una interpretacion del movimiento como la suma
de n “modos de vibracion” {ay}, cada uno de ellos vibrando segtin una ley
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armoénica con su frecuencia caracteristica, wy. La amplitud de cada modo
en funcion del tiempo es By cos(wit — Og).

La solucion general, en cualquiera de las formas (5.24), (5.25) 6 (5.26)
depende de 2n constantes que se determinan a partir de las 2n condiciones
iniciales del problema: coordenadas iniciales {qgp} y velocidades iniciales

{ao}-

Propiedades de los autovalores y modos normales (autovectores)

1. Todos los autovalores son reales: A\, € R.

Para demostrarlo emplearemos la propiedad de hermiticidad® de las
matrices [K| y [M]. Sea un autovalor A, que cumple:

K]{ar} = \s[M|{ax} (k no sumado). (5.27)
Tomando conjugados de los traspuestos de esta expresion,
{ar} K] = Ni{ar} M. (5.28)

Pre-multiplicando la ecuacion (5.27) por {a;}!, post-multiplicando
(5.28) por {ax} y restando ambas expresiones se obtiene:

0= (A — Ap){ar} M]{ay}. (5.29)

Veamos ahora que el segundo factor de esta expresién no puede ser
nulo. Suponiendo en general una expresion compleja para el autovalor
como

{ax} = {ar} +i{Be}; {ar}! = {a}T —i{Be}7,
resulta
{ar} [M{ar} = {0} [M]{on} + {8} IMI{ B}
+i ({ow} TIMI{ Bk} — {Br} M]{ax})

=0

La condicion de definida positiva de la matriz [M] obliga a que la ex-
presion anterior sea estrictamente positiva. Por tanto, de la expresion
(5.29) se deduce

A = )\Z = A; €R,

como queriamos demostrar.

8Se dice que una matriz es hermitica cuando su adjunta, es decir la conjugada y
traspuesta, es igual a ella misma: [A]" = (J[A]T)* = [A]. Esta propiedad es evidente para
una matriz real simétrica.
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2.

Todos los autovectores son reales: {a;} € R™.

Sea un autovector cualquiera {a} = {ay}, del cual ya sabemos que
su autovalor asociado es real, A € R. La ecuacion (5.27) es un sis-
tema homogéneo con coeficientes reales, que en componentes puede
expresarse como

(kiz'j — )\mi]’)a]’ = Qjja; = 0, Qi € R.

Las posibles soluciones a este sistema tienen la propiedad de que el
cociente entre dos componentes cualesquiera es real: ax/a; € R. Por
tanto, dada la indeterminacién que existe para la solucién, podremos
escoger de forma arbitraria una componente real, p. €j. a; = 1, con lo
que el resto de componentes habra de ser igualmente real.

Los autovalores son positivos: A\ > 0.

Se parte de la igualdad (5.27),
[K[{ax} = Ax[M]{a}. (5.30)
Pre-multiplicando por {a;}* y despejando )y, se obtiene

o () )
{ar}[M[{ay}
Tanto el numerador como el denominador en esta expresion son es-

trictamente positivos, al ser definidas positivas las matrices [K] y [M]
respectivamente. Por tanto, Ay > 0, como querfamos demostrar.

(5.31)

Si algin autovalor fuera negativo, A < 0, la frecuencia propia aso-
ciada serfa imaginaria, wy = +v/Ar = +(a + ib), y sustituyendo en
la solucion (5.19) se obtendria una exponencial real creciente, no aco-
tada, que indicaria un equilibrio inestable e invalidaria la hipotesis
hecha de pequenas oscilaciones. Esto podria ocurrir en el caso en que
no se tuviese un minimo del potencial, en cuyo caso los coeficientes
[K] podrian no ser definidos positivos. Este razonamiento prueba que
para la estabilidad del movimiento se requiere la condicién de minimo
del potencial.

Ortogonalidad:

Dos modos de vibracion {ax} y {a;}, correspondientes a autovalores
distintos A\; # A;, son ortogonales respecto a la matriz de masa [M]:

{ar} " M]{a;} =0 (5.32)
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La expresion anterior se puede interpretar como la anulaciéon del pro-
ducto interior de los vectores {a;} y {a;}, en la métrica definida por
[M].

En efecto, debe cumplirse:

Ax[MHay} = [K|{ay}
M[M{ar} = [K[{a;}
Premultiplicando la primera igualdad por {a;}*, la segunda por {a;}*

y restando ambas entre si, gracias a la simetria de [M] y de [K] obte-
nemos

(A — M) {ar} ' M]{a} =0 (5.33)
Al ser \; # A\; queda demostrada la ortogonalidad.

5. Los autovalores y autovectores son intrinsecos:

Esto quiere decir que son independientes de la eleccién de coordena-
das. En efecto, si suponemos un cambio de coordenadas cartesianas
definido por la matriz [U],

{a} = [Ul{y}, (5.34)

al sustituir en la ecuacion matricial (5.17) resulta:
MJ[Uy} + [K][U{y} = {0};
la ecuacion caracteristica es ahora:
| = AIM][U] + [K][U]] = [[U]] - | = AM] + [K]| = 0.

Si el cambio de coordenadas es regular, es decir |[U]| # 0, se deduce
por tanto la misma ecuacion caracteristica (5.23). De ella resultaran
los mismos autovalores A;. Los vectores propios correspondientes es-
taran ligados a los obtenidos con las coordenadas originales {q} me-
diante las relaciones de cambio de coordenadas (5.34).

6. Los wvectores propios son linealmente independientes.

Los vectores propios asociados a autovalores distintos son linealmente
independientes. En efecto, si suponemos una combinacién lineal cual-
quiera

041{31} + a2{32} +...+ ak{ak} +.o. an{an} = {0}
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premultiplicando por {a;}*[M] obtenemos aj = 0. Puesto que esta
operacion se puede realizar para todos los valores k = 1,--- ,n, se
deduce que la tinica posibilidad es que todos los coeficientes «y sean
nulos. Los n vectores propios forman por tanto una base del espacio
vectorial R"™.

Normalizacién de los vectores propios

Al ser solucion de un sistema homogéneo, los vectores propios estén in-
definidos respecto de, al menos, un parametro. Asi, si {a;} es vector propio,
cualquier vector paralelo al mismo p{ag} (para p € R) también lo es:

(=A[M] + [K])(p{ar}) = p{0} = {0}

podemos por tanto escoger los vectores propios de forma que cumplan algin
criterio de normalizacién. Una posibilidad es que su norma respecto de la
matriz de masas sea unidad:

{a;}T[M]{ay} =1 (k no sumado). (5.35)

Para hacer esta normalizacion, el procedimiento que se sigue en la practica
es tomar en primer lugar una solucién cualquiera para (5.30), que podemos
denominar {v;}. A continuacion, este vector propio se normaliza dividién-
dolo por su norma

a,) = {vi} 5.36
o = T (530

En este caso, considerando (5.32) y (5.36), se verificara
{ak}T[M]{al} = 5kl (5kl =0sik 75 l; 5kl =1lsik= l) (537)

La normalizacion realizada en (5.36) no suele ser la mas conveniente en
la practica, y no es la anica opcioén posible. Otra posibilidad seria adoptar
el convenio de que la primera componente de cada vector propio fuese de
valor unidad, o bien que la méaxima componente de cada vector propio
fuese la unidad. Estas alternativas pueden ser preferibles para expresar los
vectores propios en célculos manuales, con objeto de evitar las operaciones
aritméticas que implica (5.36). En estos casos, la norma respecto de la matriz
de masa no sera unidad,

{ar} " [M{ay} = My (5.38)

El valor M}, se denomina masa modal del modo {ay}. Conviene advertir que
no se trata de una magnitud intrinseca de los modos de vibracion, sino que
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depende de céomo se hayan escogido y normalizado. La expresién general del
producto interno de dos autovalores seré

{a;}T[M]{a;} = 6.uM;,  (k no sumado). (5.39)

La ortogonalidad respecto de [M] implica también ortogonalidad res-
pecto de [K]: premultiplicando (5.30) por {a;}7,

{a;}T[K]{ay} = {a;} T (wiM]{a,}) = S Mpw? (k no sumado). (5.40)

5.2.3. Caso de autovalores mailtiples

La propiedad de ortogonalidad (5.32), conducente a obtener un conjun-
to de n vectores propios normalizados y ortogonales entre si respecto de
[M], se ha basado en la no existencia de soluciones multiples de la ecua-
cion caracteristica (5.23), por lo que todos los autovalores en (5.33) eran
distintos.

En el caso en que existan autovalores miltiples como solucion de (5.23)
es posible también obtener un conjunto de vectores propios normalizados y
mutuamente ortogonales. A continuacion se describe en lineas generales el
procedimiento de obtencidn.

Supongamos que uno de los autovalores A es una soluciéon doble. En ese
caso, el sistema de ecuaciones homogéneo (5.21) poseera como soluciones
para este valor de A\ un subespacio de dimensién 2, por lo que se podran
escoger dos vectores solucion independientes, {a} } y {a]}, que supondremos
ya normalizados, es decir cumpliendo cada uno la condicion (5.35).

Deseamos obtener dentro de este subespacio dos vectores {a;} y {a;},
ortogonales entre si y a todos los demés vectores propios correspondientes
a los otros autovalores. Escogemos para ello el primero directamente como
{ar} = {a}. Este vector cumple la condicién de ortogonalidad respecto
a los vectores propios de autovalores distintos, ya que es valido el mismo
razonamiento seguido en (5.33). Para el otro vector {a;}, suponemos una
combinacion lineal arbitraria de {a},} y {a;}, en funcion de dos escalares ¢
Yy ca:

far} = erfal} + cofal}

imponiendo la ortogonalidad con {ay},
{a} " M]{ar} = 1M, + c2{a}  [M){ay} =0, (5.41)
de donde se obtiene una relaciéon entre c; y co,

e {atM[{a;}

(&) Mk
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Obtenemos otra relaciéon expresando la masa modal de {a;},
{a;}T[M){a;} = M) = ¢} + 3 + 2c1cap. (5.42)

De las dos ecuaciones (5.41) y (5.42) determinamos los valores precisos de ¢;
y c9. De esta forma se obtienen dos vectores propios asociados al autovalor
A, que son ortogonales a todos los demas y entre si.

En el caso de haber autovalores de multiplicidad mayor (m > 2), se
sigue un procedimiento similar. En primer lugar se escoge un primer vector
normalizado del subespacio asociado de dimensién m; a continuacion se
aplica el procedimiento anterior para obtener un segundo vector dentro de
este subespacio, ortogonal al primero; y asi sucesivamente, imponiendo cada
vez las condiciones de ortogonalidad con todos los vectores anteriores, hasta
obtener los m vectores ortogonales entre si.

El método descrito es anadlogo al procedimiento clasico de ortogonali-
zacion de Gram-Schmidt, que se puede consultar en los textos de algebra
lineal”.

5.2.4. Analisis modal; coordenadas normales

La solucion general de las ecuaciones (5.17), debido a la linealidad de las
soluciones, se puede expresar como una combinacién lineal de las mismas,
de la forma (5.26):

{a} =) Bi{ay} cos(wit — 6k). (5.43)
=1

Denominando ag; a la componente i del vector propio {ay}, la expresion
anterior se puede escribir en componentes como

q; = Bk Ae; COS(wkt - 5k) (5.44)

donde se sobreentiende el sumatorio implicito en el indice repetido k. Defi-
namos ahora unos coeficientes (funcion del tiempo)

up(t) < By, cos(wit — 6r) (5.45)

que denominamos coordenadas normales. En funcion de ellas (5.44) queda

¢i(t) = a; uk(t) (5.46)

9Cristobal Mateos: Algebra Lineal, Servicio de Publicaciones de la E.T.S.I.C.C.P. de
Madrid; Juan de Burgos: Algebra Lineal, McGraw-Hill, 1993
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Esta expresion puede interpretarse como un cambio de coordenadas para
obtener las coordenadas normales u(t) a partir de las coordenadas origina-
les ¢;(t). La matriz del cambio es la definida por los coeficientes ag;, que son
constantes en relaciéon al tiempo, y que como hemos visto son precisamente
las componentes de los modos normales de vibracion.

Las componentes ay; definidos para la expresion (5.44) constituyen la

llamada Matriz Modal, [A] &t [aki]. Segin la definicion hecha antes de estos

coeficientes, esta matriz estd formada por los modos normales como filas,

{a;}7T (a1 a2 -+ ain)
A] & {af}T _ (afl e aﬁ") . (5.47)
{an}T (anl ap2 - ann)

El cambio de coordenadas establecido por (5.46) esta definido por la
traspuesta de la matriz modal, [A]T. La expresion de la solucién {q} en
funcion de las coordenadas normales {u} es pues:

{a} = [A]"{u}

=wui(t){a1} +ua(t){as} + ... + u,(t){an}. (5.48)

Las coordenadas normales asi definidas poseen una propiedad notable,
ya que en funcién de ellas las ecuaciones del movimiento quedan desacopla-
das. Al realizar el cambio a las coordenadas normales, en lugar de un sistema
de n ecuaciones simultéaneas acopladas (5.17), se obtienen n ecuaciones in-
dependientes, cada una con una sola variable, que se pueden solucionar una
a una. En efecto, sustituyendo (5.48) en (5.17),

IMJ[A] {it} + [K][A]" {u} = {0}
y premultiplicando por la matriz modal [A],
[A][M][A]" {} + [A][K][A]" {u} = {0}

Desarrollando en componentes los productos de matrices en esta ecua-
cion, la componente (i5) de [A][M][A]T corresponde a

([AIM][A]D)i; = apmmaj = {a;} [M]{a;} = 6; M;,

es decir, se trata del producto interior a través de [M] del modo {a;} (fila ¢
de [A]) y el modo {a;} (columna j de [A]T), que como se vi6 en (5.39) son
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las deltas de Kronecker multiplicadas por las masas modales. Por tanto el
resultado es una matriz diagonal:

[A][M][A]" = [Mp] = (5.49)
M,

En el caso en que la normalizacién se haya hecho con masas modales uni-
tarias (5.37), esta serfa la matriz identidad.

Anéalogamente, el otro producto de matrices, empleando (5.40), resulta
otra matriz diagonal

2
lel

w2
[AJK][A]" = [Kp] = Mo (5.50)

2
Mpyws,

Por lo tanto, la ecuacion (5.17) queda expresada en coordenadas norma-
les como

Mp[{ii} + [Kpl[{u} = {0}. (5.51)

En componentes, equivale a n ecuaciones desacopladas (independientes)
Myiiy, + Mywiug =0 (k=1...n no sumado). (5.52)

Este resultado no deberia extranar si se recuerda la definicion de wuy(t)
realizada antes (5.45). En efecto, esta ecuacion define las ug(t) como fun-
ciones armonicas de frecuencias wg, que son precisamente las soluciones
generales de ecuaciones del tipo (5.52). Existe una identidad formal entre
definir wug(t) explicitamente en funcién de constantes By y 6 por determi-
nar como en (5.45), o definirlas como soluciones de las ecuaciones (5.52).
En definitiva, las ecuaciones (5.52) en uy son n ecuaciones desacopladas, co-
rrespondientes cada una a un sistema de un grado de libertad: la amplitud
del modo de vibracién correspondiente.

Esta observacion permite interpretar las vibraciones libres de un sistema
de n grados de libertad como la suma de las oscilaciones por separado
de n modos normales de vibracion, independientes unos de otros. Asi las
coordenadas normales ug(t) son las amplitudes de cada modo, coeficientes
variables con el tiempo por los que multiplicamos a los modos de vibracién
para obtener la vibracion total del sistema.
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Hacemos notar que el desarrollo realizado arriba para demostrar la exis-
tencia y propiedades de ortogonalidad de los modos de vibracién, resumido
en las ecuaciones (5.49) y (5.50), puede resumirse mediante el llamado teo-
rema de diagonalizacion simultanea'’. Este afirma que, dada una matriz
simétrica [M] definida positiva, y otra matriz [K] simétrica, existe siempre
una matriz [A] no singular tal que [A][M][A]T = [1] y [A][K][A]T = [D],
siendo [1] la matriz unidad y [D] una matriz diagonal. Si ademas [K] es
definido positivo, los términos de la diagonal de [D] seran todos positivos
como es nuestro caso.

EJEMPLO 5.3: Sea un péndulo doble, formado por dos masas iguales m
unidas por varillas rigidas sin masa de longitud [, la primera de las cuales
estéa articulada en un punto fijo (figura 5.2). Estudiar las pequenias oscilacio-
nes alrededor de la posiciéon de equilibrio vertical calculando las frecuencias
propias y modos normales de vibracién.

Figura 5.2: Péndulo doble formado por
masas puntuales m unidas por varillas de
longitud 1

Empleando las coordenadas (g1, p2) definidas en la figura 5.2, la La-
grangiana es:

1
L= 5ml2 27 + ¢35 + 2192 cos(p2 — 1)] +mgl(2 cos g1 + cos ps).
Las ecuaciones de Lagrange del movimiento resultan:

0 = 2ml%@; + mi? cos(pa — ©1)P2 — mi*p3sen(py — @1) + 2mgl sen oy
0 = mi%@; cos(pa — 1) + ml@s + mi*pt sen(pa — 1) + mglsen o

10Consultar por ejemplo J.A. Fernandez Palacios: Mecdnica Tedrica de los Sistemas de
Sdlidos Rigidos, 1989.
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Las ecuaciones se linealizan despreciando términos de segundo orden:
0 = 2mi*@, + mi%Gs + 2mgley
0 = ml*@1 + mi@s +mgleps
La expresion matricial de las ecuaciones es:
M]{4} + [K]{q} = {0}
= (G ) = ().
La ecuacién caracteristica resulta

det([K] —AM]) =0 = 2 (% - A)z A2 =0,

cuyas soluciones son

A= (2 - \6)%; Ao = (24 \/i)%

A partir de éstas podemos calcular los vectores y frecuencias propias aso-
ciados a cada una, el resultado es:

o= /2 - ﬁﬁ; {an)T = (1,v2);
wo =1\/2+ ﬂ\ﬁ; {as}T = (1,-V2).

5.2.5. Condiciones iniciales

Los 2n coeficientes (B, dr) de (5.43) se obtendran a partir de las 2n
condiciones iniciales ({qo}, {Qo}). Desarrollando esta expresion,

{q} = Z By{ay} cos i coswyt + Z By {ay} sen oy sen wyt (5.53)
k k

por otra parte, la derivada de (5.43) es

{q} = - Z By{ay }wi sen(wit — d)
k

particularizando ambas en ¢t = 0,

{qo} = Z By{ay} cos
k

{qo} = Z Brwi{ay} sen oy,
k
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premultiplicando por {a;}T[M] identificamos los coeficientes:

BZMZ COS (5[ = {al}T[M]{qo}

- ) (I no sumado)
BlwlMl sen (5[ = {al} [M]{qo}

Sustituyendo en (5.53) podremos expresar la solucion directamente en fun-
cién de las condiciones iniciales como

{a} = ; ]\;k [{ak}T[M] <{q0} cos it + Cjk{qo} sen wktﬂ {ax} (5.54)

EJEMPLO 5.4: Demostrar que un sistema sometido a un desplazamiento
inicial proporcional a un modo de vibracién, partiendo del reposo, desa-
rrolla un movimiento de oscilacién pura en que sélo se excita ese modo de
vibracion.

En efecto, sea {qo} = {a,}, {qo} = {0}. Los coeficientes entre corchetes
del sumatorio (5.54) seran

(o], = {ar}[M]{a,} coswyt = M0, coswyt.

Por tanto, el movimiento resultante sera
|
{q} = Z EMkékp coswyt{ay} = coswyt{a,}.
k=1

5.2.6. Oscilaciones libres con amortiguamiento

Se considera ahora el caso mas general de vibraciones libres en las que
puedan existir fuerzas de amortiguamiento, dependientes de la velocidad.
La ecuacion del movimiento es (5.11):

M[{q} + [CH{a} + [K[{q} = {0}
Buscamos la soluciéon mediante funciones del tipo
{a} = C{b}e™’

donde al igual que antes, sblo tiene significado fisico la parte real de la
expresion, aunque con objeto de simplificar el desarrollo, emplearemos las
constantes y la notacién complejas.
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En este caso, a diferencia del caso sin amortiguamiento, tanto {b} co-
mo w pueden pertenecer al campo complejo. Sustituyendo en la ecuacion
matricial (5.11) y dividiendo por Ce™* # 0,

(—M]w? +[Clw + [K]){b} = {0}

Para simplificar las expresiones, realizamos el cambio 7 = iw. Resulta en-
tonces

(IM]* + [Cly + [K]){b} = {0},

sistema homogéneo que define un problema de autovalores complejo. Para
tener solucién distinta de la trivial, ha de cumplir la condicién de que el
determinante de la matriz de coeficientes sea nulo:

det([M]y2 + [C]ly + [K]) =0 (ecuacion caracteristica)

Esta ecuacién tendra en general soluciones complejas que vendran dadas
por parejas de autovalores y autovectores conjugadas del tipo

v =—s+ Qi, v = —s — Qi
{b} ={a} +{B}i, {b}" ={a} {8}

La contribucién de esta pareja de soluciones conjugadas en la solucién ge-
neral serd, si las afectamos de constantes (escalares) arbitrarias Cy y Co,

{a()} = Ci{b}e + Cafb} e
— o=t [Cy({a) +i{B))e™ + Cy({a} —i{B))e~ ™

Desarrollando la exponencial compleja y considerando tan sélo la parte real
de la expresion resultante,

{q(t)} = e 5(C1 + C)[{a} cos Ut — {B} sen Q] (5.55)

Para que la expresion anterior permanezca acotada, la parte real de 7y, (—s),
ha de ser negativa o nula. En caso contrario, el modulo de (5.55) creceria de
forma exponencial, en contra de la hipétesis de movimiento acotado y peque-
nas oscilaciones. Si s = 0 no existird amortiguamiento para esa frecuencia
caracteristica, mientras que si s > 0, se producird un amortiguamiento que
provocara que al cabo de un cierto tiempo el valor de (5.55) se haga tan
pequeno como se quiera.

La solucion general seré, por combinacién lineal de todas las soluciones

del tipo (5.55),

{a} =Y Bre **"({a} cos Qut — {8} sen Qyt) (5.56)
k=1
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Esta solucién consta pues de un sumatorio de armoénicos, cada cual con
su fase y frecuencia propias, afectados cada uno de ellos por términos ex-
ponenciales decrecientes (e *¥!) que representan la pérdida de energia por
el amortiguamiento viscoso. Al cabo de suficiente tiempo el movimiento se
detiene en la préctica.

En este caso, la transformacion a coordenadas normales exigiria un cam-
bio a ejes principales que diagonalice simultdneamente las tres matrices
[M], [K], [C]. En general no es posible realizar esta triple diagonalizacion
simultanea. Tan s6lo sera factible en algunos casos particulares, como por
ejemplo, bajo la hipdtesis comtn en dindmica estructural del amortigua-
miento de Rayleigh, por la que se considera la matriz de amortiguamiento
proporcional a las de masas y de rigidez:

(C] = aM] + B[K] (5.57)

En este caso se comprueba facilmente que la diagonalizacién simultanea
se alcanza con la misma matriz modal [A] que se obtuvo en el caso sin
amortiguamiento (ecuaciones (5.49) y (5.50), ya que

[A][C][A]" = a[Mp)] + S[Kp]

M (a + Bw?)

_ Ms(a + Bw3) (5.55)

My (o + 6‘*}%)

que es también una matriz diagonal.

Para obtener la matriz modal [A] se emplearan por tanto los mismos mo-
dos normales del problema sin amortiguamiento. Hecha la diagonalizacion,
resultan las ecuaciones desacopladas

My, + Myci, Uy + Mkw,% ur =0 (k no sumado), (5.59)

donde 0 < ¢, = a+Bw? son los coeficientes de la matriz diagonal [Mp]~[C]
en (5.58). La soluciéon general de cada una de estas ecuaciones de 1 gdl tal
como se expuso en el apartado 4.2 es

uy, = C ekt (5.60)

donde C}, es en general un nimero complejo, al igual que wy.. De la misma
forma que antes, de esta expresion se considerara tan soélo la parte real.
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Sustituyendo en la ecuacion (5.59), las wj, deben satisfacer
—W'} i+ wE =0

ecuaciéon de segundo grado que posee dos soluciones,
r_ Gk 2 _ =2

Wp=1 +\/wp — ¢/

~—

- Sk = Qk‘

i

Sustituyendo en (5.60) y tomando la parte real,

up(t) = R(Cre' ™ + Cre™"Hl)e !
= By, cos(Qyt — 6 )e k.

Esta ecuacion caracteriza a la amplitud modal como un movimiento afectado
de una exponencial decreciente, cuya energia disminuye con el tiempo debido
al amortiguamiento.

La ecuacion (5.59) se puede escribir también en funcion de las tasas de
amortiguamiento respecto al critico, haciendo el cambio ¢, = a + Bw% =
kawk:

g + 28w Ug + w,z ur =0 (k no sumado); (5.61)

En este caso, la solucion de cada amplitud modal sera uy(t) = By cos(Qyt —
O )e kWKt

Un caso que reviste especial interés en la practica es aquél en el que se
conoce directamente la tasa de amortiguamiento de los modos de vibracioén,
obtenida mediante un anélisis modal experimental o a partir de una espe-
cificacién en una norma, aunque se desconoce la forma exacta que tenga la
matriz de amortiguamiento. Supongamos que los amortiguamientos moda-
les unitarios son &, medidos como razén del amortiguamiento critico. En
este caso puede obtenerse esta matriz mediante

n

=3 2&%\2<[M]{ak}><{ak}T[M]>. (5.62)

k=1

En efecto, realizando el producto por los vectores propios en esta matriz
resulta una expresion diagonal,

{a;}T[CHay} = 26w M6y, (1 no sumado). (5.63)
La ecuacién desacoplada resultante para cada modo sera

g + 2Epwr iy + w%uk =0 (k no sumado). (5.64)
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5.3. Oscilaciones forzadas

5.3.1. Oscilaciones sin amortiguamiento; Resonancia

La ecuaciéon matricial incluye en este caso un término independiente,
debido a las fuerzas de excitaciéon externas:

M]{a} + [K[{a} = {f(#)} (5.65)

Esta ecuacién tiene por solucién general una soluciéon particular de la
completa (5.65) més la solucion general de la homogénea (5.17):

{a} = {a}" + {q}? (5.66)

La solucién general de la homogénea es la obtenida anteriormente para las
vibraciones libres (5.26).

Para la solucién particular de la completa estudiemos el caso concreto
en que las fuerzas son armonicas,

{£f(t)} = {F}senat,

siendo {F'} un vector de constantes.
Busquemos una solucién particular del mismo tipo,

{q}’ = {D}senat.

El vector de constantes {D} se calcula sustituyendo {q}? en la ecuacion
(5.65):
(—a*[M]{D} + [K]{D})senat = {F}sen at

por lo que
{D} = (—=a*M] + [K])"'{F} (5.67)

En el caso en que « coincida con una de las frecuencias propias del sis-
tema (o = wyg), la matriz a invertir en (5.67) se hace singular y no tiene
solucién por lo tanto. Esto fisicamente equivale a una resonancia del siste-
ma, debido a que el modo de vibracién afectado absorbe constantemente la
energia de excitaciéon suministrada con su misma frecuencia propia, hasta
que la amplitud del mismo se hace infinita.

Otra forma de estudiar las oscilaciones forzadas es mediante el anéalisis
modal; haciendo el cambio (5.48) a las coordenadas normales en (5.65) y
premultiplicando por la matriz modal [A],

[A]M][A]" (i} + [A][K][A]" {u} = [A]{f(t)} (5.68)
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Los productos de matrices de esta expresion se simplifican empleando (5.49)

v (5.50),

{i} + [©2)* {u} = [Mp] ' [A{f(1)} (5.69)
donde hemos denominado [Q2] = diag(w; . ..wy,) a la matriz diagonal con las
frecuencias propias. En componentes,

iy, + wiug = M, 'ni(t) (k= 1..n no sumado) (5.70)
donde los coeficientes 7y (t) representan
e (t) & ai;fj (t) (k no sumado), (5.71)

denominandose “fuerzas modales”. Se pueden interpretar también como las
proyecciones del vector de fuerzas sobre cada modo de vibracion,

e = {ar} {£} = ai;f; - (5.72)
Resulta por tanto un conjunto de m ecuaciones desacopladas (5.70) de 1

grado de libertad cada una, que podremos resolver independientemente.
En el caso particular en que las fuerzas sean armoénicas,

{ft)} ={F}senat < f;(t) = Fjsenat, (5.73)
resultando las ecuaciones
iy, + wiug = M, ' (t) = Tgsenat  (k no sumado), (5.74)

denominéndose I'y = M, ' {a;}T{F} el “coeficiente de participacion modal”
de {F} en el modo k.

Se producira resonancia si coincide la frecuencia de la excitaciéon con
alguna frecuencia propia (& = wy para fuerzas armonicas del tipo arriba
descrito). En este caso la amplitud de ese modo tenderia a infinito, en el
caso tedrico en que no hubiera amortiguamiento. En los casos reales deberé
considerarse el amortiguamiento que conducird a un valor finito aunque
elevado de la amplitud modal (ver apartado siguiente). Ademés en cualquier
caso interviene la participacién modal I'; que puede ser mayor o menor.

En la practica los coeficientes de participacion modal de las fuerzas
habituales suelen ser altos para los modos mas bajos (wy pequenas), y pro-
gresivamente méas pequenos para los modos altos (wy grandes). Es por esto
que los modos més bajos suelen ser los que més importancia tienen en la
dindmica estructural, al ser los que concentran la mayor parte de la energia
en las vibraciones. A menudo se hace la simplificacién consistente en consi-
derar Ginicamente un ntimero limitado de modos de vibracién, despreciando
los de frecuencias méas altas. Esto resulta de gran utilidad cuando los mo-
delos de célculo poseen un ntimero elevado de grados de libertad, ya que se
llega a tener decenas de miles para algunos célculos tridimensionales reales.
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5.3.2. Oscilaciones con amortiguamiento; régimen transito-
rio y permanente

En este caso la ecuacion matricial del problema es la (5.12) completa,

MJ{a} + [CH{a} + [K]{a} = {f(1)} - (5.75)

En el caso en que la matriz de amortiguamiento [C] sea diagonalizable
simultaneamente con [M] y [K] tal y como se ha considerado en el aparta-
do 5.2.6, se podra hacer una descomposicién modal resultando n ecuaciones
desacopladas de un grado de libertad:

iig, + 2&pwrtg + wiug = M, 'n(t) (k= 1..n no sumado). (5.76)

La solucién de estas ecuaciones proporciona el procedimiento denominado
andlisis modal que suele ser en la practica el méas conveniente. Ademéas de
por el desacoplamiento de las ecuaciones, como ya se ha comentado antes
no suele ser necesario considerar més que un namero reducido de modos.

Estudiamos a continuacion el régimen permanente y transitorio a partir
de la ecuacion matricial (5.75). Al igual que en el apartado 5.3.1, la solucion
general se podra expresar como una solucién particular de la completa méas
la solucion general de la homogénea (5.11):

{a} = {a}” + {a}" (5.77)

La solucién de la homogénea corresponde al caso de vibraciones libres con
amortiguamiento, y tiene un valor apreciable s6lo durante un tiempo limi-
tado llamado régimen transitorio, desapareciendo al cabo del tiempo. Esta
soluciéon se ha estudiado antes, en el apartado 5.2.6.

La solucién particular de la completa es la que define el llamado régimen
permanente. Supongamos el caso particular més significativo, una excitacion
armonica del tipo

{£(t)} = R{F}e')
= {F}cosat

Buscaremos una solucién particular del tipo {q}? = {D}e’, para lo que
sustituimos esta expresion en (5.12) obteniendo

(—a*M] + ia[C] + [K]){D} = {F} (5.78)
Esta ecuaciéon lineal se resuelve mediante la regla de Cramer, obteniendo
los elementos del vector solucion {D} como:

_ detj(a)
D= detj(a)
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donde det(a) = | — a*[M] + ia[C] + [K]|, y det;j() es el determinante de
la matriz de coeficientes anterior en la que se ha sustituido la columna j-
ésima por el término independiente {F}. No hace falta repetir que, de estas
expresiones complejas, al final se considerara sélo la parte real.

Los valores de la frecuencia de excitacién o que hacen minimo el de-
nominador, det(a), son los que producen resonancia en el sistema, para el
régimen permanente que es el mas significativo. Debido al amortiguamien-
to, aqui la amplitud de oscilacion no tiende a infinito, sino que se mantiene
acotada, aunque con valores elevados que pueden provocar la pérdida de
linealidad o incluso la rotura del sistema.

Si el amortiguamiento es suficientemente pequeno, como suele ocurrir
en numerosas aplicaciones practicas, las frecuencias de resonancia tienen un
valor aproximadamente igual a las frecuencias propias sin amortiguamiento
wg. A menudo sera valido también el considerar de forma aproximada que
el régimen permanente es el que sale de la solucién particular a la ecua-
cion sin amortiguamiento (5.67). Esto equivaldria a considerar que existe
un pequenio amortiguamiento (inevitable), pero que para el calculo de ré-
gimen permanente se puede despreciar el valor del mismo, lo que puede
ser una aproximaciéon valida en numerosos casos practicos de la dindmica
estructural.

5.4. Meétodos para la obtencién de modos y fre-
cuencias propias

En sistemas con pocos grados de libertad (2 6 3) la obtencion de frecuen-
cias propias y modos normales de vibracién se puede realizar manualmente,
resolviendo la ecuaciéon caracteristica y el problema de autovalores asociado.
Para casos con mayor numero de grados de libertad existen otros procedi-
mientos, susceptibles de tratamiento numérico y resolucién en el ordenador.
Expondremos aqui un método basado en la “deflaccion” de matrices (Método
de Stodola), aplicable a casos con un numero moderado de grados de liber-
tad. Para los casos con un elevado nimero de grados de libertad, existen
procedimientos mas eficaces, como los métodos de iteracién por subespa-
cios o el método de Lanczos, que pueden consultarse en la bibliografia de
métodos numéricos en mecénica computacional y elementos finitos'’.

Supongamos, para no complicar la exposicion, que todos los autovalores

Myer p.ej.: T.J.R. Hughes, The Finite Element Method, capitulo 10, Prentice-Hall Inc.,
1987; K.J. Bathe, Finite Element Procedures in Engineering Analysis, Prentice-Hall, 1982.
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son distintos y no nulos. El problema de autovalores definido por

(—w?[M] + [K]){u} = {0}

se puede expresar también, multiplicando por [K]™!, como
[D{u} = p{u}
siendo
def _
[D] = K]~ - [M]
w1

Empezamos por tomar un vector {u;} cualquiera, que serd combinacion
lineal de los vectores propios o modos normales de vibracién, ya que como
vimos éstos forman una base de R™. Si multiplicamos {u;} por la matriz
[D], cada componente en esta base se vera multiplicada por el autovalor
w; correspondiente. La componente en la direccién del mayor autovalor,
u = pp (supuesto py > pg > pug > ... > ), se vera multiplicada por un
valor mayor que las deméas. Al vector resultante lo denominamos {uz}

{uz} = [Dl{u}

Repitiendo el proceso sucesivamente, se obtienen una sucesiéon de vectores

{u, }:
{us} = [D{uz};  {ws} =[D{us}; ... {un}=[DHup_1}

En el limite (n — o0), en el vector {u,} predominaré el autovector co-
rrespondiente al méximo autovalor, p1 (es decir, para el minimo valor de la
frecuencia que serd wy ). Hemos de tomar la precaucion de normalizar el vec-
tor {u,} tras cada iteracion, para evitar valores numéricos excesivamente
grandes. Cuando se hayan realizado suficientes iteraciones seré por tanto

[Di{un} = pfun}

con un error menor que una tolerancia prefijada. Entonces se adopta pu1 = p
como autovalor, y {u,} como vector propio correspondiente. La frecuencia
propia es w; = 1/,/p1, y llamamos {a;} al vector propio una vez normali-

zado,
{un}

ot = e T M
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Consideramos ahora la nueva matriz

[D]2 = [D] — p1 {ar}{a} " [M] (5.79)

nxn

Vemos que, al multiplicar esta matriz por {a;} el resultado se anula:

[Dlo{ai} = [D{a1} — pmfai} -1 = {0}

mientras que para los otros vectores propios (k # 1) se obtiene el mismo
resultado que antes,

851, =0
[D]o{ax} = [Dl{ax} — m{ai} {ar} [Ml{a;} = [D]{as}

Repitiendo el proceso de deflaccion con esta matriz [D]q, obtendremos el
autovalor /autovector siguiente (g = 1/w?).

Una vez obtenido, normalizariamos el vector propio y obtendriamos la
matriz [D]3 de la misma forma que (5.79). Proseguiriamos asi sucesivamente,
hasta obtener todos los autovalores y vectores propios.

Este procedimiento tiene la ventaja que los modos se obtienen de forma
sucesiva, comenzando por los de frecuencias propias méas bajas. Estos suelen
ser los méas importantes en cuanto a su participacién en la solucién real, por
lo que a menudo basta con obtener los m modos mas bajos. Este método
permite calcular sélo los modos més importantes, deteniendo el proceso
cuando se ha calculado el modo m.
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6.3.5. Expresiones de la velocidad de rotacion

6.1. Velocidades y aceleraciones del sélido rigido

La segunda parte del curso trata de la dindmica del movimiento general
en tres dimensiones del solido rigido. En este capitulo se estudia la caracte-
rizacién del movimiento o cinemdtica, lo que resulta clave para aplicar mas
adelante las leyes de la dindmica y obtener las ecuaciones pertinentes.

6.1
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En este estudio del movimiento comenzamos por estudiar la expresion
de la derivada temporal de un vector material ligado al sblido, que como
veremos es la base para las expresiones de los campos de velocidades y ace-
leraciones del sélido. Estos campos se caracterizan mediante la velocidad y
aceleracion de traslaciéon de un punto de referencia del sélido y la velocidad y
aceleracion angulares del so6lido. Tanto las velocidades como las aceleraciones
son derivadas del movimiento del sélido, o lo que es lo mismo descripciones
de sus movimientos infinitesimales. Una vez caracterizados estos campos se
analiza la composiciéon de movimientos ya que en numerosas ocasiones el
movimiento de un sélido viene definido como superposicion de movimientos
elementales o bien en relacién a otro sistema movil. Por altimo estudiaremos
los movimientos finitos del sélido, en particular las rotaciones finitas, que
como se verd precisan una interpretacion rigurosa como tensores o matrices
de rotaciéon, cuya parametrizaciéon se aborda mediante los angulos de Euler.

6.1.1. Derivada de un vector material del s6lido

Consideremos un sélido B, dotado de un movimiento general, esto es
tanto de traslacion como de rotaciéon. Supondremos un sistema de referen-
cia ortonormal (triedro) ligado al solido (O, e;), con origen en O € By
vectores unitarios materiales e; que se mueven con el solido (figura 6.1).
Las derivadas (temporales) relativas de estos vectores para un observador
ligado al s6lido seran nulas. Sin embargo, sus derivadas «absolutas» para un

Figura 6.1: Solido rigido B, con el trie-
dro movil (del solido) {O, e;}, y un
vector material w ligado al sélido rigi-
do. Este vector puede considerarse co-

Es mo si estuviera «pinchado» en el sdli-
do.

Oo

E,

sistema de referencia inercial ( «absoluto») no seran nulas:

du du
- =0: U= —+#£0. 6.1
<dt >rel,B o dt % ( )
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Aunque los vectores e; del triedro sean moviles, sus productos escalares si
son constantes, y por tanto las derivadas de estos productos nulas:

d . .
ei-ejzéij = Ozé(ei-ej):ei-ej—i—ei-ej. (6.2)
Definimos unos coeficientes
Hij déf e; - éj s (63)

que debido a las relaciones (6.2) resultan ser hemisimétricos:
e; - éj = —€;- é; = Hij = _Hji . (6.4)

Las expresiones (6.3) indican también que los coeficientes H;; se pueden
interpretar como las componentes del vector derivada e; en la base {e;}:!

éj = Hijei . (6.5)
Supongamos ahora un vector material cualquiera u ligado al sélido,
U = uje;; (6.6)

en el triedro del solido las componentes u; de este vector seran constantes,
por lo que su derivada sera, empleando la linealidad de la misma y (6.5),

du d de;
v= g = W) =uig = whier (6.7)

Podemos escribir las componentes de esta expresiéon en forma matricial,
empleando la matriz de las componentes hemisimétricas [H] = [H;;|, en la
cual s6lo hay tres componentes independientes y no nulas:?

{v} = {4} = [H{u}

vy 0 His Hiz uy Hisus + Hygug
vy p = | —Hjo 0 H23 ug p = & —Hyoui + H23U3 . (6.8)
U3 —Hy3 —Hy O us3 —Hizur — Higus

'En lo sucesivo adoptaremos el convenio de sumacion implicita de Einstein, por el que,
salvo indicacién en contra, los indices repetidos se deben entender sumados a lo largo de
todo su rango.

2Adoptaremos en lo sucesivo la siguiente notacién para las expresiones matriciales:
{b} = {b;} para matrices columna, {a}T para matrices fila, y [C] = [C;;] para matrices
de dos indices.
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Realizaremos ahora un cambio de notacion para las componentes [H;;]:

[H] = | —-Hpo 0 Hos | = Qs 0 -] . (69)
—Hy3 —Hez 0 €y 0

Este cambio permite interpretar la derivada como un producto vectorial por
el vector que denominaremos velocidad angular o velocidad de rotacion del

solido B,
Q= 1e1 + Qoes + Qze3; (6.10)
desarrollando el producto vectorial:*
€1 €9 €3
QAu=1Q1 Q Q3= Eiijinek
(75} U2 U3
= (qug — Qg’le)el + (Q3U1 — Q1U3)€2 + (Ql’uQ — QQU1)63

Qoug — Qzus
= (61 €9 63) qul - Q1U3 y (6.11)
Qqug — Qauy

expresion que comprobamos se corresponde con (6.8). De esta forma, la
expresion vectorial de la derivada del vector material u seré

w=QAu. (6.12)

Hacemos notar que la velocidad angular €2 es una propiedad del movimiento
del s6lido en su conjunto, independientemente del vector uw considerado. Asi,
para dos vectores materiales uq, us de B sera

U1 =QAu; U =L Au;. (6.13)

Podemos definir asimismo la notacién asociada del operador matricial he-
misimétrico como R

Q2] = [H] (6.14)
de forma que la derivada admitird una interpretaciéon equivalente mediante
un producto vectorial o una aplicacién hemisimétrica*asociada [ﬁ]

w=0Au = {u}=[Q{u}. (6.15)

3Las componentes €ijr corresponden al tensor permutacién, siendo su valor +1 6 —1
segin la permutacion sea par o no, e igual a cero si algin indice se repite.

4De forma mas general y sin hacer mencion a coordenadas, puede considerarse que
este operador es un tensor de segundo orden hemisimétrico, que define una aplicacion
lineal por la que & = €2 - u. Por otra parte puede comprobarse que la relaciéon entre las
componentes del vector axial 2 y del tensor hemisimétrico asociado Q son ﬁij = Qrerji,
Q; = %G]’z’ijk



Aptdo. 6.1. Velocidades y aceleraciones del sélido rigido 6.5

El vector € caracteriza el movimiento del sistema de referencia del s6-
lido, y se corresponde con el concepto intuitivo de velocidad angular de
rotacion del soélido rigido. Para comprender esto, consideremos la velocidad
de un punto definido por el radio vector r = u con origen en O (o lo que
es lo mismo, la velocidad del extremo de u respecto a O) cuando el triedro
gira con velocidad angular € alrededor de un eje dado (figura 6.2).

______
- ~

i v Figura 6.2: Interpretacion de
Q como una velocidad de rota-
v =Qd cion.

_______

Si el punto en cuestién se halla situado a distancia d del eje, su veloci-
dad es €2d, en direccién tangencial a la circunferencia situada en un plano
perpendicular al eje de rotacién y cuyo centro es la intersecciéon del eje con
el plano. Este mismo resultado se obtiene del desarrollo geométrico de la
expresion Q A r.

Por ultimo, este resultado para la derivada de un vector material sirve
también para derivar un vector cualquiera no ligado al sélido, pero cuya
definicion se realice a través del sistema de referencia del solido, p = p;e;.
En este caso las componentes p; no seran en general constantes, por lo que
la derivada es

dp . . . .

q — Piei tpiéi = piei +pi(2 A e) =pie; + QA (piei) ; (6.16)
en esta expresion, el primer término corresponde a la derivada relativa, que
medirfa un observador ligado al sélido. Asi se llega a

. dp dp

=—=|—= +QAD. 6.17
= ( dt >rel B b (837)
Esta expresiéon indica que la derivada de un vector cualquiera a través del
sistema de referencia ligado al sblido se puede expresar como suma de la
derivada relativa y un término complementario definido por el producto
vectorial por la velocidad angular.
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EJEMPLO 6.1: Se considera una curva I' en R3, en la cual se puede definir
el vector tangente t = dr/ds, siendo ds = |dr|. Se sabe por la primera
formula de Frenet que dt/ds = kn, siendo el vector unitario n la denomi-
nada normal principal y k la curvatura. La binormal se define a su vez como
b = tAn. Estos tres vectores unitarios forman un triedro a derechas (t, n, b)
denominado triedro de Frenet (ver apartado B.4 en apéndice B, o para una
descripcién mas completa un libro de geometria diferencial como el Struik®).
Por dltimo, la tercera formula de Frenet indica que db/ds = —7n, siendo
7 la torsion de la curva. El triedro de Frenet puede considerarse como un
sistema rigido.

Deducir la velocidad de rotacion del triedro de Frenet cuando un punto
se mueve por la curva I' con velocidad v.

Figura 6.3: Vectores del triedro intrinseco de Frenet.

dt  dtds
dt  dsdt

Interpretando la derivada mediante la velocidad de rotaciéon €2,

dt t mn b
aZQ/\t: Qr Qn Ul =—-Q,b+ Y,
1 0 O

y de la comparacién de ambas expresiones se deduce €, = kv; €, = 0. Por
otra parte,
db  dbds
dt — dsdt
e interpretandola como producto vectorial

db
— =QAb=-0 Q,t.
a A t T+

°D.J. Struik: Geometria Diferencial Cldsica, Aguilar 1973.

= —TNnv;
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De donde se deduce que €y = 7v. Por tanto, la velocidad angular buscada
tiene la expresion
Q=vrt+vkb.

Esta ecuacién permite interpretar la evoluciéon del triedro intrinseco de Fre-
net, al desplazarse con velocidad v segtin la curva, como una rotacién con
dos componentes: una de torsiéon, alrededor de la tangente, con velocidad
angular vr, y una de curvatura, alrededor de la binormal, con velocidad
angular vk. ]

6.1.2. Campo de velocidades del sélido rigido

Consideramos un sistema de referencia inercial («fijos) Sy = (Oo, E;),
y otro movil S = (O, e;) ligado a un soélido B. El vector posicion de un
punto material cualquiera del s6lido respecto de Sy es 7, y respecto de .S lo
denominamos p. La relacion entre los vectores posicion (figura 6.4) es

r=ro+p, (6.18)

donde ro define la posiciéon del origen O de S. La velocidad la obtenemos

Figura 6.4: Vectores posicion (r, p)
en las referencias fija So = {Oyp, E;} y
movil S = {0, e;} respectivamente.

derivando esta igualdad, ro se deriva directamente y para el vector material
p tendremos en cuenta la regla de derivacion en sistemas moviles (6.12):

v=v0+QAp. (6.19)

En esta ecuacion, los dos sumandos que componen la velocidad tienen una
interpretaciéon clara. En primer lugar, vp es una componente de traslacion,
comiin para todos los puntos de B. Por otra parte, 2 A p es la velocidad co-
rrespondiente a una rotacién instantdnea de velocidad angular €2 alrededor
de un eje que pasa por O.
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La expresion (6.19) define los movimientos infinitesimales del solido:
considerando un tiempo elemental d¢, podemos escribir dr = vdt, d0 = dt
y la ecuacién es equivalente a

dr =drpo+do Ap. (6.20)

Por otra parte, la ecuacion (6.19) caracteriza el campo de velocidades
del soélido rigido como un campo de momentos, o lo que es equivalente, como
un Sistema de Vectores Deslizantes (SVD)%. Como tal, queda descrito por
los siguientes elementos béasicos:

= Resultante: €2;
= Momento en un punto O: vp;
= Campo de momentos: para un punto cualquiera P € B

vp=vo+QArop
=vo+rpoNQ.

De la ecuaciéon del campo de momentos se deducen algunas propiedades
interesantes:

1. Equiproyectividad: La proyecciéon de las velocidades de dos puntos
cualesquiera sobre la recta que les une es igual,

Y(O,P) e B, wvo-rop=vp-TopP;

2. Invariante escalar: La proyeccion de la velocidad de un punto cual-
quiera sobre la velocidad angular es una constante o «invariante esca-
lary,

VP e B, wvp-§=cte

Cuando esta invariante escalar sea nula diremos que el movimiento es
una rotacion instantdnea.

3. Eje central y momento minimo:
Existe un eje en el cual el momento (v) es igual para todos los pun-
tos del mismo, con la particularidad de que es paralelo a la propia
direccion del eje (2) y ademés el minimo (vmin). En nuestro caso,
llamaremos a este Eje Helicoidal Tangente (EHT), cuya obtencion y
propiedades las veremos a continuacion.

5Para una descripcion y resumen de las propiedades de los Sistemas de Vectores Des-
lizantes y los campos de momentos resultantes, consultar J.A. Ferndndez Palacios: Me-
canica Tedrica de los Sistemas de Sdlidos Rigidos, Anejo 1B, o M. Prieto Alberca: Curso
de Mecdnica Racional — Cinemdtica y Estdtica, Cap. I: Calculo Vectorial
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Movimiento helicoidal tangente

Busquemos en primer lugar los puntos en los que la velocidad dada por
(6.19) se anula:

v=v0+QAp=0 = QAp=-vp;

se obtiene una ecuacion vectorial en la que son datos 2 y v, con la incognita
p. Para que tenga solucién, es necesario que se cumpla la condicién de
compatibilidad”:

Q-vpo=0. (6.21)

En un caso general, no tienen porqué existir puntos de velocidad nula; Sélo
los habra si se cumple esta condicién de compatibilidad. Si existen puntos
de velocidad nula diremos que el movimiento instantaneo es una rotacion.

Generalizando algo mas, busquemos ahora puntos en que la velocidad
sea paralela a €2, es decir, v = AQQ:

vo+ QA p=2Q,

o bien
QA p =22 —vp. (6.22)

Esta es, de nuevo, una ecuaciéon vectorial en p. Es facil comprobar que su
solucién no es Gnica: si se conoce una soluciéon y se suma a esta un término
paralelo a €2, el resultado también cumple la ecuaciéon. En definitiva la
soluciéon general seré una recta paralela a 2. A través de algunas sencillas
operaciones vectoriales® se puede obtener la solucién de (6.22) que resulta:

- QANvo

=
Esta expresion define un eje paralelo a €2, en funcién del parametro «. Por
otra parte, la condicién de compatibilidad exige que:

+af). (6.23)

Q- M2—v0)=0 = Q- vo=\0

es decir, define el valor de A en funcién del invariante escalar, pudiendo
distinguirse dos casos.

a. Si Q-vp #0,es A # 0, y la velocidad en el eje es v = A2 # 0. No
existen puntos de velocidad nula, se trata de un movimiento helicoidal
tangente general.

"El producto vectorial es normal a los dos argumentos
8Véase Curso de Mecdnica, J.M. Goicolea (2010), apartado 4.3.1
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b. SiQ-vp =0,es A =0, y la velocidad en el eje es v = 0. El movimiento
es una rotacion instantdnea.

Todos los puntos del eje definido por (6.23) tienen la misma velocidad,
en efecto, si dos puntos definidos por p; y py pertenecen al eje:

0
pr—p1 =B = vy=v+QABA].

Por otra parte, si se toma como referencia un punto A del eje, la velocidad
en otro punto cualquiera P queda descompuesta como suma de un término
constante en direcciéon del eje, v 4, y otro perpendicular a este, por serlo a
Q (figura 6.5):

v=v4+2Ap=2+QAp. (6.24)
Es facil comprender por tanto que el eje contiene los puntos de welocidad
minima del so6lido: la velocidad de cualquier otro punto, ademés de la compo-

nente constante (v4 = AQ2), tiene una componente adicional perpendicular
a la velocidad del eje, por lo que siempre serd mayor en modulo.

Q“

Figura 6.5: Descripcion del campo de velocidades como un movimiento heli-
coidal tangente. La velocidad de un punto P cualquiera se obtiene sumando
la velocidad de deslizamiento de los puntos del eje (v4) y el momento QA p

Esta descripcion del campo de velocidades caracteriza el llamado movi-
miento helicoidal tangente, es decir como una hélice o «sacacorchosy», cuyo
eje queda definido por (6.23). Los puntos que no estén sobre el eje tienen
una componente adicional de la velocidad (€2 A p) perpendicular al mismo.

Esta caracterizacién del movimiento varia con el tiempo, tanto por el
cambio de la direccién de € céomo de su moéddulo. Por lo tanto, en cada



Aptdo. 6.1. Velocidades y aceleraciones del sélido rigido 6.11

momento existe un movimiento helicoidal, tangente al movimiento en ese
instante. Debido a esto, (6.23) se llama «eje instantaneo» del movimiento.

Por otra parte, se denomina «tangente» porque caracteriza, al igual que
las tangentes, tan solo la derivada primera del movimiento. El movimiento
helicoidal tangente sirve para interpretar el campo de velocidades, pero en
cambio no es valido para interpretar el campo de aceleraciones, caracterizado
por la derivada segunda, como veremos més abajo.

Axoides del movimiento.— A lo largo del movimiento el eje instan-
taneo del movimiento helicoidal tangente ocupa una posicién distinta en
cada instante, describiendo una superficie reglada denominada azoide. La
ecuacion paramétrica del axoide sera simplemente la expresada por (6.23),
tomando como pardametros « y el tiempo t. Segin describamos el axoide
desde el punto de vista del sistema de referencia moévil o del fijo obtendre-
mos dos superficies regladas distintas, denominadas respectivamente azoide
mdovil o azoide fijo:

n Azxoide mdovil
B Q ANvo

e + af2 (6.25)

» Azxoide fijo
Q ANvo

0z T af) (6.26)

r=7ro-+
Por su definicién, ambos axoides son superficies regladas. En cada instante
tienen en comin la generatriz, que es precisamente el eje del movimien-
to helicoidal tangente en ese instante. Una propiedad importante de los
axoides es que son tangentes entre si en todos los puntos del eje. Esta afir-
macibn, a pesar de lo que pudiera parecer intuitivamente en una primera
consideracion, no es evidente. Conviene precisar que una superficie reglada,
en general, no tiene necesariamente un dnico plano tangente a lo largo de
una generatriz; solo seré asi si la superficie reglada es ademaés desarrollable,
como es el caso de los conos o los cilindros. Sin embargo, un hiperboloide
reglado (de una hoja) no es desarrollable y el plano tangente es distinto en
cada punto de la generatriz. Los axoides son en general superficies regladas
pero no necesariamente desarrollables.

6.1.3. Campo de aceleraciones del sélido rigido

Derivando otra vez la expresion de la velocidad (6.19) y aplicando de
nuevo la regla de derivacion en sistemas moviles (6.12) se obtiene la expre-
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sion general del campo de aceleraciones del sélido:
a=a0+QAp+QA(QAp). (6.27)

El significado de cada uno de estos tres términos es el siguiente (figura 6.6):

Figura 6.6: Campo de
aceleraciones del soli-
do rigido: Interpreta-
cton geométrica de los
distintos términos (Re-
cordamos que por la for-
mula de expulsion para

el doble producto vectorial
resulta QA (LA p) = (-

P —0%p.)

— ap es la aceleracion del origen O, comin para todos los puntos del
solido (aceleracion de traslacion).

— QA p es un término perpendicular a Q y p. Aunque por similitud con
las formulas del movimiento circular pudiera parecer en primera ins-
tancia que este término corresponde a una aceleraciéon tangencial, no
es asi en un caso general. S6lo serd tangente a la trayectoria si vg = 0
y la direccién de €2 no varia, correspondiendo entonces el movimiento
a una rotacién permanente alrededor de un eje fijo por O. En un caso
general este término no serd tangencial ni siquiera en el movimien-
to plano (ver més abajo en el apartado 6.1.4 la descomposicion en
aceleracion normal y tangencial para el movimiento plano).

— QA (Q2Ap) = Q- p) — pQ? es una aceleracion azipeta (dirigida
hacia el eje), descompuesta en los dos términos anteriores, uno dirigido
hacia el centro O (—pQ?) y otro segtn el eje (2(2 - p)).

Se denomina polo de aceleraciones al punto en que la aceleracion se
anula. En general, existe un tnico punto en que se verifica esto, salvo casos
particulares, en que puede no existir, o bien existir una recta de polos. Para
obtener el polo, buscamos la solucién para p de la expresion (6.27) igualada
a cero,

0=ao+QAp+QA(QAp).
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Para obtener la soluciéon de esta ecuacién representaremos los productos
vectoriales como productos por matrices hemisimétricas (6.15). Denomi-

nando [©2] y [?] a las matrices hemisimétricas asociadas respectivamente a

los productos vectoriales por € y €2:

{0} = {ao} + [Q{p} + [Q(Q){p}) = {ac} + (] + [Q*){p},

cuya solucioén, R
{p} = —(1Q + [2*) a0},

es por lo general tinica, siempre que ([§2]+[€]2) sea regular y admita inversa.
En caso contrario, si ([€2] 4 [€2]2) es singular, en principio no existiré polo
de aceleraciones, salvo casos degenerados en los que puede existir una linea
o un plano entero de polos.

6.1.4. Caso particular del movimiento plano

Decimos que un sélido tiene un movimiento plano cuando las velocidades
de todos sus puntos son paralelas a un plano II fijo. Para que esto se cumpla,
la velocidad de rotacién €2 ha de ser perpendicular al plano. En efecto,
recordando la expresion del campo de velocidades (6.19),

v=vo+QAp,

tanto v como wvp pertenecen al plano II, por lo tanto, para que Q A p
pertenezca también al plano II, €2 ha de ser normal al mismo.

Bastara con estudiar el movimiento de una seccién plana del sélido pa-
ralela al plano dado para caracterizar el movimiento de cualquier punto,
aunque el sélido en si no sea plano. Los puntos fuera de esta seccién ten-
dran idéntica velocidad que sus proyecciones sobre el plano de referencia.

Tomaremos convencionalmente el triedro de referencia de forma que el
versor k defina la normal al plano. Asi, la velocidad de rotacion se puede
representar tan solo por una magnitud escalar, Q = Qk (figura 6.7).

Centro instantaneo de rotacion

En un movimiento plano, el eje del movimiento helicoidal tangente (EHT)
es una recta con la direccion de € y por tanto normal al plano II. Al estar
contenida la velocidad de un punto cualquiera del solido vp en el plano,
se cumplira € - vp = 0, por lo que el movimiento es una rotacion pura. El
eje del movimiento (EHT) tiene velocidad nula en todos sus puntos, sera
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EHT >y
L
O Figura 6.7: Orientacion del triedro
i

Q= Ok en el movimiento plano.

I (CIR)

por tanto un eje instantineo de rotacion (EIR). La interseccion de este eje
con el plano se denomina centro instantdneo de rotacion (CIR). Para definir
las coordenadas de este punto en el plano, particularizamos las del eje del
movimiento helicoidal (6.25):

Q ANvo 0
p="gm o,

yva que o = 0 en el plano II. Sustituyendo €2 = Qk obtenemos

kAvo
Q

= . (6.28)
En el movimiento plano se puede medir la rotacién absoluta mediante un
pardmetro angular ¢, angulo girado por una recta determinada del plano
movil con respecto a una referencia fija. Teniendo en cuenta entonces 2 =
de/dt y vo = dro/dt, se puede expresar (6.28) como

dro
=kN——. 6.29
P a4 (6.29)
Curvas polares.— Anélogamente a los axoides definidos para el movi-

miento tridimensional general, el CIR en el movimiento plano describe unas
curvas determinadas dentro del plano a lo largo del movimiento. Este lugar
geométrico se llama polar mdvil, si es el observado desde la referencia moévil,
y polar fija si es el observado desde la referencia fija. Alternativamente, se
pueden llamar también ruleta y base, respectivamente. Las expresiones de
estos lugares geométricos son:

s Polar movil

= = k —_— .
p 5 A (6.30)
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= Polar fija

k ANvo dro
= kN —— 6.31
0 o + g (6.31)

r=7ro+

La expresion en coordenadas cartesianas de las curvas polares se puede obte-
ner directamente desarrollando en componentes estas ecuaciones vectoriales
(6.30) y (6.31), empleando las coordenadas moviles del triedro del solido o
las del triedro fijo en cada caso.

Aceleraciones

Desarrollando los distintos términos de la expresién general del campo
de aceleraciones (6.27) para el caso particular del movimiento plano:

Q= Ok,
QAp=QkAp,
QA(RAp) = -Dp;

de donde obtenemos la siguiente expresion
a=ao+0kANp—Qp. (6.32)
Los términos en esta ecuacion tienen la siguiente interpretacion:

= ap es la aceleracion de O, término comiun de traslaciéon para todos los
puntos del sélido;

» Qk A p es una componente perpendicular al radio vector p (no nece-
sariamente tangencial a la trayectoria, tan s6lo lo serd en el caso de
que O coincida con el CIR);

» —%p es una componente «centripetay, dirigida hacia O (direccion
que no tiene porqué ser normal a la trayectoria, salvo en el caso arriba
mencionado).

El polo de aceleraciones se obtiene igualando a cero la expresion (6.32)
y despejando p. Para ello, multiplicamos vectorialmente la igualdad por k,
y eliminamos (k A p) entre la nueva expresion obtenida y (6.32), resultando
finalmente:

B Ok A ao + Nao
02 4 Q4

p

(polo de aceleraciones)
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Figura 6.8: Velocidad de un punto cual-
quiera en relacion al CIR (C).

Otra forma de estudiar la aceleracion en el movimiento plano es mediante
la consideracién del movimiento como una rotacién instantanea en torno
al CIR (figura 6.8). Asi, la velocidad de un punto cualquiera P se puede
expresar como:

v=QAd=QkA(r—rc), (6.33)

donde 7 es el vector posicion de P, r¢ el del CIR (C),yd=rcp =r—rc.
Derivando (6.33) respecto a t:

a=0kNd+QkA(v—vo),

donde v es la velocidad del punto P del sélido, mientras que vc es la
velocidad de sucesion del punto geométrico C' (CIR)®.

Considerando finalmente que v = Qk A d, resulta la siguiente expresion
de la aceleraciéon, en la que el término es tangencial a la trayectoria, els
segundo normal, y el tercero tiene componentes segiin estas dos direcciones:

a= QkAd — Q’d — QkAve . (6.34)
—— ~—~ ———
tangenc. mnormal tangenc.
+ normal
Aceleracion del centro instantaneo de rotacién.— Otra considera-

cién interesante surge al desarrollar el campo de aceleraciones en relaciéon
al punto material situado en un instante dado sobre el CIR Para diferenciar
este punto material del solido del punto geométrico CIR, denominaremos C*

9Notese que C, Centro Instantaneo de Rotacion, queda definido por una condicién
geométrica, por lo que no coincidird necesariamente con una misma particula del sélido
a lo largo del movimiento. Seria incorrecto por tanto asignar a la derivada de r¢ el valor
(nulo) de la velocidad del punto del solido situado en C. En general, drc/dt = v tiene
un valor no nulo, que para distinguir de la velocidad del punto del sblido, denominamos
«velocidad de sucesion».
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al punto material, mientras que el CIR (punto geométrico) es C. Aunque
en un instante dado la posicién de ambos coincide (r¢ = r¢+), su velocidad
difiere:

_dre
Cdt
vox = 0.

# 0,

e

El campo de aceleraciones puede calcularse particularizando la expresion
general (6.27) para O =C*y p=d=7r —r¢,

a=ac-+QNd+QA(QA).

Otra expresion equivalente para el campo de aceleraciones es la proporcio-
nada por (6.34).

Si se particulariza la expresion (6.34) para el propio centro instantaneo
de rotaciéon P = C*, teniendo en cuenta d = 0, resulta

ac- = —Q Nvg.

Como consecuencia, es interesante observar que, aunque la velocidad del
punto del solido situado en el CIR sea nula (ve« = 0), su aceleracion no
lo tiene porqué ser (ac- # 0). Esto se debe a que el CIR coincide con
distintos puntos del sélido en distintos instantes, y una particula que esté
situada sobre el CIR en un momento dado dejaré de tener velocidad nula
al instante siguiente, por lo que su aceleracién no sera en general nula.

EJEMPLO 6.2: La escalera recta de la figura 6.9 se mueve en un plano
vertical, apoyandose sobre la arista superior de un muro vertical de altura h
perpendicular al plano del movimiento, mientras el extremo A desliza sobre
el suelo horizontal con velocidad constante v dirigida hacia el muro. En el
instante inicial la distancia entre el muro y el extremo A tiene un valor b.
Se pide determinar, en funciéon del angulo ¢ que forma la escalera con la
horizontal:
a. Velocidad y aceleracién angulares de la escalera;

b. Posicién del centro instantédneo de rotacion y velocidad del punto C
de la escalera;

c. Ecuaciones de las polares fija y movil.

Solucion.
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B
C
B Figura 6.9: Ejemplo 6.2; escalera que des-
liza sobre el suelo horizontal y se apoya
sobre un muro de altura h.
h
¢
Ay v
a.— La velocidad del punto C de la escalera ha de ser paralela a la pro-

pia escalera. Como también conocemos la velocidad del punto A, trazando
perpendiculares a ambas se obtiene el CIR que llamaremos I (figura 6.10).
Escribiendo la relacion geométrica que define el dngulo ¢ y derivando:

. B
‘ Figura 6.10: Ejemplo 6.2; El CIR (I) se en-
¢ cuentra sobre las perpendiculares a las velo-
cidades de los puntos A y C de la escalera.
h
Y ¢ Y
v X

vh

— h y 2 —

b— vt
De aqui despejamos la velocidad angular Q = ¢:

vh

=R

Derivando una segunda vez se obtiene la aceleracion:

2hv% (b — vt)

AT
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Otras expresiones de velocidad y aceleraciéon que resultan convenientes son
en funcién del propio dngulo ¢:

h hé

Y,
X)) =2 o - _ = — — sen? 6.35
(=X4) tg ¢ v sen? ¢ ¢ p o ¢ ( )
b= —2¢ sen ¢ cos ¢ = 2— sen? ¢ cos ¢ (6.36)
b.— El centro instantaneo de rotacion tiene las coordenadas:
h
X =——=—(b—1t);

T (6.37)

v, — h (b—vt)2+h2

I~ sen2¢ — h ’

la velocidad del punto C' de la barra se puede obtener empleando la
propiedad de equiproyectividad, con el punto A de velocidad conocida. Lla-
mando « al dngulo que forma la velocidad en cada punto con la recta que
los une:
VACOSQq = Vo COSQC = Vo = UCOoS P.
También podria haberse obtenido v¢ considerando que es una rotaciéon al-
rededor del CIR:

vo = (;Sm = Q'S)/[COSgb = v cos ¢.
En expresion vectorial,

vo =vcosp(cospI +sengJ).

c— La polar fija (base) viene definida por la ecuacion del CIR (6.37),
de forma paramétrica a través de ¢ (o t). Eliminando este parametro se
puede escribir la ecuacién implicita:

X2
Y=h+ o
Se trata de una parabola de eje vertical cuyo vértice esta en C.

La polar movil (ruleta) se define a través de las coordenadas del CIR en

la referencia movil (Azy):

h oz h
sen ¢’ yitgd)isen(;ﬁtgd)
En la figura 6.11 se dibujan las polares en varias configuraciones distintas

del movimiento, pudiéndose observar el movimiento de rodadura sin desli-
zamiento de la polar moévil sobre la fija.

xr =

O
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Polar fija

Palar movil

(c) (d)

Figura 6.11: Ejemplo 6.2; configuracion del sistema, CIR y dibujo de las
polares fija y movil en distintas posiciones (a) ¢ = w/5 (b) ¢ = 7w/4 (c)
b=r/3 (4) 6 =2/5
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6.2. Composiciéon de movimientos

6.2.1. Composicién de movimientos infinitesimales

El campo de velocidades del s6lido es equivalente a la definicion de los
movimientos infinitesimales, como queda expresado en la ecuacion (6.20).
Supongamos que se efectiian dos movimientos sucesivos de un sélido B, el
primero caracterizado por la velocidad de rotacién €21 y el segundo por
Q. Las rotaciones infinitesimales serédn respectivamente d@; = Qqdt y
dB, = Qsdt. El desplazamiento infinitesimal relativo a O para el primer
movimiento sera

dp; =dr — (drp)1 =d61 A p. (6.38)
El desplazamiento debido al segundo movimiento es
dpy =dO2 A p; =dO2 A (p+dp,) =dO2 A p, (6.39)

donde se han despreciado los infinitésimos de segundo orden. Sumando los
dos desplazamientos (6.38) y (6.39),

dp=dp; +dpy = (dO2+dO,) A p. (6.40)

En definitiva, el movimiento relativo a O, que corresponde a las rotaciones
infinitesimales, se obtiene como la suma vectorial de dichos vectores de rota-
cion. Esto es equivalente a considerar una velocidad de rotacién resultante
como suma de las dos velocidades:

Q=0 +Q,. (6.41)

Respecto a las traslaciones de ambos movimientos es obvio que se verifica
también la suma,

dro = (d?“o)l + (dTo)Q = v = (’Uo)l + (’Uo)z. (6.42)

Un corolario importante de este resultado es, puesto que la suma de vectores
es conmutativa, que la composiciéon de velocidades hereda dicha propiedad,
es indiferente el orden en el que se consideran los movimientos individuales.

6.2.2. Composicion del movimiento de 2 sistemas

A continuacion realizaremos la interpretacion de la composicién de mo-
vimientos a partir de las propiedades de los campos de momentos o sistemas
de vectores deslizantes (SVD) correspondientes. Comenzaremos por el caso
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p Figura 6.12: Composicion de movimien-
P tos entre dos sistemas Sg y S1.

elemental de la composicion de movimientos relativos a dos sistemas. Supo-
nemos uno Sy «fijoy y otro S1 «movily (figura 6.12). Segun la expresion del
campo de velocidades en el movimiento relativo (1.26) las velocidades son:

Vabs = VO, +Q/\P+ Urel ;

VS, Varr Vs,

donde se han tomado las magnitudes vg, como relativas, y vg, como ab-
solutas. Asi, para obtener las velocidades respecto a Sy basta con sumar a
la velocidad respecto a Sy el término de arrastre correspondiente al movi-
miento del punto como sélido rigido.

6.2.3. Composiciéon del movimiento de n sistemas

Supongamos ahora el caso general de composicion de n movimientos,
en el que el movimiento esté definido respecto de un sistema S,, el de
éste a su vez respecto de otro S,,_1, y asi sucesivamente hasta llegar a Sy.
Interesa conocer el movimiento absoluto (respecto de Sp), resultante de esta
composiciéon de n movimientos.

El campo de velocidades de .S, respecto a S;,,_1 es un campo de momen-
tos:

Unln—1 = VO, + Qp A Pn>

siendo vo, la velocidad del origen O, de S, relativa a S,_1, y 2, la
velocidad de rotacién de S, relativa a S;,,_1.

Para obtener el movimiento respecto a S,,_o basta considerar la expre-
sion anterior de v,,,,_; como velocidad relativa respecto a S,—1, y sumarle
el término de arrastre correspondiente al movimiento de S, _1 respecto a
Sn_Q:

VUnjn—2 = V0,1 +Qu1 AP+ 00, + QA pp,

'Uanzvn,”n,g Urel:vn\nfl
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A continuacion se repite la operaricion, considerando v,,,_3 como velocidad
relativa, y asi consecutivamente hasta llegar a Sp.

Se puede interpretar esta composicion considerando cada campo de ve-
locidades relativo como el campo de momentos de un sistema de vectores
deslizantes (SVD). La velocidad absoluta, composicion de los diversos mo-
vimientos relativos, es el resultado de la suma de los campos de momentos.
Esta suma es igual al campo de momentos del sistema suma, composicién
de todos los campos de momentos. La composiciéon de SVD se realiza su-
mando las resultantes (Q = " | €;) y los momentos en un punto O dado
(vo = Y= 1(v0);ji—1)- Por lo tanto, realizando la suma de los SVD relativos
tendremos caracterizado el SVD que corresponde al movimiento absoluto
composiciéon de los mismos.

El campo de aceleraciones (1.29) en un movimiento relativo no se puede
interpretar como la suma de un campo de momentos. Por tanto no se puede
aplicar el método de composicion de SVD. Para calcular las aceleraciones
es necesario ir componiendo uno a uno los movimientos relativos, calculan-
do para cada composicion los términos de aceleracién relativa y Coriolis
correspondientes.

EJEMPLO 6.3: Composicion de dos traslaciones.

Solucion. Cada traslacion como SVD se reduce a un par (momento vp # 0,
resultante 2 = 0). La suma los dos SVD se reduce a otro par, suma vectorial
de los dos; por lo tanto, el movimiento compuesto es otra traslacion, de
velocidad la suma v = v + vs. O

EJEMPLO 6.4: Composiciéon de dos rotaciones de ejes concurrentes.

Solucion. Son dos sistemas con resultante no nula (€2 # 0) y momento nulo
en el eje (vo = 0 para O € eje). La suma es otra rotacion pura, de resultante
€ + Qo, aplicada en el punto de intersecciéon de los ejes de rotaciéon. [

EjEMPLO 6.5: Composiciéon de dos rotaciones de ejes paralelos.

Solucion. Se puede interpretar como un caso particular de ejes concurrentes
que se cortan en un punto impropio. El resultado es otra rotaciéon, de eje
paralelo y coplanario a los anteriores, situado a la distancia adecuada (se
calcula ésta de forma que el momento v en un punto sea igual y de signo
contrario para cada una de las rotaciones componentes). En el caso degene-
rado en que ambas rotaciones sean iguales y de distinto signo, el resultado
es una traslacién pura, con velocidad igual al producto de la velocidad de
rotacion por la distancia entre los ejes. O
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EJEMPLO 6.6: Composicion de dos rotaciones de ejes no concurrentes ni
paralelos.

Solucion. El resultado es un sistema general (traslacion mas rotacion), por
lo que la interpretacion como SVD no ofrece ventaja especial. O

EJEMPLO 6.7: Interpretacion del movimiento de la tierra (figura 6.13).

Figura 6.13: Movimiento de la tierra: composicion de traslacion y rotacion.

Solucion. Se trata de un caso particular interesante, que se puede interpre-
tar como resultado de la composicion de dos movimientos elementales:

a. Traslacion de la Tierra alrededor del Sol, con orbita eliptica (aproxi-
madamente circular)'’, a la distancia media de 149 millones de kil6-
metros. El periodo orbital es de 365,2564 dias. La trayectoria de esta
orbita forma un plano denominado «ecliptica».

b. Rotacion w de la Tierra en torno a su eje Norte-Sur, que mantiene su
direccién aproximadamente invariante, con una inclinacién aproxima-
da de 23,4° respecto de la normal al plano de la ecliptica. La rotacién

10 No debe confundirse una traslacion circular o eliptica con una rotacién; en la trasla-
ci6n todos los puntos del sélido tienen igual velocidad en un instante dado, aunque esta
velocidad del conjunto varie con el tiempo, describiendo asi trayectorias curvas para cada
punto.
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propia de este movimiento es la rotacién sidérea, que tiene un periodo
(dia sidéreo) algo menor a 1 dia solar!!.

Por consiguiente, el movimiento de la Tierra es un movimiento helicoidal
tangente general con deslizamiento, no equivale a una rotacién instantanea
salvo en dos puntos singulares de la 6rbita: los solsticios de verano e invierno,
en los que se cumple w - vp = 0.

En la realidad, el movimiento de la tierra tiene algunas perturbaciones
adicionales sobre el sencillo esquema delineado arriba, como por ejemplo,
las pequenas oscilaciones de la direcciéon del eje de la Tierra, o el fendémeno
de precesion de los equinoccios. Este tltimo consiste en una lenta variaciéon
de la orientacion del eje de rotacién de la tierra, precesionando alrededor
de la perpendicular al eje de la ecliptica, de periodo 26.000 afios (ver el
apartado 8.4 para una discusion de éste fenémeno desde el punto de vista
de la dinémica). O

6.2.4. Movimiento de s6lidos tangentes

Consideremos dos solidos, S; (fijo) y Sz (moévil) que permanecen tan-
gentes durante el movimiento. A lo largo del mismo, el punto de tangencia
A define sendas curvas en cada uno de los dos solidos, que denominamos
Cy y Cy (figura 6.14). Es posible imaginar intuitivamente estas curvas como
dibujadas por una particula entintada, que se sittia constantemente en el
punto A, y que va manchando los dos solidos. Expresando la velocidad de
sucesion del punto geométrico A en cada sistema:

Vabs = Varr + Urel = VAl = Varr + Va2 (643)

v 4|1 es tangente a O, y v )z lo es a (2. A su vez, ambas velocidades perte-
necen al plano tangente comtn. Por lo tanto, var = v 41 — v 42 (velocidad
del punto del solido S2 que coincide con A en un instante dado) ha de ser
tangente a ambos so6lidos. Esta velocidad se llama velocidad de deslizamien-
to: vq def VAl — VA2

El movimiento (relativo) en el punto de contacto se puede reducir en-
tonces a una velocidad de deslizamiento vy y una rotaciéon de velocidad
instantanea €2, cuyo eje pasa por el punto de tangencia.

1 Para volver a estar enfrentado con el sol, un punto de la superficie de la tierra tiene
que girar algo mas que 360°, ya que durante ese tiempo la tierra se ha trasladado algo
en su oOrbita alrededor del sol; por tanto, 1 dia solar (86400s.) equivale a un giro algo
mayor a los 360° del dia sidéreo (86164s.).
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Figura 6.14: Huella de- \\\\“\"‘\%\“\ b

\\\\\"
jada por el punto de N
contacto A sobre los so-
lidos tangentes S1 y Ss.

En un caso general, €2 tendra una proyecciéon sobre el plano tangente,
llamada velocidad de rodadura €2,., y otra normal al mismo, llamada veloci-
dad de pivotamiento €, (figura 6.15). Denominando IN a la normal comin
en el punto de tangencia,

Q%@ NN

Q Yao-q,
Cuando la velocidad relativa en el punto de contacto es nula (vgy = 0)
no hay deslizamiento entre ambos s6lidos. Se dice entonces que un sélido

Figura 6.15: Componentes de
rodadura y piwotamiento de la
velocidad de rotacion, £ =

Q, + Q..
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«rueda sin deslizar» sobre el otro. Este término no implica, por lo general,
que la rodadura se efectiie sin pivotamiento, sino tan sélo la ausencia de
deslizamiento.

EJEMPLO 6.8: Un cilindro recto de radio r se mueve manteniéndose tan-
gente a un cono fijo, de radio de la base r y semiédngulo «, de forma que
comparten en todo momento una generatriz. Una base del cilindro rueda
con velocidad uniforme sin deslizar sobre la base del cono, de forma que
realiza una revolucién completa alrededor del eje del cono en un tiempo 7.
La otra base del cilindro se mantiene en contacto con el vértice del cono.
Obtener las expresiones de:

Figura 6.16: Ejemplo 6.8; seccion del
cono y cilindro por el plano meridio-
nal.

a. velocidad de rotacién del cilindro, calculando la componente de pivo-
tamiento;

b. axoides del movimiento y aceleraciéon angular del cilindro;

c. aceleracion del punto A de la base del cilindro en contacto con la base
del cono.
(Examen parcial, 3/2/1995)

Solucion.

a.— En la figura se muestra una seccién por el plano meridional, que
contiene a los ejes del del cono (BC) y del cilindro (QM), asi como a la
generatriz comun AB. El punto A de contacto entre las bases tiene velocidad
nula, debido a la condicién de rodadura. Asimismo, el punto O de corte del
eje del cilindro con el eje del cono es un punto fijo del movimiento. Por lo
tanto, el movimiento instantaneo es una rodadura alrededor del eje OA. A
su vez, en los sucesivos instantes del movimiento, el plano meridional de
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Figura 6.17: Ejemplo 6.5; eje instan-
tdneo de rotacion y descomposicion
del vector €2

la figura va girando alrededor del eje OC'. En consecuencia, a lo largo del
movimiento el eje instantdneo O A define un cono de eje OC.

En la figura observamos que el angulo COM = a. Asimismo, los trian-
gulos rectangulos AOC y AOM son iguales por compartir hipotenusa y
tener un cateto igual (r), por lo que los dngulos AOC = AOM = «/2 son
iguales.

El punto @ del eje del cilindro desarrolla un movimiento circular, alre-
dedor del eje OC. Su velocidad es

2
vV = —TCOS
Q T

por otra parte, interpretando el movimiento como rotacién de velocidad €2
alrededor del eje OA

N o
=0-0 — =0
vQ Qsen2 74sen04 2

Igualando ambas expresiones, y en funcion del versor u = roa/|roal, se

obtiene

4
Q:—Fcos%u.

La componente de pivotamiento es la proyeccion sobre la normal a AB:

2
Qp:Qsen% = Qp:%rsena.
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b.— En el movimiento, el eje OA gira alrededor del eje OC' con velo-
cidad angular w = (27/7)k, siendo k = roc/|roc|. Por tanto los axoides
son:

Azoide fijo: cono de eje OC, vértice O, semiangulo a/2.
Azoide movil: cono de eje OM, vértice O, semiangulo a/2.

La aceleraciéon angular, al ser constante el médulo de €2, proviene de la

rotacion w: )

. e i
=wAQ=—senaj.
T

siendo j el versor normal al plano de la figura.

c.— Para obtener la aceleracion de A se aplica la expresion general

as = ap —I—Q/\TOA—I-Q/\(Q/\TOA)
—~— —_——

-0 =0
obteniéndose
47?2 sena 872 «@
aps = ——5T = —TCOS—-v.
72 sen § T2 2
siendo v el versor perpendicular a OA dentro del plano de la figura. [

6.3. Rotacion finita del sélido

6.3.1. Composiciéon de rotaciones finitas

Como se ha visto antes (seccion 6.2.1) la composicion de rotaciones in-
finitesimales es conmutativa, el resultado es independiente del orden en que
se produzcan dichas rotaciones. Este resultado es relevante para la expresion
del campo de velocidades a partir de la velocidad de rotacion.

Al contrario que para las rotaciones infinitesimales, la composicion de
rotaciones finitas no es una operacion conmutativa. Esto se puede compro-
bar facilmente mediante un ejemplo significativo, aplicando sucesivamente
a un solido dos rotaciones finitas elementales segin ejes distintos, en di-
ferente orden (figura 6.18). Esta falta de conmutatividad se debe a que,
como se verd a continuacion, las rotaciones finitas se caracterizan como un
tensor de rotacion. De forma equivalente, en componentes seria el producto
de la matriz de componentes del tensor por el vector posicién. La composi-
cion de rotaciones equivale pues al producto de tensores (o de matrices en
componentes), operacion que no es conmutativa.
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A j/z' j/

a) rotacién Sk seguida de 5j.

A j/ jz

b) rotacién Tj seguida de Tk.

Figura 6.18: Las rotaciones finitas no son conmutativas: en el caso a) se
realiza primero la rotacion (w/2)k sequida de (w/2)j; en el caso b) (w/2)7
sequida de (w/2)k, siendo el resultado claramente diferente.

6.3.2. La Rotacion finita como cambio de base

Comenzaremos por desarrollar una interpretacion matricial de la rota-
cion finita a través del cambio de base asociado. Sea (O;1,7, k) una base
ortonormal ligada al sélido (triedro del cuerpo)y (O; I, J, K) una base orto-
normal fija (triedro fijo). Se puede interpretar la rotacion del solido a partir
del cambio de base entre ambos triedros. Supongamos este cambio definido
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por una matriz [R], de forma que'*:

(ijk) = (IJK) [R]. (6.44)

Figura 6.19:
La  rotacion
finita equivale
a un cambio
de base de-
finido por la
matriz  [R),
que  permita

i pasar del
triedro  fijo
(IJK) al

triedro del
cuerpo (i k)

I

La relacion de cambio de coordenadas asociada, denominando (X,Y, Z)
a las coordenadas en el triedro fijo y (x,y, z) las del triedro del cuerpo, es

X
Y} = [R]
VA

(6.45)

ISEINSOIRS]

La rotacion del sélido puede por tanto interpretarse como un cambio
de base, definido por la matriz [R], que multiplica al vector columna de
coordenadas «convectivas» (xyz)T para obtener las nuevas coordenadas
(XY Z)T. En esta interpretacion, se trataria de distintas coordenadas (se-
gun dos triedros diferentes) para un mismo vector.

La superposiciéon de dos rotaciones sucesivas, asociadas a dos matrices
[R1] y [R2], equivale al producto de las mismas'?, [Ry][R;]. Como se sa-

12 Recordemos que, seglin A.5, otra manera de definir el cambio de base es mediante
las siguientes expresiones de transformacion de los vectores de la misma: ¢ = R-I; j =
R-J; k= R- K, donde el tensor R es aquel cuya matriz de coordenadas en la base
(I,J, K) es precisamente [R], la misma matriz de la expresion (6.44).

13En efecto, si {x'} = [R1]{z"}, {*} = [R2]{z'} = [R2][R:]{z"}
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be, el producto de matrices no es una operacion conmutativa: [R1][Rz] #
[Ro][R].

La condicién de que ambos triedros sean ortonormales obliga a que la
matriz de cambio sea ortogonal, [R]T = [R]™! (cf. apéndice A). La matriz
[R] es de dimension 3 x 3 y tiene por tanto 9 componentes, pero la propiedad
de ortogonalidad impone 6 condiciones escalares:

3
YRR =0by (i, =1,2,3;i <), (6.46)
k=1

por lo que el conjunto de componentes de dicha matriz se podréd por tanto
representar mediante 9 — 6 = 3 parametros independientes. De esta manera,
la orientacion del triedro del cuerpo (¢ j k) queda definida por tres grados de
libertad. Estos caracterizan el cambio del triedro fijo (I J K) al triedro del
cuerpo (¢ 7 k), que se mueve con el solido y define por tanto su orientacion.

6.3.3. La Rotacioén finita como transformacién ortogonal

El movimiento méas general de un soélido rigido con un punto fijo se
representa mediante una transformacién lineal R, es decir, un tensor de
orden dos (cf. apéndice A). Veremos ademéas que este tensor es ortogonal
propio.

Sea x° el vector posicién de una particula del sblido, medido desde
el punto fijo O, en un instante inicial que tomaremos como configuracion
de referencia. Este vector x° se denomina convectivo, siendo constante a
lo largo del movimiento para una particula dada del sélido (representa el
vector posicion en la configuracion de referencia). De forma equivalente, x°
puede considerarse como el vector posiciéon medido por un observador mévil
con el solido, para el que la situacién de los puntos materiales del sélido es
fija.

Por otra parte, sea x el vector posiciéon de un punto del sélido, para
un observador fijo o inercial, en un instante genérico del movimiento, que
denominaremos configuracion rotada. La relacién con el vector posiciéon con-
vectivo ° se establece mediante un tensor'* R:

=R x° = Ty = Ri]’ﬂf;-. (647)

“Ppuede demostrarse que esta transformacion es necesariamente lineal, teniendo en
cuenta en primer lugar la conservacion de las distancias relativas entre & y su producto
por un escalar ax, que conduce a R(ax) = aR(x); por otra parte, la conservacion de
los angulos entre @1 y (€1 + @2) conduce a R(x1 + x2) = R(x1) + R(x2), por lo que se
puede identificar con un tensor.
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Es facil comprobar porqué esta transformaciéon debe ser ortogonal: al tra-
tarse de un soélido rigido, la distancia al punto fijo tiene que coincidir en
ambas configuraciones, la inicial y la rotada; desarrollando esta condicion,

x-ac:(aco-RT)-(R-aco):a:O-((RT-R)-:BO)

=x°. z°.

Se deduce por tanto que el tensor R debe cumplir la condicién de ortogo-
nalidad (cf. apéndice A):

R" " R=1 = R'=R" (6.48)
Tomando determinantes en la expresiéon anterior,
det(R")det(R) = (det(R))> =1 = det(R) = +1. (6.49)

De las dos posibilidades que se ofrecen para el signo del determinante, debe
tomarse +1, lo que corresponde a una transformacion ortogonal propia.
Las transformaciones ortogonales cuyo determinante vale —1 se denominan
impropias, y producen, ademés de una rotaciéon, una inversién en los ejes
equivalente a la imagen reflejada en un espejo, lo que conllevaria inversion
de los voltimenes.

Resumiendo lo expuesto en este apartado y el anterior (6.3.2), es posible
interpretar la rotaciéon R desde dos puntos de vista distintos:

1. Rotacion activa: El tensor R transforma el vector ° en otro vector
distinto € = R - x°.

2. Rotacion pasiva: El tensor R, o su matriz de coordenadas asociada
[R] = [R;j], define un cambio de base, del triedro fijo (E;) = (I,J, K)
al triedro del cuerpo (e;) = (4,7, k), segun las relaciones de cambio
(6.44): ¢, = R - E; = Rj;E;. Denominando {z}° = (zy2)T a las
coordenadas del vector posicién de un punto en el triedro del cuerpo
y {x} = (XY Z)T a las del triedro fijo, la relacién entre éstas debe
ser (6.45): {x} = [R|{x}°.

Notese que en la acepcidon como rotacién pasiva, se consideran distintas
coordenadas (es decir, en dos bases distintas) para un mismo vector: el solido
permanece mientras es el triedro de referencia el que rota. Por el contrario,
la interpretaciéon activa de la rotacién considera dos vectores distintos: es el
propio sélido el que rota.

La interpretaciéon segin uno u otro punto de vista es equivalente en
cuanto a las expresiones en coordenadas, pudiendo adoptarse la que méas
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convenga en cada caso. En lo que sigue consideraremos en principio la in-
terpretacion activa.

Por 1ultimo, anadamos que una forma explicita de obtener el tensor de
rotaciéon, a partir de los vectores unitarios de los triedros fijo y rotado, es
mediante el producto tensorial o diadico de los vectores de los triedros (ver
apéndice A):

3
R=) E®e=I0i+Joj+Kak. (6.50)
k=1

6.3.4. Angulos de Euler

Como se ha dicho (seccion 6.3.2), el movimiento de rotacion de un solido
tiene tres grados de libertad, revistiendo especial interés la definicién de unos
pardmetros adecuados que los caractericen. Hay diversas opciones para ello,
unas basadas en la eleccion de tres parametros libres, otras basadas en un
conjunto mayor de parametros pero sujetos a restricciones. Un ejemplo de
esta dltima opcién son los cuaternios formados por los parametros de Euler.
En este curso emplearemos por el contrario la opciéon mas directa de elegir
tres parametros, que seran los denominados dngulos de Euler.

Definiremos los angulos de Euler a partir de tres rotaciones elementales,
que interpretaremos como sucesivos cambios de base (apartado 6.3.2), par-
tiendo del triedro fijo (I, J, K), hasta obtener el triedro del cuerpo (¢, j, k).
Estos cambios son rotaciones del triedro efectuadas por orden segun el es-
quema «313»: primer giro respecto del eje 3, seguido de un giro respecto del
eje transformado 1, y por tltimo un nuevo giro alrededor del nuevo eje 3.

Precesion, ¢ K.— En primer lugar se efectiia un giro de angulo ¢ en
torno al eje K, pasando del triedro (I, J, K) al triedro (u, w, K). Refirién-
dose a la figura 6.20, las expresiones de los vectores del nuevo triedro son:

u = I cosy + Jsen,
w = —Isenvy + J cos .

La expresién matricial equivalente es

cosy —seny 0
(u,w,K)=(I,J,K) |senty cosyp 0
0 0 1

[Ry]
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Figura 6.20: rotacion YK (prece- JUPEE ] tah b LR
sion) i

La matriz de rotacion inversa es:

cos® seny O
Ry ' =Ry = | —sentyp cosyp 0],
0 0 1

equivalente a un giro de (—) alrededor de K.

Nutaciéon, fu.— Se define como un giro de 4ngulo 6 en torno al nuevo eje
u, obteniendo a partir del triedro (u,w, K) el llamado triedro intermedio,
(u, v, k). La operacion queda ilustrada en la figura 6.21, siendo la expresion
matricial del cambio:

Figura 6.21: rotacion Qu (nuta-
cion)
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1 0 0
(u,v,k) = (u,w,K)- [0 cosf —send
0 senf cosf

[Re]

Rotacién propia, pk.— La tultima operacién consiste en un giro de
angulo ¢ alrededor del eje k, obteniendo finalmente a partir del triedro
intermedio (u,v, k) el triedro del cuerpo (,j,k) (figura 6.22). La expresion

Z

Figura 6.22: rotacion ok (rota-
cion propia)

matricial es:

cosp —sene 0
(4,3,k) = (u,v,k)- | senp cosgp 0
0 0 1

Ryl

La rotaciéon total hasta obtener finalmente el triedro del cuerpo sera la
composiciéon ordenada de las tres rotaciones consecutivas:

(w,w,K)=(I,J,K) - [Ry]
(u>v7k) = (uaka) ’ [RG] = (i,j,k) = (Ia JvK) ) [RIZJ] ’ [Rt‘)] ’ [Rip]a

(iv ja k) = (u7 v, k) : [RW]
por tanto la matriz de rotacion total es'®

[R] = [Ry] - [Re] - [Ry].

15 Ta interpretacion de esta rotacién como transformacion activa indica que sobre el
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Su expresion en funcion de los dngulos de Euler resulta

R] =
cos 1) cos p — sen cosfsen p;  —cospsen p —sen coslcosp;  sentpsenld
sen cos ¢ 4 cos 1 cosfsen ; —senpsen p + cos cosf cosp; — cospsen
sen 6 sen ; sen 6 cos y; cos 6
(6.51)

Dejamos como ejercicio sugerido al lector la comprobacion de que se verifica
la condiciéon de ortogonalidad, [R]~! = [R]".

De los triedros definidos anteriormente los mas utilizados a efectos prac-
ticos son el triedro fijo (I,J, K) y el triedro del cuerpo (¢,7,k). A veces in-
teresa también emplear también el denominado triedro intermedio, (u,v, k)
cuya relacién con el triedro fijo viene dada por

(u,v,k) =(I,J,K) - [Ry]-[Ryg].

La matriz de transformacién correspondiente al triedro intermedio es

costy —senycosf senipsend
[Rint] = [Ry] - [Rg] = [ seny  costpcosf  —costysend
0 sen 6 cos

Para calcular las matrices inversas haremos uso en general de la condi-
cién de ortogonalidad, evaluando en su lugar las traspuestas:

[Rine) ' = ([Ry] - [Ro])" = [Ro]" - [Ry]";
R]™' = ([Ry] - [Re] - [Ry])" = [Ry]" - [Rg]" - [Ry]" .

Hacemos notar que una rotaciéon general siempre se puede descomponer
de esta manera, por lo que los angulos de Euler (1,6, ¢) son una parame-
trizaciéon adecuada de las rotaciones.

Sin embargo, existen posiciones singulares en las que la representacion
mediante angulos de Euler no es tnica. Por ejemplo, basta considerar los
casos = 0 6 6 = 7, correspondientes a rotaciones alrededor del eje (O, k),
en los que la descomposicion del giro entre 1 y ¢ no es univoca.

solido se efectia primero R, seguida de Ry y por ultimo R,. Por el contrario para la
interpretacién pasiva como cambios del triedro o base sigue el orden inverso, en el que el
primer cambio ha sido [Ry] seguido de [Ry] y de [R,].
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6.3.5. Expresiones de la velocidad de rotaciéon

Interesa expresar la velocidad de rotaciéon €2 a través de sus expresiones
en alguno de los triedros descritos en el apartado anterior, especialmente en
el del solido (¢, 7, k), intermedio (u,v,k) o fijo (I,J, K). Segtun la defini-
cion realizada de los angulos de Fuler en el apartado anterior, €2 se puede

descomponer segtn las tres direcciones correspondientes a éstos como':

Q=YK + bu + ok. (6.52)

Las componentes de esta expresiéon no estan definidas segiin direcciones
ortonormales, es decir (K, u, k) no forman triedro, por lo que resulta con-
veniente desarrollarlas en alguno de los triedros definidos anteriormente. En
cualquier caso debemos notar que las distintas expresiones de €2 que se desa-
rrollan a continuacion se refieren siempre a la velocidad de rotaciéon total o
absoluta del solido, no se trata en ningin caso de la velocidad de rotaciéon
relativa a uno u otro triedro.

Expresion de (2 en el triedro del cuerpo
Denominamos (p, g, ) a las componentes de €2 en este triedro:
Q=pitqj+rk

Para obtenerlas desarrollamos K y w en la expresion (6.52). La expresion
de K se obtiene de

(I,J,K) = (i,4,k) - (Ry] - [Ro] - [Ry]) ™"
resultando
K =senflsen i+ senfcospj+ cosf k. (6.53)
La expresiéon de u se obtiene de
(w,v,k) = (4,5, k) - [Ry]
resultando
U =Ccospt—senyj.
Se obtiene finalmente:
p= écosgp + ﬂ}sen@sengp,
q = —0sen p + 1 senf cos o, (6.54)
7= ¢ + 1) cosb.

16En esta expresion se ha tenido en cuenta que, al referirse la velocidad a rotaciones
infinitesimales (dv = 1dt,...), éstas si se pueden sumar vectorialmente al contrario de
lo que ocurre para rotaciones finitas.
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Expresion de 2 en el triedro intermedio

En este caso denotamos las componentes por (p',¢',7’) :
Q=pu+qdv+rk.
Desarrollamos K en la expresion (6.52) mediante
(u,v,k) = (u,w, K) - [Ry],

resultando’”

K = senfv + cos k.

Se obtiene asi
P =9
¢ = send, (6.55)
P =@g4cosh [=r].

La expresién anterior prodria haberse deducido también de particularizar
(6.54) para ¢ = 0, ya que el triedro intermedio no es sino el triedro del
cuerpo anulando la rotacién propia, ¢ k.

Expresion de 2 en el Triedro Fijo

Por altimo, si llamamos (P, @, R) a las componentes en este triedro:
Q=PI+QJ+RK,
la expresion de las mismas resulta

P = psentsend + 6 cos,
Q = —pcostpsent + Osen ), (6.56)
R =1+ ¢cos.

La comprobacién de estas expresiones queda propuesta como ejercicio al
lector.

17 También puede obtenerse este resultado mediante proyeccién directa en la figura
6.21
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Expresiéon de la velocidad de rotacién a partir de la matriz de
rotacion R

Podemos derivar la transformacion de rotacion (6.47), en funcion del
vector material o convectivo £° que como sabemos es constante:

z=R-2° — i=R-x° (6.57)
y teniendo en cuenta la relacion inversa ° = R™' -z = R' - x,
t=R R" -x. (6.58)

Se puede comprobar facilmente'® que la expresion R - R' define un tensor
hemisimétrico, por lo que definiremos

Q=R -R". (6.59)

Esta ecuacion servird para obtener las componentes de €2, teniendo en
cuenta su equivalencia con el operador hemisimétrico (6.9):

0 -Q35 Q
Q=(9 o -0|=[R- [R" (6.60)
—Q 0

En esta expresion, los términos (1,9, 3) indican las componentes en
el triedro que se escoja, equivaliendo a (p,q,r) en el triedro del cuerpo,
(p',¢',r") en el intermedio o (P, @, R) si se emplea el fijo. Particularizando en
los distintos triedros puede comprobarse la equivalencia con las expresiones
de las componentes de 2 obtenidas anteriormente por métodos vectoriales
(respectivamente (6.54), (6.55) y (6.56)).

) 18Basta para ello derivar la expresion R - R" = 1, obteniendo R- R* + R - RT =
R-R"+(R-RHT=0
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7.1. Conceptos generales

Se llama «soélido rigido» a un conjunto de particulas, de ntimero finito o
infinito, que a lo largo del movimiento mantengan invariables las distancias
entre cada dos de ellas, de manera que se conserve la forma geométrica del
sistema y la distribucién espacial de su masa.

Es posible pues caracterizar un sélido rigido B de dos maneras distintas,
segun si el nimero de particulas es o no finito. El solido con distribucion
discreta de masa es el constituido por un ndmero finito de N particulas
(m;, i =1,...,N) unidas rigidamente. Por otra parte, el sélido con distri-
bucion continua de masa estard formado por un numero infinito de parti-
culas, pudiendo idealizarse como un medio continuo. Es decir, se considera
como un dominio B infinitamente subdivisible en el sentido del calculo dife-
rencial, mediante elementos infinitesimales de volumen (dV') y masa (dm).
Admitiremos en este caso que existe una funcion de densidad p = dm/dV
que expresa la relacién entre ambos y que supondremos integrable.

De esta forma, la masa total del sélido se expresa como

N
M = Z m; (distribucion de masa discreta)
i= (7.1)

1
M = / pdV (distribucion de masa continua).
B

Quedan fuera del alcance de este capitulo los sdlidos deformables, como
es el caso de los materiales elasticos. La consideracion de la deformabilidad
de los cuerpos exigiria introducir medidas de la deformacion interna (tensor
de deformaciones), asi como de las fuerzas internas entre las particulas del
solido (tensor de tensiones) y las ecuaciones que ligan ambas (ecuaciones
constitutivas), lo que excede los objetivos de este curso'.

Como se vi6 en el ejemplo 1.3 (figura 1.13), un sélido rigido libre posee
seis grados de libertad. Estos se pueden descomponer en dos grupos: tres
parametros que definen la traslacion del solido, (por ejemplo, las coorde-
nadas del centro de masa, X¢, Yg, Zg), vy tres parametros angulares que
definen la orientacion del solido alrededor de G (por ejemplo, los angulos
de Euler (1,6, ¢) definidos en elapartado 6.3.4).

Las ecuaciones de la dindmica pueden obtenerse aplicando los principios
y teoremas generales enunciados en el capitulo 1. En particular, el movi-
miento se puede resolver aplicando las ecuaciones que se deducen a partir

! Véase por ejemplo «Mecanica de medios continuos para ingenierosy», X. Oliver y C.
Agelet, Ediciones UPC, Barcelona 2002
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de los principios de la cantidad de movimiento (1.37), momento cinético
(1.51) y energia cinética (1.44). Para el movimiento del solido libre en tres
dimensiones, se necesitaran al menos seis ecuaciones independientes. Un
procedimiento general para obtener las ecuaciones necesarias y suficientes
es la aplicacion del principio de D’Alembert, como se ve a continuacion.

7.1.1. Ecuaciones cardinales de la dinamica

Supondremos un sélido rigido libre, sin enlaces exteriores, siendo las tini-
cas ligaduras las internas del propio sélido, de distancia constante. Conside-
ramos desplazamientos virtuales infinitesimales compatibles con estos enla-
ces. Las expresiones se pueden deducir de forma similar a la ecuacion (6.20),
aplicada a través del movimiento relativo a G:

5ri =00 A (r; —7¢) +0re,  V(org, 00). (7.2)

En esta expresion drg responde a desplazamientos virtuales del centro de
masa y 00 a rotaciones infinitesimales, siendo ambos vectores arbitrarios.
Por concretar el desarrollo se ha considerado el sélido como conjunto discreto
de particulas (m;,i = 1...N), aunque los resultados son igualmente validos
para una distribucién continua.

El principio de D’Alembert (1.94) expresa

Z -fz . (57’1' — me : 5’I‘i = O, V{(S’I‘Z} comp.. (73)

W 6Winer

Empleando (7.2) el trabajo virtual de las fuerzas aplicadas f; resulta

N N N
5W:Zfi~5ri:;fi-67‘@—1—;f2~(59/\(m—r(;))

=1 =
=F -drqg+ Mg 00,

(7.4)

siendo F = ), f&' (resultante de las fuerzas exteriores aplicadas) y M ¢ =
S (ri—re) A (resultante de momentos en ). Para obtener la expresion
anterior se ha empleado la propiedad de rotaciéon del producto mixto en los
términos debidos a §6.
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Por otra parte, los términos de inercia originan la siguiente contribucion:

N
5Winer = — E mlrz . 5’!’1‘
=1

N N
= — (Z mﬂ‘z> . (57“(; — ( (’I‘i — Tg) A mzrz> - 00 (7'5)
i=1 =1

= —MCLG : 57‘@ — ((iﬂg> . 50,

siendo Hg = ) ,(r; — ra) A m;;. Sustituyendo las expresiones anteriores
en (7.3),

%HG)-&‘):O W(ore.00).  (7.6)

Considerando que en esta ecuacion (07, 06) son arbitrarios, se deducen las
denominadas ecuaciones cardinales de la dinamica del sélido:

(F — Mag) - 6rg + (Mg —

F=Mag; )

d 7.7
Mqo=—Hg.
¢ = yHe

Son dos ecuaciones vectoriales que en el caso general tridimensional equi-
valen a seis ecuaciones escalares. Al deducirse del principio de D’Alembert,
sabemos de entrada que son necesarias y suficientes para determinar los seis
grados de libertad del movimiento.

En el caso particular de un sélido con un punto O fijo, los desplazamien-
tos virtuales serian ér; = d0 A r; (tomando en O el origen de coordenadas),
y la ecuacién del movimiento se reduce a

d
Mo =—Hoy. 7.8
0= < Ho (73)

Si el sistema rigido se considera como un medio continuo, formado por
infinitas particulas, las expresiones anteriores son igualmente vélidas, cal-
culandose las magnitudes a emplear en (7.7) mediante:

F:/de+/ tdsS+> i, (7.9)
B oB P’

M= [ =re) nbav s [ rre) n6as + St —re) 0 £
(7.10)

ng/B(r—rg)/\i“pdV. (7.11)
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siendo b las fuerzas distribuidas por unidad de volumen (p. €j. la gravedad
simplificada terrestre pg), t las fuerzas aplicadas por unidad de superficie
en el contorno 9B, f$*' fuerzas concentradas (puntuales). Para el caso con

un punto fijo (ecuaciéon (7.8)), las expresiones serian
MO:/rAde+/ rALAS + Y T A FRY (7.12)
B oB k
Hoz/rwpdv. (7.13)
B

Si se admite que la resultante de las fuerzas exteriores, F', no depende de
la orientacién del sélido, sino tan sblo de la posicién del centro de masas rg
y posiblemente del tiempo, la integracion de la ecuacion (7.71) permitiria
calcular la trayectoria del centro de masas como si se tratase de una parti-
cula, de forma desacoplada de la ecuacion (7.72), problema que ya hemos
estudiado con anterioridad en la dindamica de la particula (apartado 1.1).

Seria un error sin embargo considerar que el movimiento del sélido se re-
duce a definir el movimiento del centro de masas. Para definir completamen-
te el movimiento faltaria determinar su orientaciéon, mediante la ecuacion
(7.73), 6 (7.8) en el caso con un punto fijo.

En este capitulo trataremos sobre el planteamiento y resolucién de las
ecuaciones (7.72) 6 (7.8). Ambas ecuaciones son formalmente iguales, definen
el mismo tipo de problema: el movimiento de orientacién o rotaciéon del
solido alrededor de un punto que puede considerarse fijo, sea éste G u O.

7.2. Expresion de las magnitudes cinéticas

7.2.1. Movimiento de rotacion instantanea

Consideremos un so6lido B con un movimiento instantaneo de rotacion,
alrededor de un eje (O, e) (figura 7.1), con velocidad angular 2 = Qe, siendo
e un versor unitario. El eje de rotacién de dicho movimiento sera en general
variable a lo largo del tiempo?. Al tratarse de una rotaciéon instanténea
la velocidad de los puntos del eje es nula, por lo que tomando origen de
coordenadas en O la velocidad de un punto P cualquiera del sélido r = O
es

v=QAT. (7.14)

2En caso contrario se trataria de la rotacion de un sélido alrededor de un eje fijo, que
da lugar como se sabe a un movimiento plano.
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Figura 7.1: Sdlido B girando alrede-
dor de un eje dado (O, e).

El momento cinético conjunto del cuerpo se obtiene mediante la resultante
de los momentos cinéticos elementales de cada particula. Para estas expre-
siones adoptamos en lo que sigue el modelo del s6lido como medio continuo®

Hop= / r AvpdV
5 (7.15)

:/r/\(ﬂ/\r)pdV:/ [TQQ—(T~Q)r]pdV.
B B

Proyectando sobre el vector unitario e obtenemos el momento cinético dxico:

e-HO:/e-[r/\(Q/\r)]pdV

B (7.16)

—/Q(e/\r)‘(e/\r)pdV—Q/dgpdV
B B

donde se ha empleado la propiedad de rotaciéon del producto mixto. Asimis-

mo, se denomina d, def le Ar| ala distancia de cada punto al eje de rotacion
(O, e).

En la expresion anterior, la integral que aparece se define como momento
de inercia del solido respecto al eje (O, e):

Io. % / d2pdVv (7.17)
B

resultando por tanto a partir de (7.16) la expresion

HO,e = IO,eQa (718)

3En el modelo equivalente como medio discreto la expresion del momento cinético
seria
N N N
Ho = Zri Amiv; = Zmim ANQAT;) = Zmi [rfﬂ —(ri- Q)TZ} .
i=1 i=1

i=1
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def . L. L1e
donde Hop = Hp - e es el momento cinético axico del solido respecto del

eje (O, e).

De la misma manera, la energia cinética se puede expresar como’

1 1 1
T:/vgpdV:/(Q/\T)deV:QQ/dgpdV
B2 B2 2 Js

] (7.19)
= 5107692.

Las expresiones anteriores del momento cinético axico (7.18) y energia
cinética (7.19) resultan muy compactas, en funciéon del momento de inercia
Ip .. respecto del eje instantaneo de rotacién. Sin embargo, debe advertirse
que al ser este eje (O, e) variable, el momento de inercia no sera tampoco
constante, por lo que la utilidad préctica de dichas expresiones es limitada.
Para un caso general es conveniente una descripcion de la geometria de ma-
sas que permita expresar las magnitudes cinéticas para cualquier orientaciéon
del solido. Esto es precisamente lo que se consigue con el tensor de inercia,
tal como se explicara en el apartado 7.3 (expresiones (7.27) y (7.37)).

7.2.2. Movimiento general (rotacién y traslacion)

En el caso mas general en que el movimiento no sea una rotacién instan-
tdnea sino un movimiento general sin puntos de velocidad nula, el campo
de velocidades se puede desarrollar en general a partir del centro de masas

. C ., . . def .
(@). Definiendo la posicion relativa al mismo por 7/ = r—rg, y suponiendo
que la velocidad instantédnea de rotacion es €2 = Qe,

v=vg+QAT. (7.20)

El momento cinético resulta

HG:/T’/\(UG+Q/\T’)pdV

5 0 (7.21)
= [ GpdV+/r’/\(Q/\r’)pdV
B
Proyectando sobre el versor e de la velocidad de rotacion,
Hge.=e -Hg= / e- [ AQAT)] pdV =Qlc,, (7.22)
B

“En el caso de un sélido discreto, las expresiones anteriores son igualmente validas,
. ., . . N
siendo la expresion del momento de inercia Io,e = > ;_, midai.
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donde I, es el momento de inercia respecto del eje (G, e), que se define
analogamente a (7.17), tan solo empleando las distancias al eje por G.
El desarrollo de la energia cinética es en este caso

2

0
1 1
:/BZUépdV—f— v - T pdV—i—/Bz(QAT/)zpdV (7.23)

1 1
= iné - ifg,esz?.

1
T:/(’Ug—l—ﬂ/\T/)deV
B

Esta expresion es la aplicacion del teorema de Konig (1.53) al caso del solido.

Debe realizarse aqui la misma advertencia que se hizo al final del apar-
tado anterior, en relaciéon con el valor variable en general del momento de
inercia I a emplear en las formulas (7.22) y (7.233).

7.2.3. Dinamica del sélido con un eje fijo

De las expresiones anteriores se puede obtener de forma directa la ecua-
cion dindmica del caso mas sencillo de movimiento de rotacién de un sélido,
que es cuando el eje de rotacion (O, e) es fijo. Puesto que se trata de un
solido rigido, Ip . es una constante que refleja la distribucion de masas del
solido alrededor de dicho eje fijo. Teniendo en cuenta esto, si se deriva (7.18)
y empleando (7.8) se obtiene

d . d
&HO,e =100 = dt(HO -e)=Mop-e= Mo,
)
Mo = 10.9. (7.24)

En esta ecuacion Mo . def Mo - e es el momento axico de las fuerzas. Al
derivar para obtener esta expresion se ha tenido en cuenta que, el eje (O, e)
es fijo, tanto respecto al soélido como a la referencia absoluta, por lo que el
momento de inercia Ip . se mantiene constante, ya que la distribucién de
masa no sufre distorsion.

La expresion (7.24) define la dinamica de la rotacion en torno a un eje
fijo. Es similar a la ley «Fuerza = Masa x Aceleracion» (1.2) para dindmica
de traslacion de particulas, cumpliendo aqui €2 el papel de aceleracion (va-
riacién del movimiento), Mo . el papel de fuerza (causante de la variacion)
e Ip e el papel de masa (inercia a la variacion).
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7.3. El tensor de inercia

7.3.1. Concepto y expresiones del tensor de inercia

Para el caso méas general de la dindmica del sélido, en lo que sigue nos
limitaremos a la ecuacion (7.73), o bien directamente a la ecuacion (7.8) en el
caso en que el s6lido tenga un punto fijo O —dando por resuelta la solucién
de la ecuacion (7.71) que gobierna la traslacion—. Como se ha dicho, las
dos ecuaciones son formalmente iguales, expresando ambas la dindmica de la
rotacion alrededor de un punto que se pueda suponer fijo, sea este punto G
u O. Por tanto en lo que sigue centraremos nuestra atenciéon en la ecuacion
(7.8) correspondiente al solido con un punto fijo.

Para poder expresar dicha ecuacién en un caso general en que el eje de
rotacion no sea fijo, es preciso en primer lugar desarrollar las expresiones
de las magnitudes cinéticas (momento cinético, energia cinética) de forma
intrinseca, sin referirse al eje de rotacién, lo que dara lugar al denominado
tensor de inercia. Como veremos, este tensor constituye la descripcién mas
general de la inercia de un sélido a la variacién de su movimiento, genera-
lizando el concepto de momento de inercia que se emplea para la rotacion
alrededor de un eje.

Figura 7.2: Movimiento del solido
B con un punto fijo O, dotado de
velocidad de rotacion €).

Expresion del Momento Cinético.— El momento cinético de un sélido
B con un punto fijo O, cuya velocidad de rotacién instanténea sea €2, viene

dado por (7.15):
=/[r r = [ [FP*Q—(r-Q)r . .
Ho_/B AQAT)pdV /B[ Q—(r-Q)r]pdV. (7.25)

Se comprueba facilmente que esta expresion es lineal en €2; por tanto define
H 5 como una transformacion lineal de €2, que identificaremos con un tensor
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de segundo orden® I,

To: Qv Ho() = / 29— (r-Q)r] pdV. (7.26)
B
Se trata de un tensor de segundo orden, que denominamos tensor de Inercia
del sélido B en el punto O.
En notacion tensorial, la actuaciéon o aplicacion de I sobre 2 se expresa
como:

Ho=1Io-Q (7.27)

donde el operador (-) indica la aplicacion del tensor sobre un vector, obte-
niéndose como resultado otro vector®.

Componentes del tensor de inercia.— En notacion tensorial, a partir
de (7.25) y teniendo en cuenta que (r®@r)-Q = r(r-Q) (véase apéndice A),
el tensor de inercia se puede expresar de manera explicita mediante

Io :/(r21—r®r)pdV. (7.28)
B

En esta expresion 1 es el tensor identidad, de componentes &;; (deltas de
Kronecker) en una base ortonormal, y (®) indica producto tensorial o dia-
dico.

Para clarificar el significado del tensor de inercia, desarrollemos las com-
ponentes del mismo en una base ortonormal, a partir de (7.25):"

P

= |:/ (r252~j — Tﬂ“j)pdv Qj (7'29>
B

= lo,ij$Y.

Los coeficientes Ip ;; corresponden a las componentes del tensor de inercia
Io y quedan definidos por

IO,z'j déf /(r25ij - T’Z"I"j)pd‘/, (730)
B

5Se define un tensor de orden dos como «una funcion lineal que aplica cada vector a
un vectory, ver apéndice A

SEn este texto se empleara el punto (-) para significar esta aplicacion de un tensor
sobre un vector, que no debe confundirse con el producto escalar entre dos vectores. Otros
autores indican la aplicaciéon de un tensor sin ningtn simbolo, es decir 1o €2

"En estas expresiones, se sobreentiende que se efectia la suma sobre los indices re-
petidos sobre su rango de variacién, convencién que emplearemos en lo sucesivo en este
capitulo salvo indicacién expresa en contra.
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La ecuacion (7.29) permite interpretar la actuacion del tensor de inercia Io
como el producto tensorial contraido® con €.

Cambio de coordenadas.— Una de las propiedades esenciales de los
tensores es el comportamiento de sus coordenadas frente a un cambio de
base (apartado A.5 en apéndice A).

En este caso, tiene especial interés considerar el cambio de coordenadas
entre el triedro fijo (O,I,J,K) y el triedro del cuerpo (O,4,7,k), cuya
matriz de cambio es precisamente la matriz de rotacion del solido [R]. En
el triedro del cuerpo, un punto material del sélido tiene coordenadas cons-
tantes” a lo largo del movimiento:

r=2x°1+9y°J + 2°k, con (z°,y°, z°) constantes. (7.31)

Las componentes del tensor de inercia en el triedro del cuerpo, a partir de
(7.30), son igualmente constantes. Empleando la notacion indicial para las
coordenadas, (17,r5,75) = (2°,y°, 2°), estas componentes son

I8 = /(r25ij —rir7)pdV  (constantes) (7.32)
B

Consideremos ahora el cambio de base que relaciona el triedro del cuerpo
(0,1,3,k) con el triedro fijo (O, I,J,K) ',

(ij k)= (I J K)[R]. (7.33)

(El triedro fijo puede definirse como aquél que coincide con la posicion del
triedro del cuerpo en el instante de referencia o inicial, [R];=o = [1].)
Considerando (7.33) y segtn la convencion empleada en el apartado A.5
la matriz de cambio de base es directamente [A] = [R], estando el cambio
de coordenadas del tensor viene definido por (A.43). La relacion entre las
componentes del tensor de inercia en ambos triedros es por tanto

[Io]° = [R]'[I0][R], (7.34)

8es decir, realizando la sumatoria («contrayendo») en el indice mas cercano entre
ambos

9Este tipo de coordenadas ligadas al movimiento se denominan en ocasiones coorde-
nadas convectivas.

OEmplearemos la siguiente notaciéon en este curso para las expresiones matriciales:
{z} = {x:}, {r} = {r:} (entre llaves) para matrices columna (n x 1), () = {x}T =
(z:), (r) = {r}" = (r;) para matrices fila (1 x n), y [R] = [Ri;], [A] = [Ay], I] = L]
(entre corchetes) para matrices de 2 indices (rectangulares n X m o cuadradas n X n).
Reservaremos las letras «negritas matemaéticas» (x, v, R, I) para vectores o tensores.
Procuraremos distinguir de esta manera entre el tensor R y la matriz de componentes
del mismo en un triedro dado, [R] = [Ry;].
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donde [Ip]° son las componentes del tensor de inercia en el triedro del
cuerpo, e [Io] las componentes en el triedro fijo. Teniendo en cuenta [R]* =
[R]™!, la relacion anterior se puede invertir resultando

[Io] = [RIIo)]°[R]". (7.35)

Esta expresion matricial define las componentes del tensor de inercia en una
base fija (inercial) a lo largo del movimiento, en funcion de la matriz [R].
Se puede comprender facilmente que las coordenadas [Ip]| por lo general
no seran constantes. Si se desea evitar tener que considerar dicha variacién
en el calculo, debera expresarse el tensor de inercia en un triedro ligado al

solido ([Io]°).

Expresion de la Energia Cinética.— La expresion de la energia ciné-
tica (7.19) se puede desarrollar como:

T:/;(Q/\r)-(ﬂ/\r)pdv
13 (7.36)
:29-/Br/\((2/\r)pdv.

Considerando (7.15) y (7.27) puede escribirse en funcion del tensor de iner-
cia,

T = %Q (Io- Q). (7.37)

Otras maneras de expresar esta ecuacion'! son:
T= %Qilaiij (notacion indicial); (7.38)
- % Q) [o]{2) (notacion matricial). (7.39)

La ecuacion (7.37) es una expresion tensorial, por lo que el resultado es
otro tensor, en este caso de orden cero, es decir, un escalar. Por lo tanto,
el valor de T es un invariante intrinseco del movimiento, cuyo valor no
depende del sistema de coordenadas elegido. En efecto, realizando el cambio

"1 En la expresion (7.37) el primer punto (-) indica producto escalar entre vectores y el
segundo la aplicacién del tensor sobre un vector. En algunos textos se emplea la notacion
del producto de un tensor B por un vector @ por la izquierda como x - B e pT. x, 0
en indices z;B;j;, con lo que la ecuacion anterior puede expresarse también sin paréntesis

como %QAIOA']
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=

de coordenadas definido por la matriz de cambio [A] = [R] segun (A.35) y
(A.43) y teniendo en cuenta la ortogonalidad de [R]:

T' = () Io] {2}

((2) [A]) ([A]*[To][A)) ([A]"{€2}) (7.40)

N RN RN -

(@) [Tol{Q} =T.

En definitiva, el tensor de inercia asi definido
1. Caracteriza de forma completa la inercia a rotacién de un sélido rigido;

2. Permite calcular las magnitudes cinéticas principales para establecer
las ecuaciones de la dindmica aunque el eje de rotacién varfe.

7.3.2. Momentos y productos de inercia

Sea un eje (O, u) correspondiente a un versor u pasando por el punto
O € B. La distancia al eje de un punto cualquiera P € B definido por
r=0Pesd= |u A r|. Segtn la definicién de momento de inercia (7.17),

= 2 = u T -U T
Iu_/dedV_/B( AT) - (uAr)pdV -

:u-/r/\(u/\r)pdV.
B

La integral que aparece es analoga a la (7.25), que sirvio6 para definir el
tensor de inercia, ocupando aqui u el lugar de €. Por tanto,

I,=u-(Ip- u) (7.42)

Esta expresion define el momento de inercia como una forma cuadratica
funcién de w, y permite calcular el momento de inercia para un eje cualquiera
por O.

En general, es sabido que las componentes cartesianas (ij) del tensor
I se obtienen mediante

Ioij=-ei-(Io-ej).

En concreto, tomando las direcciones de los versores del triedro (O, 1,3, k)
y empleando (7.42) y (7.28) obtenemos los momentos de inercia segun las
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Figura 7.3: Momento de inercia del
sdlido B respecto de un eje (O,u).

direcciones del triedro de referencia:

Lo =i+ (To-i) = [ (47 +)paV (7.43)
Ly=i-(o-)= [@*+)pav, (7.44)
L.=k-(Ip- k)= /8(332 +y2)pdV. (7.45)

Estos momentos de inercia coinciden con las componentes de la diagonal
principal de la matriz de coordenadas [I], como es facil ver. La expresion
completa de esta matriz es

fg(yZ + 2%)pdV — fB xypdV — fB zepdV
Hol=| —[gyzpdV  [5(z*+a?)pdV = [zyzpdV
_«[B zepdV —fozpdV f3($2+y2)pdV (746)
Io. —Pyy —Pr.
= —Poy Iy —Py

_P:Ez _Pyz Izz

Las componentes de fuera de la diagonal principal, con signo positivo, se
denominan productos de inercia:

def

Py, / aypdV; P, / yzpdV; P, / zopdV.  (7.47)
B B B

De la expresion (7.28) es inmediato comprobar que I es un tensor simé-
trico, por lo que para definirlo en un caso general bastaran 6 componentes
(3 momentos de inercia y 3 productos de inercia).
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Ademas, el tensor I es siempre definido positivo. Esto se deduce de
forma inmediata de (7.37) que expresa T' como una forma cuadratica de €2
definida por Ip. La energia cinética T', por su propia definicién, es esen-
cialmente positiva para cualquier movimiento de rotacién no nulo (2 # 0),
lo que caracteriza al tensor Ip como definido positivo. Analogamente, los
momentos de inercia definidos por la forma cuadratica (7.42) deben ser ma-
yores que cero, anulandose tnicamente para solidos degenerados (rectas o
puntos).

Otras propiedades del tensor de inercia de facil demostracion son las
siguientes:

s La traza o contracciéon de un tensor de 2.° orden es un invariante
escalar. Por tanto

tr(IO) = loa = Izz + Iyy + I,
= 2/(952 +y? 4+ 2H)pdV
B
= 2/ r2pdV = 2Ip,
B
donde Iy es el denominado momento de inercia polar, invariante de
B para un punto O dado.

= Se verifica la propiedad triangular, es decir, un momento de inercia es
menor que la suma de los otros dos, pero mayor que su diferencia. Se
comprueba inmediatamente,

Iyy+IZZ:/(2:U2+y2+22)pdV: m—|—2/m2pdV,
B B
>0
Iyy_Izz:/(ZQ_yz)pdV:Ixx_Q/y2pdv‘
B B

>0

7.3.3. Elipsoide de inercia

Consideremos el haz de ejes que pasan por un punto O, con direcciones
arbitrarias definidas por el versor unitario e. Definimos para cada direccion
un punto situado sobre el eje (O, €) a una distancia (I.)~*/2 de O:

e

N

r==4
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Si expresamos la forma cuadratica en r definida por I,

e - (Ip-e)

r-(Ip-r)= 7

=1. (7.48)
Esta dltima ecuacién caracteriza el lugar geométrico de los puntos conside-
rados como una cuédrica con centro en O. La expresion (7.48) es una forma
cuadrética definida positiva (en todos los casos de solidos no degenerados),
por lo que geométricamente se trata de un elipsoide, llamado elipsoide de
tercia. Su expresion desarrollada es

I‘maj2 + Iyyy2 + Izzz2 —2Pyywy — 2P yz — 2P 22 =1

El elipsoide de inercia ofrece una manera alternativa de estudiar el movi-
miento del sélido, a través de procedimientos geométricos, en lugar de los
procedimientos algebraicos mediante el tensor de inercia, de naturaleza més
abstracta.

7.3.4. Ejes principales de inercia

En un caso general, los vectores velocidad instantdnea de rotaciéon €2 y
el momento cinético Hp = I - £ no seran paralelos. Sin embargo, existen
algunas direcciones privilegiadas de 2 en las que si se cumple esta con-
dicién; éstas se llaman direcciones principales de inercia. Estas direcciones
principales dependen del punto considerado para el tensor de inercia, siendo
distintas en otro punto distinto @) # O.

Si © es paralela a una direccién principal de inercia, esto quiere decir
que existird un escalar A\ que exprese la proporcionalidad,

Ho=1o Q=)

si tomamos el vector unitario e correspondiente a esta direccion (2 = Qe),
se cumplira

I.=e - (Ip-e)=e-(X\e) =\

es decir, el coeficiente de proporcionalidad es precisamente el momento de
inercia segin la direccion principal, A = I,. Estos se denominan momentos
principales de inercia.

La obtencién de las direcciones principales y momentos principales aso-
ciados a un tensor Ip constituye un problema de autovalores: Se trata de
encontrar una direccién e tal que, para algin A, verifique

Ip-e=)e. (7.49)
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Introduciendo el tensor unidad 1, cuyas componentes cartesianas son las
deltas de Kronecker (6;;), resulta la igualdad

(Io—Al)-e=0. (7.50)

Esta expresiéon corresponde a un sistema de ecuaciones lineal y homogéneo,
de incognitas e = (eg ez e3). Para que exista soluciéon no trivial (e # 0), la
matriz de coeficientes de (7.50) ha de ser singular:

det(Io — A1) =0, (7.51)

expresion que constituye la denominada ecuacion caracteristica del proble-
ma de autovalores (7.49). Se trata de una ecuacion cibica en A\, que posee
tres raices (A = A, A1 = B, A\iir = C). Por ser I simétrico, estas tres
raices deben ser reales; como ademas es definido positivo, las tres seran
ademas positivas. Estos tres valores se denominan momentos principales de
imercia.

Cada momento principal de inercia esta asociado a una direccién prin-
cipal de inercia, solucion de (7.50) con el valor de A del momento principal
correspondiente: (er, ery, errr). Admitamos en primer lugar que la ecuacion
caracteristica tiene tres raices distintas (A # B # (), las tres direcciones
principales se obtienen respectivamente de

IO e = AeI (752)
Io - en = Ben (7.53)
IO s e[ — C’em (7.54)

Ortogonalidad de los ejes principales de inercia

Una propiedad esencial de las direcciones principales es que, si corres-
ponden a autovalores distintos, han de ser mutuamente ortogonales. En
efecto, multiplicando escalarmente (7.52) por er y (7.53) por ey,

en-(Io-er)=Aen-e;g
er- (Io-en)= Bey-en
restando estas dos expresiones y haciendo uso de la simetria del tensor de

inercia, se obtiene

OI(A*B)(Z['eH.

Estaexpresion indica la ortogonalidad entre ambas direcciones, ya que por
hipotesis antes realizada (A — B) # 0. Por lo tanto, el triedro de referencia
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(O, e, er1, ernr) formado por las tres direcciones principales en O constituye
una base ortonormal ligada al s6lido. Las componentes del tensor de inercia
en esta base son

Ioij=e1-(Io-ej) = Ad;; (i nosumado),

lo que equivale a una matriz de componentes diagonal:

A 0 O
Io]=[0 B 0
00 C

Los ejes principales de inercia corresponden a los ejes geométricos del elip-
soide de inercia, cuya expresiéon en este triedro seria

Az® + By? + C2* =1,
ecuacion que corresponde a un elipsoide de semiejes (1/v/A,1/vB,1/3/C).

Tensores de inercia cilindricos o esféricos

En el caso en que existiera una raiz doble en la ecuacién caracteristi-
ca (7.51), habria dos momentos principales iguales. Los ejes principales de
inercia estaran constituidos por el correspondiente a la raiz tGnica y otros
dos ejes cualesquiera en el plano normal al primero y que sean ortogonales
entre si, adoptando entonces la matriz de componentes del tensor de inercia
la forma

A 0 0
Io]=[0 4 0
0 0 B

En este caso es inmediato comprobar que cualquier direccién del plano
(O, eq, err) ortogonal al tercer vector (es decir, un vector u = aer + feyr
para a y (3 arbitrarias) es también direccion principal de inercia. Estamos
ante un tensor de inercia cilindrico. Como ejemplo, este es el caso de un
s6lido de revolucién o un prisma cuya seccién sea un poligono regular.

Por ultimo, en el caso en que exista una tnica raiz triple, analogamente al
caso anterior, cualquier direccién del espacio es principal. Podremos escoger
como ejes principales tres direcciones ortogonales cualesquiera. Diremos que
el tensor de inercia es esférico, siendo su expresiéon en cualquier sistema
cartesiano de coordenadas la misma:

A0 0
Io]=[0 4 0
00 A

Este es, por ejemplo, el caso de una esfera o de un cubo.
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Maximos y minimos de los momentos de inercia

Veamos ahora que los momentos de inercia correspondientes a las direc-
ciones principales son los méximos y minimos de los momentos de inercia
para cualquier direccion. Basta plantear el problema de maximos/minimos
condicionados en el que se buscan los extremos de la funcién

I (6) =e- (IO ’ 6), (755)
sujetos a la ligadura
e-e=1, (7.56)

puesto que el versor e debe tener médulo unidad. El problema se soluciona
mediante el método de los multiplicadores de Lagrange. Tomando una va-
riacion infinitesimal de la primera expresion e igualando a cero, la condicién
de extremo (7.55) queda expresada como

2e - (Ip-de)=0.

(donde se ha empleado la simetria de Ip.) Multiplicando la ecuaciéon de
ligadura (7.56) por un multiplicador arbitrario A, y tomando igualmente su
variacion,

2)e - de = 0.
Restando ahora ambas expresiones,
(Io-e—Xe)-de =0,
lo que, al ser de arbitrario, obliga a
Ip-e=le. (7.57)

Es decir, e debe ser una direccién principal, como queriamos demostrar. Por
lo tanto, de las tres direcciones principales, una correspondera al méaximo
momento de inercia, otra al minimo, y la tercera a un valor intermedio.

7.3.5. Simetrias de masas

La existencia de simetrias en la distribuciéon de masas simplifica de ma-
nera considerable el calculo del tensor de inercia. En la practica es conve-
niente emplear estas simplificaciones siempre que sea posible. Se discuten a
continuacion los casos més comunes.
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Plano de Simetria. Por ejemplo, si (Ozy) es un plano de simetria, cual-
quier particula de coordenadas (z,y, z) posee una simétrica (z,y, —z).
Asi, Py, = [gxzpdV =0,P,. = [zyzpdV = 0. En la expresion de la
matriz de inercia (7.46), la tercera fila y la tercera columna se anulan,
por lo que el eje Oz (perpendicular al plano de simetria) es un eje
principal de inercia.

Eje de Simetria. Sea este, ejemplo el eje Oz. Para toda particula en
(x,y, z) existe otra en (—x,—y, 2). Por tanto P,, = P,, =0, y el eje
de simetria Oz es también eje principal de inercia.

Eje de Revolucion. Sea este por ejemplo el eje Oz. El eje de revolu-
cion es también eje de simetria, por lo que Oz sera eje principal. Por
otra parte, existe simetria respecto de cualquier plano que contenga
al eje de revolucién, por lo que todo eje € Ozy es principal de inercia.
Estaremos por tanto ante un tensor de inercia cilindrico,

A 0 O
Io]=[0 4 0
0 0 B

EJEMPLO 7.1: Sea un cubo homogéneo, de masa M y arista b. Se desea
calcular las componentes del tensor de inercia referido a un vértice del cubo

con ejes paralelos a las aristas, asi como los ejes principales de inercia.

A

Figura 7.4: Obtencidon del tensor de
wercia de un cubo respecto del vér-
tice O, con ejes (x,y,z) paralelos a :
las aristas M
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Calculamos directamente las integrales que definen las componentes del
tensor de inercia (7.46) en ejes cartesianos ortonormales (7.46):

b b b
Im:/// (y2+22)pdxdydz=p/ dz/ (y2+22)dy/ dx
v 0 0 0

b b b b3

:pb/ dz/(y2+22)dy:pb/(+b22)dz
0 0 0o 3
vt

2
= pb(= + —) = = Mb?
po(5 + 3) = MV,

ya que M = b3p. Anélogamente
2
Iy =1, = gMb2 :

Los productos de inercia valen

b b b
Pmy:///xypdxdydz:p dx/ xydy/ dz
1% 0 0 0
b b b3 b
:pb/ dx/ :Uydy:p/xdx
0 0 2 Jo

e o1
= p—— = — Mb*
o9 ™4
y de igual manera

1
Py, =P, = szQ.

Por lo tanto, las componentes del tensor de inercia son

2/3 —1/4 —1/4
[Io] = MV | —1/4 2/3 —1/4]. (7.58)
—1/4 —1/4 2/3

Calculemos ahora los ejes principales de inercia. La ecuacién caracteris-

tica es: ) . .
sP-A —ab g

det(Ip —A1)=| —38 28—\ —38 =0
LR I LR

donde se denomina Mb? = 3 para abreviar. Desarrollando el determinante,

det(Ip — A1) = (EB — /\) [(1525 — >\> (gﬂ — )\) — ;52} =0,
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cuyas soluciones son A = (1/6)5 y A = (11/12)5 (doble).
Por lo tanto el tensor de inercia es cilindrico; expresado en los ejes prin-
cipales seria
1/6 0 0
[Io]=Mb*| 0 11/12 0
0 0 11/12

Para obtener las direcciones principales, sustituimos en (7.57) cada autova-
lor A solucién de la ecuacién caracteristica, y resolviendo para e obtendre-
mos la direccién principal asociada. Conviene recordar que al ser la matriz
de coeficientes singular, estas direcciones principales quedan indetermina-
das en funcién de al menos un parametro, lo que nos permite elegir las
soluciones normalizadas, correspondientes a versores de médulo unidad.

Sustituyendo el primer autovalor (A = 3/6) en (7.57) y simplificando
resulta:

261—62—6320,
—e1 +2e2 —e3 =0,
—e1 —eg + 2e3 = 0.

La solucion —funcién de un parametro indeterminado p ya que las tres ecua-
ciones no son independientes— es u(1,1,1), que corresponde a la diagonal
del cubo.

Las otras dos direcciones principales hay que buscarlas en el plano nor-
mal a ésta. Como el otro autovalor es una soluciéon doble, serdn cualesquiera
dos direcciones de este plano que sean normales entre si (el tensor de inercia
es cilindrico).

7.3.6. Campo tensorial de inercia

Tal y como se ha definido en el apartado 7.3.1, el tensor de inercia es
un «tensor de punto», ligado al punto material O que se ha tomado como
origen de coordenadas. Por lo tanto, al variar dicho punto, se obtendra un
tensor distinto, con lo que se define un campo tensorial: a cada punto O € B
le corresponde un tensor Ip. Si se toma como referencia el centro de masas
G, obtendremos el llamado tensor central de inercia, Iq:

I = / (r2p1 — rop ® rap)pdV (7.59)
B

Donde rgp def Cﬁ, vector desde G a un punto genérico P € B.
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Calculemos la expresion del tensor en un punto distinto I en funcién
del tensor central Ig; empleando la descomposicion'? rp = rg + rap,

Ip = /(’I“%gl —Tp ®’I’p)pdV
B

:/(rél—rG®rg)pdV+/(réP1—T‘GP®7’GP)PdV
B B

0
+2-1W—/(rg®rg
B

Las dos ultimas integrales se anulan debido a que se reducen a factores cons-
tantes por integrales del tipo fB rgp pdV = 0. Por lo tanto la expresion
del campo tensorial de inercia resulta

Io=Ig+Mril—rgorg). (7.60)
Desarrollando ésta en componentes:
1o = Igij + M[rgdij; — raira.),
o matricialmente:

[Io] = ]+ M(rg[1] - {rc} (ra)).

Propiedades del campo tensorial de inercia

a. Fjes principales de inercia
Sea un punto O sobre uno de los ejes principales de inercia en G.
Entonces, tanto la direccion principal u || 7¢ como las otras dos di-
recciones principales perpendiculares a w son también principales en
O. Para comprobar esto, distinguimos los dos casos, segiin que la direc-
cion sea la del vector unitario w o perpendicular a éste. En el primero,
rg = OGu = rgu; aplicando (7.60):

Io-u=1Ig u+Mr¢u—(u®u)- (riu)

=\u+ MWO
~——
=1

= \u

12empleamos la notaciéon rp def O? para denotar al vector desde el origen O a un
punto P explicitado en el subindice
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Figura 7.5: ejes principales
de inercia en un punto O
sito sobre uno de los ejes
principales por G

En el caso de una direcciéon v normal a rg, tal que v-u = 0, aplicando
de nuevo (7.60) para Ip,

Io-v:IG-U—i-M[r%v—(u®u)-(r2Gv)]

= \v 4 M[riv —’I“M(])
= A+ Mri)v

En ambos casos la direccién principal de I lo vuelve a ser de I, con
el mismo momento principal de inercia en el primer caso (u paralela a
r¢), y con el momento aumentado (Ip,, = Ig,+ M r2) en el segundo
caso (v perpendicular a rg).

b. Teorema de Steiner
Sea un eje por el centro de masas (G,e) en el cual conocemos el
momento de inercia Ig .. El momento de inercia respecto de un eje
(O, e) paralelo por otro punto O y que diste d del primero (figura 7.6)
seré

Io’eze-(Io-e)
e- ([IG+M(ré1—rg®rg)]-e)
e (Ig-e)+M[ri(e-(1-e))—e-((rg®@rg)-e)]

2

00’
—_——
=1Ig.e+ M[ré —(e-rg)(e-rg)]

/

i
Se obtiene por tanto la expresion del Teorema de Steiner:
Ioe=1Ige+ Md>.

Es inmediato ver que, para una direccién e dada, el momento de
inercia minimo es el correspondiente a un eje (G, e) que pasa por G.
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Figura 7.6: Teorema de Stei-
ner: momento de inercia para
un eje (O, e) paralelo a (G, e)

EJEMPLO 7.2: Continuando con el cubo del ejemplo 7.1 anterior se pretende
ahora hallar el tensor de inercia en el centro de masas, respecto a unos ejes
paralelos a las aristas del cubo, a partir del tensor de inercia obtenido antes
en un vértice (7.58).

Figura 7.7: Obtencion del tensor
central de inercia de un cubo respec-
to de su centro G G

Aplicamos la expresion (7.60) del campo tensorial de inercia:
Ig=1p— M(T’2G1 —rgTrg).

El vector rg vale:

(r6) = (b/2. b/2,b/2) = E
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luego:

[M(’I"%;l —rg® Tg)] i = M(’l“?;(sl’j — TG T‘G’j),

y su matriz de componentes es

p (3-1 -1 -1 (2 -1 -1
M| -1 3-1 =1 =M (-1 2 -1
-1 -1 3-1 -1 -1 2
Por tanto, a partir de (7.58),
2/3 —1/4 —1/4 (2 -1 -1
[Ig) =MV | -1/4 2/3 —1/4 ~Mp (-1 2 -l
—1/4 —1/4 2/3 -1 -1 2
1/6 0 0
=MV¥| 0 1/6 0
0 0 1/6

Se comprueba pues que el triedro formado por las direcciones de las
aristas es un triedro principal en G. Lo mismo se podria haber deducido
por simetrias, ya que la direccion de cada arista en G forma un eje de
simetria.

De hecho, por ser el tensor esférico (los tres momentos principales son
iguales), la matriz de componentes es diagonal y cualquier eje es principal
en (. El resultado habria sido el mismo para cualquier triedro de referencia
cartesiano por el centro. El comportamiento de un cubo respecto al giro
alrededor de su centro de masas es por lo tanto idéntico al de una esfera.

7.4. Ecuaciones de la dindmica

En lo que antecede se han desarrollado los conceptos necesarios de ci-
nematica de la rotacion (rotaciones finitas y su parametrizacion mediante
los 4ngulos de Euler) y de cinética y geometria de masas (tensor de inercia,
momentos de inercia, expresiones del momento cinético y energia cinética).
Pasaremos ahora a plantear las ecuaciones de la dindmica del s6lido con un
punto fijo, debidas a Euler. Partimos para ello de la ecuacién del momento
cinético, que tomara la forma (7.72) si se aplica en G y (7.8) si se aplica en
un punto fijo O.
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7.4.1. Ecuaciones de Euler

Segun hemos visto, el momento cinético H o viene expresado por (7.27),
en funcién del tensor de inercia I, que define la geometria de masas del
solido respecto a O. El tensor de inercia serd constante para un observador
ligado al movimiento del cuerpo; en cambio, respecto del sistema de refe-
rencia fijo, seria necesario considerar la variacién de sus componentes, como
se comprueba en (7.35). Asi, la derivada (absoluta) de H o conviene reali-
zarla a través del triedro del cuerpo, anadiendo el término complementario
correspondiente:

d

Mo = &(IO - Q)
_ (4 Q Q Q
= <dt(10' )>Tel+ Ao - Q).

Resulta la denominada ecuacion de Euler de la dindmica, en su expresion
vectorial:

Mo=1Io-Q+QAIo-Q). (7.61)

Hacemos notar que esta ecuacién es una expresion vectorial intrinseca, es
decir, independiente del sistema en el que se expresen sus coordenadas.

Observamos ademas que en esta expresion la derivada de €2 es indiferente
realizarla respecto al triedro fijo (absoluta) o respecto al triedro del cuerpo
(relativa):

- dQ dQ
Q=—=(— QAQ
de < de )rel "
=pt+qg+rk.
Desarrollemos ahora las componentes de la expresion vectorial (7.61)

en el triedro del cuerpo. Suponiendo que hemos escogido éste segin las
direcciones principales de inercia,

A 0 0
Io]=10 B 0 = Io-Q=Api+ Bqj+ Crk;
0 0 C
i j k
QANIo-Q)=|p q r
Ap Bq Cr

=—(B-C)qri— (C—A)prj— (A— B)pqk;
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por lo que la expresiéon en componentes de las ecuaciones de Fuler resulta:

M, = Bg— (C — A)rp, (7.62)
M, =Cr — (A— B)pg.

Para desarrollar el planteamiento completo de las ecuaciones dindmicas
en funcion de las coordenadas o grados de libertad que definen la configu-
racion (en este caso, los angulos de Euler), seria necesario sustituir en la
expresion anterior los valores de (p,q,r) y de sus derivadas en funciéon de
los angulos de Euler (6.54). Se obtendria asi un conjunto de 3 ecuaciones
diferenciales de 2.° orden en funcion de los dngulos de Euler (1,6, ). Sin
embargo, resulta méas conveniente plantear dos conjuntos de 3 ecuaciones
de primer orden de manera simultanea, planteamiento que es equivalente.
Asi, de la expresion (6.54) de (p, q,r) podemos despejar (@Z), 0, o):

psenp + qcosp

V= sen 6 ’
0 = pcosp — gsen p; (7.63)
) psenp + g cos p
SD:’[“— .
tan 6

Por otra parte, de las ecuaciones de Euler (7.62)

M. B-C

M, C-A
.M, 7.64
(=—QF +—F P (7.64)
L M. A-B

- C pg.

El conjunto de 6 ecuaciones diferenciales de primer orden (7.63) y (7.64)
queda planteado en funcion de las 6 variables, (¢, 6, ) v (p,q,7). Su reso-
lucion puede llevarse a cabo por métodos analiticos (en el capitulo 8 se
discute la solucion para algunas aplicaciones concretas), o bien por méto-
dos numéricos (por ejemplo mediante el método de integracién paso a paso
en el tiempo de Runge-Kutta).

7.4.2. Ecuaciones de Euler empleando el triedro intermedio

Cuando se trata de un solido de revolucién puede ser conveniente ex-
presar las ecuaciones dindmicas realizando la derivada relativa respecto al
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denominado triedro intermedio (apartado 6.3.4), cuya velocidad de rotacion
respecto al fijo!? es (2 — ¢k):

Mo =1Io- <dﬂ> + (2 —ok) A (Io- Q)
de rel

Al expresar la derivada relativa en la ecuacién anterior, respecto a un ob-
servador ligado al triedro intermedio, se ha tenido en cuenta que al ser el
s6lido de revolucién su tensor de inercia permanece inalterado por la rota-
cién propia, por tanto Ip no se deriva.

Desarrollando la ecuacién en componentes, suponiendo que se ha elegido
el triedro principal de inercia con momentos principales (A4, A, C):

Q
I, (d) = Ap'u+Ad v+ Ci' k
rel

dt
u v k
Q=) ANIo-)=| p ¢ r—-¢
Ap A¢  Cr
resulta:
M, =Ap — (A—-C){r" + Ad¢
M, =A¢ — (C—A)yr'p — Ap'p (7.65)
M, = Cv/
Observamos ademés que se verifica 7 = r, por lo que no hace falta la

distincién entre ambas.
Estas ecuaciones se complementan con las (6.55) para definir el problema
en funcion de los dngulos de Euler (¢, 6, ):

M, = A — AJ? senf cos 6 + Cripsen 6,
M, = Aisen + 2490 cos§ — Crb, (7.66)
M, = Cr.

De la altima ecuacion (7.65) se observa que, para sélidos de revolucion, si
el momento M, segiin el eje de revolucion se anula, la velocidad de rotacion
segin dicho eje se conserva: M, =0 = r = cte. Conviene notar que esta
propiedad sélo se verifica para un tensor cilindrico en que los momentos de
inercia segtin dos ejes perpendiculares al eje z sean iguales, como es el caso
en un s6lido de revolucion.

13 No debe confundirse esta velocidad de rotacién relativa con la expresion de la velo-
cidad de rotacion absoluta en el triedro intermedio explicada en el apartado 6.3.5.
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7.4.3. Ecuaciones de Lagrange

Las ecuaciones de Euler la dindmica (7.62) 6 (7.65) se han obtenido antes
por los procedimientos vectoriales (Newton-Euler). A partir de la dindmi-
ca analitica se podrian haber obtenido también tres ecuaciones dindmicas,
que cabria esperar que fueran equivalentes a las ecuaciones de Euler. Sin
embargo, tan s6lo una de las ecuaciones asi obtenidas coincide con alguna
de las ecuaciones de Euler: se trata de la ecuacién de Lagrange en ¢, que
es la misma que la ecuacion en (7.623), es decir la ecuacion de Euler co-
rrespondiente al movimiento de giro alrededor del eje Oz del triedro mévil.
Las otras dos ecuaciones como veremos forman un conjunto equivalente a
las ecuaciones de Euler.

Obtenemos la ecuacion de Lagrange en direcciéon ¢ desarrollando los
términos de (2.12). Para ello expresamos las derivadas mediante la regla de
la cadena:

0

(aT d ang ng g[

op 9q po ~ Or 9
or 9T dp AT &g T a

Ao 3p6g0+8q8<p+5<,0
= Ap (¢ sen f cos p — B sen ) +Bq (—1hsen fsen ¢ — 6 cos )

q —p
= (A - B)pq

siendo por tanto la ecuaciéon resultante
Qp = Cr—(A— B)pq

Se observa la identidad de ésta con (7.623), teniendo la fuerza generalizada
@, la interpretacion fisica de la componente M, del momento. Por permuta-
cion ciclica, cambiando los papeles de los ejes (z,y, z), seria posible deducir
las otras dos ecuaciones de Euler expresadas en (7.62).

También se pueden obtener directamente las ecuaciones de Lagrange

relativas a las variables ¢ y 0. No detallaremos aqui el desarrollo y daremos
tinicamente el resultado, quedando propuesta la deduccién como ejercicio al
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lector:

Qy = Aﬁsen@senap—l—Ap(écosHsencp—i— psen B cos @) + Bgsenf cos p
+ Bq(0 cos 0 cos ¢ — psen O sen ) 4+ Cr cos O — Cr sen 0

Qy = Apcosyp — Ap(c,bsengo+¢cos€sencp) — Bgsenp
— Bq(pcos o + 1 cos 0 cos p) + Crip sen 0

Conviene recalcar que, aunque las ecuaciones de Lagrange en funcion de
las coordenadas generalizadas (¢, 6, ¢) no son las mismas ecuaciones que las
de Euler (7.62), son combinacion lineal de ellas y en conjunto constituyen un
sistema equivalente. Es facil, obteniendo los coeficientes de esta combinacion
lineal, expresar los momentos generalizados (Qy,Qp,Qy) a partir de los
momentos «fisicos» (Mg, M, M., ):

Qyp = My sensenp + M, senf cosp + M, cos 0
Qo = M, cosp — My sen ¢
Qp,=M,.

7.4.4. Calculo de reacciones en los enlaces
Solido con un punto fijo

Como es logico, en la ligadura del punto fijo se produce una fuerza de
reaccion. Esta sera un vector R de direccién en principio arbitraria aplicado
en un eje por O.

act
2

Figura 7.8: Fuerza de reaccion
Ro de un solido con un punto O A{
fijo ’

La reaccion se puede calcular facilmente a través de la expresion del
balance de la cantidad de movimiento (7.71), descomponiendo las fuerzas
en activas y reactivas:

F**+ R= Mag
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siendo F?' = Y. £2° la resultante de las fuerzas externas activas aplicadas
al solido.
Por cinemética sabemos que

ag=QN0G + QA (QAOG)

de donde .
R=M[QANOG+ QA (QANOG)| — F*>'. (7.67)

El valor de © y £ se obtendria de resolver las ecuaciones de Euler (7.61).
En el caso en que el punto fijo sea precisamente G, la ecuacion anterior (7.67)
se reduce a la expresion trivial R = —Fa°t,

Sélido con un eje fijo (2 puntos fijos)

Suponemos que el eje fijo se materializa mediante un punto fijo (O) y
otro punto A cuyo movimiento esté restringido en direccién normal a OA
(en la propia direccion de OA no es necesario restringir ya que el soélido
es rigido). El momento de las fuerzas en O es el de las fuerzas exteriores

Figura 7.9: Fuerzas de reaccion de
un solido con un eje fijo, materiali-
zado mediante un punto O fijo y otro
punto A que sélo permite movimien-
to en la direccion del eje.

activas, més el de la reaccion en A; planteando asi las ecuaciones de Euler
(7.61) '
ME' 4+ roaANRA=I0-Q+ QA (Ip-Q)

donde rpa = de, y al ser e un vector fijo,
Q=0e, Q=2e.

La expresion anterior es una ecuacion vectorial que permite calcular R 4.
Recordemos que en el apartado 6.1.2 ya se estudiaron este tipo de ecuacio-
nes, en el contexto de la cinematica. Para que exista solucién, la condicién
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de compatibilidad exige que e sea normal al término independiente:
e [Io- Q+QA(Ip Q) — MXE| =1.0- M, =0,

condiciéon que como vemos efectivamente se cumple (recuérdese (7.24)). Des-
pejando pues Ry,

Io-Q+QA(Io-Q)— ME'Ade

Ry = 7

QI e+ QPen(Ip-e)— MEAe
d

En el caso particular en que se cumpla I -e = I.e (es decir si e es un
eje principal), entonces la expresion anterior resulta

e N M¥%?

R:
A d

Es inmediato comprobar que este valor es el mismo que se produciria en
situacién estatica, por lo que en este caso particular no se producen efectos
dindmicos sobre la reaccién.
Una vez calculada R4, la reaccion en el otro punto, Rp, se calcula igual
que en (7.67):
Ro = Mag — F*' — Ry.
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8.1. El péndulo esférico

En este capitulo se describen algunos ejemplos significativos de apli-
cacién de las ecuaciones de la dindmica de so6lidos rigidos en movimiento
tridimensional. En primer lugar se trata el caso del denominado péndulo
esférico que al no tener rotacién propia se caracteriza tnicamente por dos
grados de libertad y resulta mas sencillo.

Sea una masa puntual m sujeta a un extremo de una varilla rigida y sin
masa de longitud [, cuyo otro extremo (O) esta fijo. El sistema rigido asi

8.1
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Figura 8.1: Un péndulo esférico
consiste en una masa puntual m
unida por una varilla rigida a un
punto fijo O, pudiéndose mover
en cualquier direccion del espa-
cto.

definido no tiene dimension transversal a la varilla/particula, que considera-
mos alineada con el eje Oz (versor k) del triedro del cuerpo. No existe inercia
a la rotacion propia alrededor de dicho eje, por lo que no tiene sentido defi-
nir este grado de libertad. El movimiento queda caracterizado tinicamente
por dos angulos: ¢ (precesion) y 0 (nutacion) (figura 8.1). Es inmediato
ver que el triedro del cuerpo, cualesquiera que sean las orientaciones de los
otros dos ejes Ox y Oy normales a Oz, es principal. Las componentes del
tensor de inercia en O son

mi?
[Io] = le
0

En particular, consideraremos el eje Oz horizontal y normal al plano for-
mado por la varilla y la vertical por O, es decir, tangente a la circunferencia
dibujada en la figura 8.1, y el eje Oy normal a la varilla y contenido en dicho
plano vertical. Las componentes de la velocidad de rotacién segin estos ejes
son respectivamente p = 0 y ¢ = tsenf (segun el eje Oz como ya se ha
comentado no se considera rotacion, r = 0). Puede comprobarse que estos
valores resultan de particularizar las componentes de (6.54) para ¢ = 0, o
bien de tomar directamente las componentes en el triedro intermedio (6.55).
La Lagrangiana vale por tanto

1 1 . .
L= §ml2(p2 +¢*) 4+ mglcosf = 5m12(02 +1)? sen? ) + mgl cos 6 .

Podemos expresar dos integrales primeras. En primer lugar i) es una
coordenada ciclica puesto que no aparece en la Lagrangiana (0L/0y = 0):

H = mi*)sen?0. (8.1)
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Por otra parte, la energia total se conserva, al ser las tnicas fuerzas las del
campo gravitatorio conservativo:
mi?

E = 7(62 + p?sen? 0) — mgl cos b . (8.2)

De (8.1) despejamos la velocidad de precesion:

- H
Y=—F—75-,
ml? sen?

de donde se desprende que ¢ nunca cambia de signo, ya que en el lado
derecho de la igualdad el tnico término que no es constante (sen?f) es

siempre positivo. Eliminando v en la ecuacion (8.2), se obtiene:

ml? H?
E = 92 — mgl cosf
2 + omiZsen2g IR
y despejando 62,
: 2F H? 2
6% = ) cosf.

mi2  m2l4sen * l
Se puede ahora realizar el cambio
?:LQ

u=-cost = 02:172,
—u
obteniéndose al eliminar 6 una ecuacién cubica en u:

LT
mi2 l m2l4’

flu) =1i% = (1 —u?) ( (8.3)

Para que el movimiento fisico sea real debe ser f(u) = % > 0, con
lo cual se puede delimitar el rango de valores de u en el que se desarrolla
dicho movimiento. La ecuacion (8.3) es un polinomio cibico que posee tres
soluciones reales para f(u) = 0, correspondientes a puntos de maximo o
minimo de u, ya que en ellas vale & = 0. De ellas, dos y sélo dos estéan
comprendidas entre u = 1 y u = —1, rango de validez del cambio de variable
anterior. En efecto, para u = 1 se comprueba facilmente que f(u) < 0 (el
primer sumando de la ecuacion (8.3) se anula y solo queda el segundo que
es negativo); luego para que efectivamente exista un movimiento real con
f(u) > 0 dentro del intervalo considerado, debe haber dos puntos (u,u2)
en que la curva f(u) cruce el eje f(u) = 0 (figura 8.2). Por ello la nutacion ¢
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Figura 8.2: Grdfico de la ecuacion ci-
bica f(u) obtenida a partir de la inte-
gral primera de la energia, en funcion
de u = cosf. Las raices f(u) = 0 co-
rresponden a los valores extremos de
la nutacion, existiendo dos en el ran-

go de validez del parametro (—1 < u <
+1). El movimiento se desarrolla con
f(u) > 0 y por tanto la nutacion esta-
rd comprendida entre estas soluciones:
0, = arccosu] y 65 = arccosus. Fl va-
loruy € [0, 1] corresponde al minimo de
la nutacion 01 = O, € [0,7/2].

Figura 8.3: La trayectoria del pén-
dulo esférico se sitia entre dos valo-
res extremos, mdzimo y minimo, de
la nutacion. El minimo (punto mds
bajo de la trayectoria) estd necesa-
riamente por debajo del punto O, es
decir, por debajo del ecuador de la
esfera (Omin € [0,7/2]).

oscilaréd comprendida entre dos valores extremos 6, = arccosu) y Opax =
arc cos ug correspondientes a las dos soluciones citadas (figura 8.3).

Se puede demostrar que en el péndulo el minimo de 6 necesariamente
debe estar por debajo del punto de apoyo O, es decir, 0 < O < 7/2. En
efecto, obtengamos la ecuacion de Lagrange en 6:

d (OL\ = o5 OL 59
dt<aé>_ml 0; %—mlw sen f cos — mglsen 6,

resultando ) ‘
ml20 = mi*y? send cos @ — mgl sen 6.

Para /2 < 6 < 7 se verifica sen > 0, cos < 0; por tanto de la ecuacion
de Lagrange anterior se deduce que en este intervalo # < 0, lo que hace
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imposible que exista un minimo dentro de él (en el minimo debe ser 0> 0).
Por tanto i, ha de estar necesariamente entre 0 y 7/2, como queriamos
demostrar (figura 8.3).

8.2. Movimiento por inercia

8.2.1. Propiedades del movimiento; construccién de Poinsot

Cuando un soélido con un punto fijo no tiene fuerzas aplicadas o estas
son tales que su momento respecto del punto fijo es nulo (Mo = 0), el
movimiento se produce tnicamente por la inercia del mismo, las fuerzas (si
existen) no juegan ningtan papel. Este movimiento por inercia tiene varias
propiedades notables, que estudiaremos a continuacion.

a) El momento cinético Ho es constante.
Se deduce inmediatamente de la nulidad del momento de las fuerzas,

MOZ%(HO); Mp=0 = Hp=cte. [ (8.4)

Por tanto H o define un vector de médulo y direccién constantes en
el espacio. Convencionalmente, escogeremos esta direccion invariante
como versor K del triedro fijo, y llamaremos H al médulo:

Ho = HK. (8.5)

b) La Energia Cinética T es constante.
Si no hay fuerzas aplicadas o si estas no desarrollan trabajo en el
movimiento alrededor de un punto fijo, es obvio que la inica compo-
nente de la energia mecénica es la cinética y que esta debe por tanto
conservarse.

También puede desarrollarse una demostraciéon mas «formaly». Para
ello se parte de la constancia de Hp,

d .
0= “Ho=1Io-2+9A (o ); (8.6)

premultiplicando escalarmente por €2, que es perpendicular al segundo
sumando de la expresiéon anterior, resulta:

0= Io-N); (8.7)
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Figura 8.4: FEn el mo- \

vimiento por inercia la
proyeccion de € sobre la
direccion fija de Hp es
constante, estando el ex-
tremo del wvector € si-
tuado sobre el plano in-
variante.

por otra parte, considerando la simetria de Io:

dr _ d
At dt

Como corolario de esta tultima propiedad, se puede afirmar que

«la proyeccion de € sobre la direcciéon invariante K =
Hop/H es constante.»

En efecto,
Q'HO:Q‘(Io-Q):2T (cte.) (8.9)

Este resultado admite una interpretaciéon geométrica: el extremo del
vector 2, supuesto su origen en O, pertenece a un plano fijo, per-
pendicular a Ho y situado a una distancia 27/ H, denominado plano
invariante (figura 8.4).

De la expresion de H se obtiene una constante:
H*=Ho-Ho=(Io-Q)-(Io- Q) =Q-(I5-9Q),  (810)

donde se ha tenido en cuenta la simetria de Ip. Por otra parte, de la
expresion de T' se obtiene otra constante:

2T = Q- (Ip- Q). (8.11)

Multiplicando (8.10) por 27, (8.11) por H? y restando ambas término
a término:

Q- (H*Ip - 2TT%) - Q=0. (8.12)
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Esta ecuaciéon define una forma cuadratica degenerada, en funcién
de la matriz de coeficientes constante [A] = H?[Ip] — 2T [Io]?. Esta
forma es la expresion general de un cono cuddrico’, es decir un cono
cuya seccién recta es en general una elipse, siendo €2 una generatriz
del cono. Este cono se denomina cono del cuerpo, y a lo largo del
movimiento rueda sin deslizar sobre el cono fijo, superficie que describe
Q en relacién al triedro fijo. Este tiltimo es también un cono, al pasar
su generatriz {2 siempre por el punto O, aunque por lo general no es
cuédrico. Ambos conos corresponden, respectivamente, a los axoides
movil y fijo del movimiento del sélido (apartado 6.1.2).

d) La constancia de la energia cinética permite escribir:

a (Lo .q)-,
2T

expresion que es enteramente analoga a (7.48) que define el elipsoide
de inercia, sin mas que aplicar el factor de escala r = /v/2T (recor-
demos que T es constante). Por lo tanto, el lugar geométrico definido
por el vector 2/ V2T es precisamente el elipsoide de inercia®.

La normal a este elipsoide viene definida por el gradiente de la super-

ficie: 5 7 7 -
o 20 o_ 10
2o (o q)]-To ooty

es decir, coincide con la direccién invariante, normal al plano invarian-
te. Comprobamos por tanto que este elipsoide en el punto definido por
2 es tangente precisamente al plano invariante definido en la propie-

dad b).

En resumen, las propiedades anteriores del movimiento por inercia per-
miten la siguiente construccion geométrica debida a Poinsot que lo define:

1. El vector € pertenece a un elipsoide homotético al de inercia (de
razéon v2T'), con centro en O, que permanece tangente a lo largo del
movimiento al plano invariante, plano perpendicular a H o y situado

'La ecuacién general de un cono cuadrico en ejes principales es 22 /a®+y? /b> — 22 /c* =
0, siendo a y b los semiejes de la seccion recta eliptica. Como caso particular a = b
se obtiene el cono recto circular, z?/a® 4+ y*/a®> — 2?/c®> = 0. Es posible comprobar,
desarrollando las componentes en ejes principales de la matriz [A] que se obtiene una
ecuacién de este tipo, y que si el tensor de inercia es cilindrico seré un cono recto circular.

20tra manera de expresar lo mismo es diciendo que € define un elipsoide homotético
al de inercia, de razéon VorT.
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Figura 8.5: El extre-
mo de Q, en relacion
con el sistema de re-
ferencia del cuerpo,
estd sobre un elip-
soide, homotético al
de inercia. Este elip-
soide es ademds tan-
gente en todo instan-
te al plano tnvarian-
te (su normal comun

Hinvariante
——

es N ), sobre el cual ~\\__?“\“‘\\\\.\\’\’\‘\\
rueda (y pivota) sin \\\i{\{}\ “\:\::

O
X
deslizar. \\\\?

&

a una distancia 27'/H de O. Al ser nula la velocidad de todos los
puntos del solido sobre el eje (O, 2), el movimiento es una rodadura
sin deslizamiento del elipsoide sobre el plano invariante?.

2. Considerando un sélido con simetria de revolucién® el vector §2 genera
en el sistema de referencia del cuerpo un lugar geométrico que es un
cono recto circular (cono del cuerpo). En una referencia fija, genera
otro cono recto circular (cono fijo). El movimiento del solido se puede
interpretar como el cono del cuerpo rodando sin deslizar sobre el cono
fijo (figura 8.6).

Estos dos conos son precisamente los denominados azoide movil (6.25) y
azoide fijo (6.26) en el estudio del campo de velocidades.

OBSERVACIONES.-

= En general €2 no es constante ni en médulo ni en direccién, a pesar
de que Hp sf lo sea.

3El lugar geométrico que define el punto de contacto (definido por €2) sobre el elipsoide
se denomina Polodia, mientras que el correspondiente lugar geométrico sobre el plano
invariante se llama Herpolodia

4En realidad basta con que el tensor de inercia sea cilindrico
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Ho=HK

Figura 8.6: El movimiento
por inercia es andlogo al de
un cono mdovil con el cuer-
po, que rueda sin deslizar so-
bre un cono fijo. Ambos conos
son los azxoides del movimien-
to, y comparten en todo ins-
tante una generatriz, definida
por el vector €.

Cono del
cuerpo

» En el caso particular de un so6lido de revolucion (tensor de inercia
cilindrico), el médulo Q = |€2] si seré constante, aunque su direccion
varie segiin la generatriz del cono.

EJEMPLO 8.1: Sea un cilindro macizo homogéneo de radio r, altura h y
masa m, que se mueve libremente en el campo gravitatorio simplificado. Se
le pone en movimiento comunicandole una velocidad inicial de rotaciéon que
forma 45° con el eje del cilindro, y cuya componente segiin dicho eje vale w.
Describir el movimiento del sélido.

SOLUCION: Los momentos principales de inercia son:
1 1 1
A=B=-mr’+—mh* C=_-mr’
4mr + 12m ; 2m7‘

La velocidad de rotacion inicial es 2 = (w, 0,w), luego
1
Hop=Awi+Cwk; T = i(Aw2 + Cw?);
1
H=wVA2+(C? K=-——(Ai+Ck).
VA2 + 02( )

Por lo tanto, la matriz de coeficientes del cono del cuerpo (cf. ecuacion
(8.12)) es

10 0
A=2TI% - H’Top=AC(A-C)* |0 1 0
00 —1
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Se trata de un cono de revolucién, con vértice en el centro del cilindro y
cuyo eje lleva la direccion k. El semiangulo conico es
Q 1
cosai=k-—=— = o=
Q V2
Por otra parte, el cono fijo es igualmente un cono de revolucién, cuyo eje
lleva la direcciéon de K y el semiangulo conico es

N

Q A+C
cosa; = K 0 _ +

Q0 VA +oe

A su vez, el elipsoide de inercia sera de revolucion con semiejes (1/v/A, 1/y/C),
siendo su ecuacion Az + Ay? 4+ Cz% = 1. El vector velocidad angular, en el
sistema de referencia del cuerpo, permanece sobre un elipsoide homotético
al de inercia, de ecuacién

Ap® + Ag® + Cr? = 2T,

donde (p, q,r) son las componentes de 2.

8.2.2. Ejes permanentes de rotacion

En el apartado anterior hemos observado que el vector velocidad de
rotaciéon 2 no tiene porqué ser constante, ni en direccién ni en modulo,
en un caso general de movimiento por inercia. Se plantea ahora obtener
las condiciones para que la direccion de €2 pueda permanecer constante.
Se denomina eje permanente de rotacion de un soélido aquél que, para un
movimiento por inercia con velocidad de rotaciéon inicial alrededor de dicho
eje, se mantenga invariante la direcciéon de rotacion.

Sea el eje (O, e), y una velocidad de rotacion inicial 2y = Qpe. Supone-
mos que la direccién de 2 permanece segin la misma direcciéon e a lo largo
del movimiento. En primer lugar, observemos que puesto que la energia T

es constante,

1 0?
T:§Q~(IO~Q):71}:C‘56,

siendo I, = e - (Ip - e), momento de inercia respecto al eje (O, e). Al ser
éste constante se deduce que el médulo de €2 tampoco varia: = €.
Por otra parte, de la ecuacion de Euler (7.61), al ser 2 = 0,

d
OZ&HO:Q/\(Io-Q).
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Se deduce por tanto que I - ha de ser paralelo a €2, es decir la direccion e
debe ser principal de inercia en O. Por tanto, un eje permanente de rotaciéon
serd necesartamente un eje principal de inercia del solido.

Esta condicién, que es necesaria, no basta sin embargo para garantizar
la estabilidad del eje permanente de rotaciéon. Para analizar este aspecto,
elegiremos unos ejes del cuerpo de forma que k corresponda con la direccion
principal que se desea estudiar, segiin la cual se imprime una velocidad de
rotacion 2. Supongamos que se producen unas inevitables perturbaciones
pequenas en las otras dos direcciones perpendiculares, con lo que la veloci-
dad angular es:

Q= (e, €, T) siendo €, €4 K 7

La estabilidad de €2 como direcciéon permanente de rotacién equivale a ga-
rantizar que las perturbaciones introducidas (€, €;) se mantengan pequenas
(acotadas) a lo largo del movimiento. Si por el contrario estas perturbacio-
nes crecen sin estar acotadas, el movimiento de rotacién alrededor de dicho
eje sera inestable.

Analicemos por tanto la evolucién de (e, €;). Desarrollando para este
caso las ecuaciones de Euler (7.62) con Mo =0,

0=Aé, — (B—C)eqr
0=DBé; — (C— A)rey (8.14)
0=Cr— (A— B)epeg = Cr

De la ecuacion (8.143), despreciando infinitésimos de orden superior, se de-
duce que r = cte. Derivando (8.14;),

0= A&, — (B —C)éyr;

despejando de (8.142) (¢, = (C' — A)rep/B) y eliminando en la ecuacion

anterior se obtiene finalmente:

(€~ B(C-4) ,
B

Aép + ep = 0.
Se trata de una ecuacién diferencial de segundo grado en funcién exclusi-
vamente de €,. Es una ecuacién similar a la del oscilador armoénico simple
(apartado 4.1),

mi + kx = 0.

Como se vib esta ecuacion tiene solucion armonica (acotada) para x si k >
0, mientras que tendré una soluciéon exponencial (monoétona creciente, no
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acotada) si k < 0. Asi, la condicion de estabilidad para que €, se mantenga
pequena es:

bien C>ByC>A,

(C-B)(C—-A)>0 )
6bien C<ByC<A.
Por lo tanto para que el eje principal sea estable como eje permanente ha de
corresponder bien al méximo, bien al minimo, de los momentos principales
de inercia. En el caso en que corresponda al intermedio, no podra ser eje
permanente, siendo en este caso el movimiento inestable.

La propiedad anterior se puede confirmar experimentalmente con nume-
rosos objetos de uso cotidiano, arrojandolos al aire con una velocidad de
rotacion inicial, en caida libre. Es facil verificar que sometido tinicamente a
su propio peso, para un objeto en caida libre el momento en el centro de ma-
sa G es nulo”, por lo que experimenta un movimiento por inercia alrededor
de G.

Podemos realizar el experimento con una caja rectangular de cartén
facil de encontrar en cualquier domicilio u oficina. Admitiendo que la caja
es sensiblemente plana, como se muestra en la figura 8.7, dos momentos
principales de inercia corresponden a los dos ejes de simetria dentro del
plano A y B. La planitud de la caja permite deducir que para la tercera
direccién principal, normal al plano, el momento de inercia ser& suma de los
otros dos (C'= A+ B) y por tanto el maximo. Por otra parte, el momento
del eje paralelo al lado menor del rectangulo (B en la figura) sera mayor
que el otro (A), por lo que B seré el intermedio y A el minimo. Si se lanza
la caja al aire girando alrededor de los ejes C o A, permaneceré en rotacion
estable, mientras que la rotacion alrededor del eje B es inestable.

Anéalogamente podriamos probar con una raqueta de tenis o de ping-
pong. En este caso el momento de inercia minimo corresponde al eje del
mango, v el méaximo al eje perpendicular al plano de la raqueta®.

5En efecto, para un cuerpo B de masa M:

Mc:/(r—rc)/\(—gk)pdvz—/r/\gkpdV+/’“G/\9deV
B B B
=—-MrcANgk+rcN\Mgk=0.

Como receta, es valido suponer que un campo de fuerzas uniforme y paralelo como el
gravitatorio simplificado produce en el s6lido el mismo efecto que su resultante (—M gk)
“aplicada” en el CDM (G).

Algtn autor denomina este resultado como el teorema de la raqueta de tenis (E. Neal
Moore, Theoretical Mechanics, Wiley 1983)
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C>A C>B

/| /| %_'_'

A<B, A<C

B<C, B>A
(estable) (inestable) (estable)

Figura 8.7: Los ejes de momento de inercia mdzimo (C) y minimo (A)
permiten movimientos de rotacion permanente estables, mientras que el in-
termedio (B) es inestable.

8.2.3. Ecuaciones del movimiento

Veremos a continuacién las ecuaciones concretas que gobiernan la evolu-
cion de los angulos de Euler y las velocidades angulares para el movimiento
de Poinsot descrito geométricamente en el apartado 8.2.1. Plantearemos
primero el caso general y a continuacién el caso particular en que dos mo-
mentos principales sean iguales (solido de revolucién), en que la solucion se
simplifica considerablemente y se puede integrar directamente.

Caso general.— Las componentes de la velocidad de rotacién en el trie-
dro del cuerpo son 2 = pt + q3j + rk, cuya expresiéon en funcion de los
angulos de Euler es (6.54):

p = 0 cos g + 1sen fsen (8.15)
q= —ésemp + @bsenecosgo (8.16)
r:¢+¢c080. (8.17)

La expresion del momento cinético es, a partir de (8.5) y (6.53)
Ho=HK = H(senfsenpi+senfcospj+cosbk). (8.18)

Es posible obtener otra expresiéon del momento cinético en el triedro del
cuerpo aplicando directamente (7.27). Supondremos para ello, sin pérdida
de generalidad, que los ejes son los principales de inercia, con momentos de
inercia (A, B, C):

Ho=1p-Q2=Api+ Bqj+Crk. (8.19)
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Igualando componentes entre (8.18) y (8.19),

H

p= sen 6 sen p; (8.20)
H

=5 sen 6 cos @; (8.21)
H

= cos 6. (8.22)

De (8.22) se puede despejar

Cr
cosf = 2 (8.23)

y del cociente término a término entre las ecuaciones (8.20) y (8.21)

Ap
top = - 8.24
89 =3, (8.24)

Sumando la ecuacién (8.15) multiplicada por sen ¢ a la (8.16) multiplicada
por cos ¢, se puede despejar :

;. pseny +qcosy.

v sen 0 ’
eliminando de (8.20) sen p = P de (8.21) cosp = 4B obtene-
' Hsenf ” ' Hsen6’
mos:
~ Hsen26 ’

y por tltimo, eliminando sen? @ en virtud de (8.23),

¥ = o2\ T A2p2 4+ B2g2 (8.25)

H (1 e ) P q

Las ecuaciones (8.23, 8.24, 8.25), junto con las tres ecuaciones de Euler,

0=Ap— (B —-C)gr (8.26)
0=Bj—(C— Arp (8.27)
0=Cr— (A— B)pg (8.28)

forma un sistema de 6 ecuaciones con 6 incognitas: (¢,0,9,p, q, r), que
se puede resolver de manera auténoma.
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Solido de revolucion.— Sea el caso particular de un sélido de revo-
lucion”. Segitin se sabe (apartado 7.3.5) un eje de revolucién es siempre
principal de inercia. Todos los ejes normales a éste son también principales
y tienen igual momento de inercia. Tomaremos convencionalmente la direc-
cion k segun el eje de revolucion; los momentos de inercia seran C' (segin
k) y A = B (segun direcciones perpendiculares a k).

En la tercera ecuacion de Euler (8.28) el segundo sumando se anula, por
lo que:

Cr=0 = r=cte.

De la igualdad (8.23) con r constante, se deduce que la nutacion es también

constante:
Cr
cos = — = 6O =cte.
H
La interpretacion geométrica de la nutacion (figura 8.8) es el dngulo que
forma el eje del cuerpo (k) con el eje invariante (K) (recuérdese que en
el movimiento por inercia se ha tomado convencionalmente K segun la

direccion fija de Hp).

Poinsot de un sdlido con sime-

e .
Figura 8.8: Interpretacion S =....~',.-'g‘ j
s p 4 TIRAAT
geométrica de los dngulos de %/////[I{““”Q,é’ o
.y s 00s % %
Euler para el movimiento de Onﬁ““”%&ﬂf
{

tria de revolucion.

De la ecuacion (8.25) con A = B se obtiene:

Ap? + Ag? . H
= m w = — (Cte).

v A

"No es necesario estrictamente que el s6lido sea de revolucion, basta con que el tensor
de inercia sea cilindrico, es decir, con dos momentos principales iguales (A = B).
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Por tltimo, a partir de este ultimo resultado y las ecuaciones (8.17) y (8.23),

. A-C
L

r (cte).

Por tanto, en el caso en que el s6lido sea de revolucién, en el movimiento
por inercia el eje del cuerpo k describe un cono circular alrededor de la
direccion invariante (nutacion 6 constante). El movimiento de precesion
de dicho eje k alrededor de la direcciéon invariante K tiene velocidad 1/)
constante, y adicionalmente una velocidad de rotacién propia ¢ alrededor de
k asimismo constante. El cono del cuerpo es de revolucién, con semidngulo
conico dado por o = arctg (% tg 9). El cono fijo es también de revolucion,
con semidngulo 8 = 6 £+ « (dos casos posibles).

8.3. La peonza simétrica

8.3.1. Ecuaciones del movimiento de una peonza

Consideramos ahora un caso algo mas completo, el de un sélido simé-
trico®, sometido a su propio peso (en un campo gravitacional constante)
y con un punto de su eje de simetria fijo. Supondremos ademés que tiene
una velocidad de rotacién propia alrededor de su eje suficientemente eleva-
da. Este caso corresponde a la peonza de los juegos infantiles (figura 8.9),
pero también sirve para explicar el comportamiento de los giréscopos em-
pleados en la navegacién inercial de naves y el control de la orientaciéon de
sofisticados instrumentos como los telescopios espaciales. Como veremos, el
movimiento de la peonza introduce algunas interesantes paradojas debidas
al denominado efecto giroscopico.

Figura 8.9: Peonza simétrica sometida a su
propio peso, con rotacion propia elevada alre-
dedor de su eje.

El movimiento lo describiremos en los ejes locales del cuerpo, tomando
k segun el eje de revolucion (figura 8.10), por lo que el tensor de inercia es:

8con tensor de inercia cilindrico, como es el caso de un cuerpo de revolucién
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Figura 8.10: Orientacion de
los ejes considerados para el

movimiento de una peonza si- Y i
5958 0% %Y/,
métrica sometida a su propio WIMﬁ““”W"}%
|

peso alrededor de un punto fi-
jo O de su eje.

I
A 0 0
Io]={0 A 0
0 0 C

Emplearemos el método de Lagrange para obtener las ecuaciones del movi-
miento. La energia cinética vale:

1 1 1
T:§Q-IO-Q:§A(p2+q2)+§Cr2

y desarrollando la expresion en funcion de los dngulos de Euler (6.54):
1 . . 1 .
T= §A(92 + 1% sen? 6) + §C(<,b + ) cos 0)?.
A su vez, el potencial es
V = Mgdcost
donde se ha llamado d = OG, distancia entre el punto fijo y el centro de
masas. La Lagrangiana resulta entonces:

1 . . 1 .
L= §A(02 + 9% sen? 0) + 50(4@ + ) cosf)? — Mgdcos@. (8.29)

Se observa que L no depende explicitamente de ¢ (OL/0¢ = 0) ni de ¢
(OL/0¢ = 0); por lo tanto ambas coordenadas son ciclicas, y podemos
escribir las correspondientes integrales primeras como ecuaciones del movi-
miento:

py = Apsen?  + Cipcos? 0 + Cpcos = H (cte) (8.30)
po=C(p+1cosh) =Cr  (cte) (8.31)
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La integral primera (8.30) corresponde a la constancia del momento
cinético segun el eje vertical K:

Ho K = (Api+ Aqj +Crk)-(senfsenpi+senfcospj+ cosfk)
= A¢psen® 6 + Crcos
= AYsen? 0 + Cipcos? 0 + Cpcos = H. [

Esta magnitud H se conserva puesto que el momento de las fuerzas en esta
direccién fija es nulo:

My =Moo K =[dk A (~MgK)]- K =0. (8.32)

La segunda integral primera (8.31) expresa la constancia de r, componente
de la velocidad de rotacién €2 segun el eje k del cuerpo; de forma equivalen-
te, se puede considerar que establece la conservacién del momento cinético
segun este eje:

Ho k= (Api+ Agj+Crk)- k=Cr. (8.33)

La conservacion de esta magnitud no es tan obvia como en el caso anterior,
al ser k una direccion movil. Para justificarla derivamos directamente (8.33),

d d dk
S(Hy K= (—-Hy) k+H, —
3 (Ho k) (dt o) +Ho-

— Mo&{ Ho- (k) = (A—BTpd,

siendo este término nulo gracias a que el solido es de revolucion (A = B).
Al no existir fuerzas disipativas, otra integral primera es la constancia
de la energia, T4+ V = E.
En resumen el movimiento de la peonza simétrica con un punto fijo viene
determinado por las tres integrales primeras siguientes:

H = At sen? 6 + Crcos 0 (cte) (8.34)

r =41 cosh (cte) (8.35)
1 . . 1

E = §A(92 + 9% sen® 0) + 507“2 + Mgdcos 6 (cte) (8.36)

A continuacién estudiamos la solucién de estas ecuaciones, lo que se
desarrollara de manera cualitativa. En primer lugar despejamos ¢ de (8.34),

. H — Crcosf

v = Asen? 6 (8.37)
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para después eliminarla en (8.36), obteniendo asi una ecuacion funcion de
f exclusivamente, que expresaremos en relacion a la nueva constante E':

(H — Crcosf)?
2Asen?0

1 1 .
By 5(j’7~2 = §A02 + + Mgd cos 6 (8.38)

Realizando el cambio de variable:
_u
vV1—u?

u=cosl = @H=—

se obtiene
1, u? (H — Cru)?

E == Mgd
2T T oA —wy T
y despejando 2,
, 2E"  2Mgdu (H — Cru)?
2 _ 2

Ecuacién cuya soluciéon se obtendria directamente mediante la cuadratura:

Hu) = /“t du
Y7 e VO @) 2B A 2MgdujA) — (H - Cru)? /A2

(8.40)

Una vez calculado u(t) y en consecuencia 6(t), sustituiriamos en las ecua-
ciones (8.34) y (8.35) para obtener 1) y ¢ respectivamente. La cuadratura
planteada en (8.40) no es inmediata de manera analitica, pero se puede
abordar mediante integrales elipticas, o bien por métodos numéricos.

Sin necesidad de obtener la solucién explicita, podemos sin embargo
estudiar de manera cualitativa el movimiento. Para ello, observemos que las
raices de la ecuacion (8.39): f(u) = 0, corresponden a los puntos en que
u = 0 y por tanto 6 = 0, es decir los méximos o minimos locales de 6. Al
ser f(u) un polinomio cubico, podra tener hasta tres raices reales. Podemos
acotar dos raices de esta ecuacién, observando que para los valores

(H — Cru)?

u==+1 = f(u)=-— yE

<0

El rango de validez de u es precisamente —1 < u < +1, correspondiente a
7 >0 >0. Al ser f(u) = 42 esencialmente positivo en el movimiento real,
por motivos fisicos en este rango existira al menos una zona en que f(u) > 0.
Por tanto en el intervalo [—1, +1] existiran dos raices u; y ug. Asi, 6 oscilara
entre los dos valores correspondientes 1 = arccosu; y 6o = arccosus,
méaximo y minimo de la nutacion, 6; > 6 > 6, (figura 8.11).
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Figura 8.11: Grdfico de la ecuacion cu-
bica f(u) obtenida a partir de la inte-
gral primera de la energia, en funcion A
de u = cosf. Las raices f(u) = 0 co-
rresponden a los valores extremos de
la nutacion, existiendo dos en el ran-
go de validez del parametro (—1 < u <

f(u) > 0 y por tanto la nutacion esta-
rd comprendida entre estas soluciones:
f, = arccosu; y 0y = arccosuz. La
solucidn ug corresponde en este caso al
minimo de la nutacion (0z = Opp).

|
|
|
|
|
|
|
+1). El movimiento se desarrolla con !_1 /“ w 1
|
|
|
|
|
|

Una forma de visualizar geométricamente el movimiento es a través de
la trayectoria descrita por extremo del versor del eje de revoluciéon k, que
podré describir distintos tipos de curvas sobre una esfera de radio unidad,
en la coordenada 0 seré la colatitud y v la longitud. El movimiento quedara
restringido a la banda entre los dos paralelos extremos: 6; > 6 > 6y (ver
figura 8.12). Los distintos comportamientos vienen definidos por el signo de
la velocidad de precesion, obtenido por el numerador en la ecuacion (8.37),
pudiéndose distinguir tres casos en funciéon de las condiciones iniciales del
movimiento (en concreto segun el valor de las constantes H y r):

1. H—Crcosfy >0y H—Crcost > 0, en cuyo caso el movimiento de
precesion es uniforme, siempre tiene el mismo sentido (figura 8.12a);

2. H—Crcosfy <0y H—Crcosfy > 0, en cuyo caso la precesion alterna
de signo, con un movimiento de sentido oscilante que desarrolla lazos
(figura 8.12Db);

3. H— Crcosfly = 0, en cuyo caso se producen paradas en la recesion,
correspondiendo a cuspides en la trayectoria para los puntos con ve-
locidad de precesién nula. Este caso se produce en la practica cuando
las condiciones iniciales corresponden a la peonza con rotacién propia
y su eje partiendo del reposo (9 = 1/1 = 0), a partir de una inclinacion
determinada (nutacion #3). A continuacion la peonza empieza a caer
y precesionar simultdneamente (figura 8.12c).
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(a) Precesion uniforme (b) Precesion oscilante  (c) Precesion con paradas

Figura 8.12: Los tres tipos de soluciones para el movimiento de la peonza
simétrica, obtenidos mediante integracion numérica en el ordenador de las
ecuaciones del movimiento. La figura representa, sobre una superficie esféri-
ca, la trayectoria del extremo del eje de revolucion de la peonza. En el caso
(a) la velocidad de precesion lleva sentido uniforme; en el caso (b) alter-
na de signo, describiendo bucles; en el caso limite (c), para los puntos con
nutacion minima se anula v, correspondiendo a cispides en la trayectoria.

8.3.2. Estabilidad de la peonza dormida

Estudiamos ahora la estabilidad del movimiento de la peonza simétri-
ca, cuyas ecuaciones se desarrollaron en el apartado 8.3.1, en la posicién
vertical (0 = 0, peonza «dormida»). El estudio de estabilidad tiene como
objetivo analizar bajo qué condiciones un movimiento posible, cuando esté
sometido a una pequena perturbacioén, se mantiene con pequenas oscilacio-
nes y proximo al movimiento original, en cuyo caso se denomina estable. En
el caso contrario, cualquier perturbacién pequena respecto del movimien-
to produciré la pérdida del mismo, denominandose inestable. Este estudio
de estabilidad es similar al desarrollado en el capitulo 5 (apartado 5.1.2),
con la diferencia que alli las perturbaciones eran respecto a la posiciéon de
equilibrio mientras que aquf lo son a una trayectoria dindmica.

Partiremos de la ecuacion de Lagrange en 6, que se obtiene derivando
la Lagrangiana (8.29):

4 (@) = Af
dt \ 99
oL

50 = Atp? sen 6 cos 0 + Cr(—tpsen ) + Mgdsen 6,
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resultando
Af — A% senfcosd + Cripsend — Mgdsend = 0. (8.41)

Esta ecuacién se ve complementada por las dos integrales primeras de
la peonza simétrica, expresadas anteriormente en (8.34) y (8.35):

H = Aipsen? 6 + Crcos 0 = cte. (8.42)
Cr = cte. (8.43)

Al ser inicialmente § = 0, de la primera de las expresiones anteriores (8.42)
se deduce que la constante es H = Cr. Empleando este valor y despejando
¥ en (8.42),
i H—Crcosf Crl—cosf
V= Asen20 A sen2d
considerando una pequenia perturbaciéon d6 < 1, desarrollando en esta ex-
presion denominador y numerador de forma que se desprecien términos de
orden superior a 2,
. _Cr 56%/2 _Cr
VR A e T 2A
Sustituimos ahora este valor de w en (8.41), y desarrollamos despreciando
de nuevo los términos de orden 2 6 superior en funcion de §6:
Cr Cr C?r?

2
A59—A<2A> 69+C’rﬂ59—Mgd(59:A59+ ( 1A

—Mgd) 00 =0.

(8.44)
Observamos que esta ecuacion corresponde a la de un oscilador armoénico
simple, siempre que el coeficiente de 66 sea positivo, en cuyo caso resulta
un movimiento armoénico acotado para la perturbaciéon 6. La condicién de

estabilidad es por tanto

0272

4A

El significado de este resultado es que para la estabilidad de la peonza en
la posicién vertical por encima del punto fijo se debe mantener una velocidad
de rotaciéon r alrededor del eje suficientemente elevada; cuando la energia
se haya disipado por rozamiento u otras causas y la velocidad sea menor
a este valor la peonza comenzaré a desarrollar un movimiento de nutacién
cada vez més amplio.

Se deja como ejercicio para el lector comprobar que en la posicién in-
versa, con el eje de la peonza vertical pero colgando por debajo del punto
fijo ( = 7) el movimiento resulta estable en cualquier caso, como pareceria
esperable. Para ello basta estudiar las perturbaciones # = 7 + 06 haciendo
los desarrollos en serie alrededor de 8 = .

> Myd. (8.45)
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8.4. Efecto giroscopico

El giréscopo es un cuerpo con simetria de masas de revolucién girando
con velocidad de rotacion elevada respecto de dicho eje. Sometido a un
momento de fuerzas transversal al eje el giréscopo modifica mucho menos
su orientacioén que un solido ordinario y ademés en una direccién inesperada,
perpendicularmente a las fuerzas aplicadas del par. En estas condiciones se
produce el llamado «efecto giroscopicos que se describe abajo.

Figura 8.13: Girdscopo mon-
tado en soportes de Cardano.

Si el momento externo se minimiza mediante el montaje del giréscopo
en soportes de Cardano (figura 8.13), la orientacion del eje se mantiene
practicamente invariable y el girdéscopo resulta un instrumento eficaz para
sefialar una orientacioén fija en el espacio, lo que constituye la base de los
sistemas de navegacién y control de orientacién inerciales. Estos resultan
mas precisos que las brijulas magnéticas o incluso imprescindibles cuando
se esta alejado del campo magnético o gravitatorio terrestre como en las
naves espaciales’.

Existen también dispositivos denominados girdéscopos basados en estruc-
turas vibrantes, fundamentados en un principio ligeramente diferente, el de
vibraciéon de dos masas en un plano, cuya resistencia a cambiar la orienta-
cién se origina por la fuerza inercial de Coriolis. Estos dispositivos se han
podido miniaturizar como MEMS'? y fabricar de forma muy eficiente, per-
mitiendo de forma fiable por ejemplo el control de orientacion de los Segway
PT'!, de los iPhone 4'? o de los controladores Wii motion plus'® para la
consola de juegos de Nintendo.

Shttp://www2.jpl.nasa.gov/basics/bsf11-2.php
OMicroelectromechanical systems
Yhttp://en.wikipedia.org/wiki/Segway_Human_Transporter
2http://en.wikipedia.org/wiki/IPhone_4
Bhttp://en.wikipedia.org/wiki/Wii_MotionPlus


http://www2.jpl.nasa.gov/basics/bsf11-2.php
http://en.wikipedia.org/wiki/Segway_Human_Transporter
http://en.wikipedia.org/wiki/IPhone_4
http://en.wikipedia.org/wiki/Wii_MotionPlus

8.24 Capitulo 8. APLICACIONES DE LA DINAMICA DEL SOLIDO

Veremos en primer lugar el efecto giroscépico aplicado a un giréscopo
con un punto de su eje fijo, como es el caso de la peonza simétrica estu-
diada en el apartado anterior. La condiciéon de rotacién propia elevada la
concretaremos admitiendo que la energia cinética de rotaciéon alrededor de
su eje sea mucho mayor que las posibles fluctuaciones de energia potencial
gravitatoria. Como méaximo, estas se producen al variar la altura de G entre
[—d, +d]. Admitimos por tanto que

1
507«2 > 2Mgd. (8.46)

De esta manera, al ser la energia asociada a la rotaciéon propia mucho ma-
yor, cabe esperar que las oscilaciones de nutacion (6) debidas al poten-
cial gravitatorio sean pequenias, produciéndose un movimiento de precesion
con pequenas oscilaciones de nutaciéon. En la realidad, debido al inevitable
amortiguamiento, estas oscilaciones pequenas se amortiguan, dando lugar
con bastante aproximacién a un movimiento con nutacién practicamente
constante.

En el planteamiento de las ecuaciones de Lagrange vimos que las corres-
pondientes a ¢ y ¢ daban lugar a sendas integrales primeras (8.34) y (8.35).
La ecuacion dinamica en 6 es (8.41):

Al — AYp? sen b cos O + Cripsen § — Mgdsenf =0.

Deseamos comprobar las condiciones bajo las que se puede dar un movimien-
to con nutacién cuasi-constante. Linealizando esta ecuacién suponiendo que
las oscilaciones de 6 son pequenas, 6 =~ 0 y simplificando sen @, se obtiene:

— A2 cosO + Crip — Mgd = 0.

y resolviendo para 1),

. Cr 4AM gdcos 8
=— | 1x4y/1—-— | . 4
¥ 2A cos 0 ( \/ C?%r2 ) (8.47)

Para que puedan existir soluciones reales el radicando debe ser positivo, es
decir C?r? > 4AMgdcos#. Debido a la hipotesis anteriormente realizada
(8.46) podemos considerar que se garantiza esta condicion. Por otra parte,
considerando que la raiz en (8.47) se puede aproximar como /1 — e =~ 1—¢/2
(teniendo en cuenta € < 1) se obtienen dos soluciones posibles para ¥

Cr Lo
Toosd (precesion rapida)
Mgd (8.48)

Cr

~
~

RS

(precesion lenta).



Aptdo. 8.4. Efecto giroscépico 8.25

De las dos soluciones, la que se obtiene en la mayoria de los casos précti-
cos es la precesion lenta. Aunque en teoria seria posible la otra solucion, la
energia requerida es mucho mayor, por lo que es dificil alcanzar las condi-
ciones iniciales precisas. No entramos en consideraciones de la estabilidad
de las soluciones, que también juegan en contra de la precesiéon rapida por
lo general.

Vemos pues que, en el caso del giréscopo sujeto a una fuerza gravitatoria
excéntrica respecto del punto fijo, se ocasiona un movimiento de precesion
alrededor del eje vertical paralelo a la accién gravitatoria, con velocidad
constante.

Para generalizar este efecto, definamos los vectores siguientes:

w, =K (velocidad de precesion)

(Momento cinético respecto
del eje del cuerpo, orientado)

H.=(Ho k)k=Crk

El vector H , tiene modulo constante, siendo su dngulo con la direccion fija
K asimismo constante (e igual a #). Su evolucion es una rotacion alrededor
de k con velocidad w,. Por tanto, aplicando la férmula de derivacion de
vectores moviles,

dH .
dtz =wp, NH, =9Crsenfu. (8.49)
El momento de las fuerzas en O vale
Mo =dkN(—MgK) = Mgdsenbu. (8.50)

Podemos comprobar que, si se sustituye el valor obtenido en (8.48) para la
precesion lenta (1) = Mgd/C'r) en la ecuacion (8.49) se obtiene la identidad
de esta ultima con (8.50):

El resultado anterior se verifica no sélo para el momento originado por
el peso, sino en general para una fuerza excéntrica F' cualquiera. Si consi-
deramos esta aplicada en un punto P del eje del s6lido definido por rop,
considerando el eje K de precesion en la direccion de F', se verifica igual-
mente

Mo=rop NF=w, NH,

Conviene destacar dos caracteristicas importantes del efecto giroscopico,
aparentemente contradictorias con las leyes clasicas de la dinamica, al menos
tal y como se formulan para particulas:
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Figura 8.14: FEn el movimien-
to giroscopico, el vector H,
que define el eje del girdscopo
gira alrededor del eje w,, mo-
viéndose en direccion normal
a la fuerza aplicada (es de-
cir, paralelamente al momento
Mo =ropA F)

1. La accién de una fuerza F' sobre el sélido produce un desplazamiento
del eje del cuerpo en direccion perpendicular o F', en lugar de segin
la direcciéon de F'. En efecto, el movimiento del eje lleva la direccién
de Mo =ropNF.

2. La accién de F' y por consiguiente Mo produce una velocidad de
precesion, en lugar de una aceleraciéon, como ocurriria en un cuerpo
ordinario segun la segunda ley de Newton. Si cesa la accion de Mo,
cesa inmediatamente la velocidad de precesion. Esto significa que los
movimientos del eje son mucho méas pequenos y su orientaciéon suma-
mente estable.

Un giroscopo que no esté sometido a momentos —por ejemplo, si esta
sometido al campo gravitatorio en movimiento libre, en cuyo caso el mo-
mento respecto del centro de masas es nulo— mantiene fija la orientaciéon
de su eje con una gran exactitud. Tan sélo se produce una variaciéon de la
direccion de su eje si se aplica un momento sobre él, precesionando en este
caso segin la direccion del momento. Similarmente al concepto de «fuerzas
de inerciay» en dindmica de la particula, que representa la resistencia a variar
la velocidad de la misma, se produce aqui un «momento giroscopico» que
es la resistencia a variar la orientacion del eje del giréscopo.

Este fenémeno es la base de numerosas aplicaciones practicas. Cabe ci-
tar entre ellas la briijula giroscopica. Esta consiste en un girdéscopo cuyo eje
puede girar libremente alrededor del centro de masas, con la tnica restric-
cion de obligarle a mantenerse horizontal. En estas condiciones el eje tiende
a colocarse orientado hacia el Norte geografico, con oscilaciones pequenas
alrededor de esta orientacion'®. Asimismo, los giréscopos se emplean como

14Se puede encontrar una descripcién mas detallada de la brajula giroscopica en: J.A.
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sistemas de navegacién inercial en aeronaves, misiles balisticos interconti-
nentales y satélites espaciales.

Por 1ultimo, un fenémeno interesante basado en el efecto giroscopico es
la precesion de los equinoccios en el movimiento de la tierra. Es sabido

Figura 8.15: En el movimiento de la tierra alrededor del sol, que se desa-
rrolla sobre el plano de la ecliptica, debido a los momentos originados por la
atraccion excéntrica del sol y la luna, el eje N-S de rotacion de la tierra pre-
cestona muy lentamente alrededor de la perpendicular al plano, originando
el fenomeno llamado «precesion de los equinoccioss.

que su trayectoria se produce en el plano de la ecliptica, con una rotacién
propia alrededor del eje N-S que se halla inclinado respecto a la normal a la
ecliptica unos 23,4°. Esta inclinaciéon produce una incidencia distinta de los
rayos solares en distintas fases de la 6rbita terrestre, siendo la responsable de
los equinoccios (primavera y otono) y los solsticios (verano e invierno). En
principio, parece que el eje de la tierra se mantiene constante en direccion,
por lo cual los equinoccios ocurrirfan siempre en la misma época del afno
sidéreo. Si la tierra fuera perfectamente esférica y homogénea, esto seria
asi, ya que la accién gravitatoria del sol y de la luna darfan un momento
neto nulo respecto del centro de masas de la Tierra, con lo cual no existiria
precesion de su eje. Sin embargo la tierra no es una esfera homogénea sino
que esta achatada, no siendo tampoco perfectamente uniforme, debido a
la fuerza centrifuga de la propia rotaciéon terrestre. Asi el momento neto

Fernandez Palacios, Mecanica tedrica de los sistemas de sdolidos rigidos, Ed. el autor, 1989;
J.L. Synge y B.A. Griffith, Principles of Mechanics, McGraw-Hill 1970; J.M. Bastero y
J. Casellas, Curso de Mecdnica, Ediciones Univ. de Navarra, 1987
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ejercido por la luna y el sol sobre la tierra produce una precesiéon del eje de
giro (N-S) de la tierra alrededor de la normal a la ecliptica, con un periodo
aproximado de 26.000 anos.

Esto quiere decir que, respecto a direcciones fijas en el firmamento, léase
estrellas del zodiaco o galaxias lejanas, la posicion de los equinoccios varia a
lo largo del tiempo; cada 2000 anos aproximadamente se produce un corri-
miento de un mes. Asi los signos del Zodiaco, asociados con la posicion de la
tierra alineada en la ecliptica bajo diversas constelaciones en el firmamento
celeste que dan su nombre a cada signo, no corresponden a fechas fijas en
el calendario de las estaciones. Asimismo, en cada época distintas estrellas
hacen el papel de estrella Polar (situada sobre el Norte, en la prolongacion
del eje N-S).

8.5. Dinamica del s6lido en sistemas no inerciales

Por tltimo incluiremos en este capitulo un apartado para estudiar de
forma general los términos complementarios que se necesita incluir en las
ecuaciones de la dindmica del sélido rigido cuando se plantean en sistemas
no inerciales.

Las ecuaciones de Euler, tanto en su expresion vectorial (7.61) como en
coordenadas (7.62) estan desarrolladas en un sistema inercial de referen-
cia'®. Supongamos que se quiere describir el movimiento en relacién a un
sistema no inercial general SQ = (Qz'y’z’), siendo @ un punto material
dado del solido (figura 8.16). Para establecer las ecuaciones de la dindmica
seré necesario considerar el efecto de las fuerzas de inercia correspondientes.

Sistema ligado a un punto del sé6lido y orientacién arbitraria.—
Se plantea en primer lugar el caso més general, en que se desea estable-
cer las ecuaciones del movimiento relativas a un sistema de referencia de
orientacion arbitraria SQ = (Qz'y'2’), que no coincida necesariamente con
el triedro del solido que gira con el mismo (Qxyz). Sea Q la velocidad de
rotacion del solido y w # € la del triedro (Qz'y’2’). Sea r el vector posicion
genérico medido desde O, r’ el vector posicion medido desde Q, y rg = 700
(figura 8.16). La relacion entre la aceleracion absoluta y la relativa al sistema

15Se recuerda que aunque las coordenadas se expresen en uno o otro triedro lo relevante
a estos efectos es que las derivadas se realicen desde el punto de vista de un observador
inercial
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Figura 8.16: Ejes inerciales
(Oxyz) y no inerciales (Qz'y'2")
para la descripcion del movimien-
to del sdlido B, siendo @ wun
punto material dado del sdélido y
(2'y'2") direcciones arbitrarias.

no inercial (SQ) es:

d / d2 !
F=igt @A twA(wAr) 2w () (S0 (8.51)
dt dt?
5Q SQ
aarr -~
Qcor arel

El movimiento del solido relativo a (S@Q) es una rotacion instantanea de
velocidad (€2 — w), por lo que:

(i{:) s =(Q-w)ATr (8.52)

(‘i’;)m - (i(ﬂ—w)>SQ/\r/+(Q—w)/\ (2 = w) Ar]

Para establecer la ecuacion dinamica del movimiento relativo a (SQ) es
preciso anadir al momento de las fuerzas exteriores en @), M, el momento
debido a las fuerzas (ficticias) de inercia originadas por @ay y Qceor:

My =Mg— / 7' A (@arr + Qeor)pdV (8.53)
B

El desarrollo de esta expresiéon requeriria sustituir las expresiones de @y

a partir de (8.51) y acor a partir de (8.51) y (8.52) y puede resultar algo

€ngorroso.

Sistema ligado a un punto del sélido, sin rotacién.- Es raro el caso
en que sea necesario un planteamiento tan general como el anterior. En la
practica es mas comun que lo que interese sea el estudio del movimiento del
sélido relativo a un punto ) del mismo, de movimiento conocido o impuesto,
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sin prescribir necesariamente una velocidad de rotaciéon w al triedro. En este
caso, tomaremos el triedro de referencia (Qx'y'z’) = (QXY Z) con origen
en @ y direcciones paralelas al inercial (cumpliendo un papel similar al del
“triedro fijo” para el planteamiento de las ecuaciones de Euler), y por otra
parte tomaremos el triedro “del cuerpo” (Qxyz) con direcciones materiales
fijas, es decir, que rote con el solido. Sera entonces w = 0, y (8.51) se

convierte en:
a2’
e (5.,

Por lo que el término adicional en (8.53) seré inicamente el debido al arras-
tre de la traslacion de Q:

—/(r'MQ)pdv_ _ vl A(Mio) (8.54)
B ~~~
=Toa

Resulta finalmente la ecuacién:

g (GHE
MQ —ra (M’I“Q) = a (8.55)
SQ

:IQ'Q+QA(IQ'Q)

Notese que en esta expresion se ha empleado el momento cinético H 5Q
con velocidades relativas al sistema (S@Q), para el que es valida la expre-
sion H gQ = I - Q. Sin embargo, si se empleasen velocidades “absolutas”,
resultaria

HQ:IQ-Q—i—M’I’Qg/\’UQ.

Por otra parte, al igual que en el desarrollo de las ecuaciones de Euler, se
ha derivado primero respecto al sistema de referencia (Qzyz), utilizando la
propiedad de constancia de I en relacion con este sistema de referencia.
El término adicional (8.54) se puede interpretar como el momento en @ de
(—M+#q) situado en G.

Sistema del Centro de Masas (SCM).- En el caso en que sea Q = G,
serd r; = rog = 0, por lo que las fuerzas de inercia no dan momento en G,
y la ecuacion (8.55) es idéntica a la de un punto fijo en un sistema inercial
(7.61):

d

.MG:£HC:LyQ+QAU@Q)
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Este resultado lo conociamos ya, habiéndolo visto al tratar del principio del
momento cinético.

Si consideramos el movimiento de un sélido en el campo gravitatorio
simplificado, sin otras fuerzas aplicadas ni ligaduras, seré entonces posible
descomponerlo en:

1. Movimiento del centro de masas GG, como si fuera una particula
ag = _gk7
que da lugar a una trayectoria parabdlica.

2. Movimiento relativo a G, con momento nulo (movimiento por inercia),
ya que el peso no produce momento respecto del centro de masas:

d )
gHe=1c 2+ (I 2)=0 (8.56)
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Resumen de algebra vectorial
y tensorial

Indice
A.1. Escalares, puntos y vectores . . ... ....... Al
A.2. Producto escalar y vectorial . . ... ... .. .. A.2
A.3. Basesycoordenadas. . . . . . ... 000 .. A.2
A.4. Tensoresdeordendos. . ... ........... A.3
A.5. Cambiodebase ... ................ A.6
A.6. Operaciones y clases especiales de tensores . . . A.7
A.7. Cambio de coordenadas de un tensor ... ... A.8
A.8. Coeficientes de permutaciéon . . . . ... ... .. A.8
A.9. Forma cuadratica asociada a un tensor ... .. A.9

A.10.Vector axial asociado a un tensor hemisimétrico A.9
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Se resumen aqui algunos conceptos y definiciones importantes de vec-
tores y tensores, con pretension de sencillez y brevedad. En aras de esta
sencillez, nos limitaremos al espacio Euclideo ordinario E3 y a coordenadas

cartesianas.

A.l.

En lo que sigue restringiremos nuestra atenciéon a los nimeros reales R
y el espacio geométrico ordinario E3, espacio afin de dimensién 3 y dotado

Escalares, puntos y vectores

de la métrica euclidea.

Al
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Los elementos o € R se denominan escalares y pueden considerarse
como tensores de orden cero.

Los elementos A € E3 se denominan puntos. El segmento orientado con
origen en un punto A y final en otro B se denomina vector:

v=AB =B - A. (A1)

El conjunto de los vectores, junto con las operaciones de suma de vectores

mediante la regla del paralelogramo y producto por un escalar tiene la es-

tructura de espacio vectorial, denominandose )V, espacio vectorial asociado
3

a [E°.

A.2. Producto escalar y vectorial

El médulo de un vector es la distancia entre los puntos origen y final
del mismo, |v|= \E |= dist(A, B). El producto escalar de dos vectores es
un escalar € R, cuyo valor se define geométricamente como

u - v = |ul|v|cosb, (A.2)

siendo 6 el angulo formado por w y v. Cuando el producto escalar de dos
vectores es nulo (u - v = 0) se dice que son normales o perpendiculares. El
producto escalar es conmutativo, es decir,

w-v=v-u VYu,ve. (A.3)

A.3. Bases y coordenadas

El espacio vectorial euclideo V tiene dimensién 3, es decir que se puede
establecer una base de 3 vectores linealmente independientes (e, ea, e3) que
permite expresar un vector cualquiera v € V como combinacién lineal,

3

v = Zviei. (A4)

=1

Los coeficientes (v, va, v3) se denominan coordenadas de v en la base (eq, e, e3).
Se puede escoger esta base de forma que sea ortonormal, es decir formada
por vectores unitarios y mutuamente perpendiculares, verificAndose

€€ = 51] (A5)
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(Donde los coeficientes d;; 6 deltas de Kronecker se definen por 6;; = 0 si
i#jyoy=1sii=]).

En lo que sigue, salvo indicacién expresa en contra, supondremos siempre
bases ortonormales’. Se denomina sistema de referencia cartesiano al con-
junto {O; e;} formado por un punto O € E? y una base {e;} para el espacio
vectorial asociado V. De esta forma, las coordenadas cartesianas de un punto
X € E3 se definen como las coordenadas del vector x = O—)(z = Z?:l T;€;.

En funcién de sus coordenadas en una base ortonormal, el producto
escalar de dos vectores puede expresarse como

3
uU-v= Zuivi = u;v;. (A.6)
i=1

En esta férmula y en lo que sigue, con objeto de simplificar la notacion,
siempre que en un monomio haya un indice repetido dos veces se entendera
que la expresion se suma sobre el rango del indice, salvo que se indique
expresamente lo contrario.

Mediante el producto escalar se puede asociar a un vector cualquiera
v € V una aplicacion lineal v” : V — R, de forma que le haga corresponder
su producto escalar por v:

Vox—v-xzelk (A.7)

Esta propiedad permite identificar los vectores como tensores de orden uno.

A.4. Tensores de orden dos

Se denomina tensor de orden dos sobre un espacio vectorial V a una
aplicacion lineal T': V — V), de forma que

Vov—=T-veV. (A.8)
La linealidad se traduce en las propiedades siguientes
1. T-(u+v)=T -u+T- v Vu,veV
2. T (au) =a(T - u) VaeRiueV

El conjunto de tensores de orden dos sobre V se denota por V2. Se define
el tensor nulo O € V? por O -v =0VYv € V, y el tensor identidad o unidad
1eV?porl-v=vVYve).

Ademas, en V? se definen las propiedades y operaciones siguientes.

!Esta restriccion da lugar a los denominados tensores cartesianos.
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1. Igualdad. Dos tensores S, T € V? son iguales si y solo si

S-v=T-v Yv e V. (A.9)

2. Suma. Dados S, T € V? la suma S + T € V? se define por

(S+T) v=S-v+T-v Vv eV (A.10)

3. Producto por un escalar. Dado § € V? y a € R se define el producto
aS € V? por
(aS) -v=a(S v) Vv eV (A.11)

4. Producto o composicion de tensores. Dados S, T € V? se define el
producto S - T € V? por

(S-T)- v=S8-(T- v) Yv eV (A.12)

Con estas definiciones, es facil comprobar que la suma de tensores es
conmutativa y asociativa, asi como el producto por un escalar. Asimismo, el
producto por un escalar y el producto de tensores son distributivos respecto
de la suma.

Se definen las componentes de un tensor S en una base cualquiera {e;}
como los coeficientes escalares

Sij=e€i-(S-e;)  (i,j=123). (A.13)

Por tanto, la expresién en componentes de la aplicacién de un tensor sobre
un vector es

v=S-u = vi:ei-v:ei-(S-ujej):SZ-]-uj. (A14)

Las componentes de un tensor se pueden escribir en forma de matriz,

S11 Sz Si3
[S] = | S91 S99 523 R (A.15)
S31 S32 Ss33

indicando el primer indice fila y el segundo columna de la matriz. Notese
que para diferenciar la matriz de componentes del tensor respecto del tensor
mismo se emplea la notacion [S] en lugar de S. La definicion de un tensor
es intrinseca, independiente de la base, mientras que sus componentes son
distintas segtn la base elegida.
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Analogamente, escribiremos las componentes de un vector v en una base
(e1, e2, e3) mediante una matriz columna {v} (el empleo de llaves indicara
la estructura de matriz columna). La traspuesta de ésta serd una matriz
fila, que denotaremos por ||v| = {v}T (el empleo de doble barra vertical
indicara la estructura de matriz fila):

{v}=<wp; v = {v}T = (v va wv3). (A.16)

U3

De esta forma, en una base dada, el producto de tensores se traduce en
el correspondiente producto de matrices,

Uu=S8S-T = Uij = Sikaj 54 [U] = [S] [T] (A.17)

Por otra parte, el desarrollo de un vector en funcién de los vectores de la
base puede expresarse mediante la matriz formada por estos ultimos,

U1
v =ve; = (61,62,63) Vg p = {ei}T{v}. (A.18)

U3

El producto tensorial (también llamado diadico) de dos vectores a y b
se define como un tensor de orden dos, de acuerdo a

(a®b)-v=a(b-v) Vv e V. (A.19)
La expresion en componentes es
u=(a®b)-v = u;=abjv;. (A.20)
Las componentes del tensor a ® b son
[a®blij=e;-((a®Db)-e;) =e;-(a(b-e;)) = a;bj, (A.21)
lo que en expresiéon matricial es
[a®b] = {a}{b}T. (A.22)

Mediante el producto tensorial de los vectores de la base, se puede es-
cribir el desarrollo de un tensor en funcién de sus componentes,

T = Tij €e; ¥ e;. (A.23)
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A.5. Cambio de base

Establezcamos un cambio de base, desde {e;} a una nueva base {e},
ambas ortonormales. El cambio se puede caracterizar mediante un tensor
A que transforma los vectores de la antigua base en los de la nueva:

e, =A-e;. (A.24)
Desarrollando las componentes de los nuevos vectores €] en la base e;,

e = (ej - e;)ej =(ej-(A-e;))e; = Aje,. (A.25)

)

Empleando la matriz de coordenadas [A] = [A;;] en la base {e;}, esta
relacion puede formularse matricialmente como

e} e
(ef e ey)=(er e e3)[A] < eh s =[A]T{erp. (A.26)
el es

Las componentes de [A] tienen el significado siguiente:

Ajj=e;-(A-ej) =e; €. (A.27)
Asimismo, puede obtenerse una expresion directa del tensor de cambio me-
diante:
3
A= Z e}, @ e. (A.28)
k=1

Veamos ahora la propiedad de ortogonalidad de la matriz de cambio.
Para ello, comenzamos por expresar los vectores de la base antigua (e;) en
la nueva base,

e; = (e - ej)e} = Aje;. (A.29)

Si sustituimos esta expresion en (A.25) resulta
6; = AjiAjkez (A30)

(habiendo sustituido el indice mudo ¢ de (A.29) por k). De esta forma se
deduce inmediatamente la condicién que deben cumplir las componentes del
tensor de cambio de base,



Aptdo. A.6. Operaciones y clases especiales de tensores A7

Esta propiedad, obtenida basdndose en la ortonormalidad de ambas bases,
caracteriza la matriz de cambio de base como matriz ortogonal:

(AT = (A7 (A.32)

Veamos ahora la transformaciéon de coordenadas de un vector, al cambiar
a la nueva base:

vone (A.33)
= v,e€; vinjeZ,
luego
vi = Ajjv; = {v} = [A]{v} (A.34)
v} =Ajjv; = {v} = (AT v} (A.35)

A.6. Operaciones y clases especiales de tensores

Dado un tensor S definimos su traspuesto, S*, como otro tensor que
verifica

(S-u)-v=u-(ST -v) Vu,v € V. (A.36)

Decimos que un tensor S es simétrico si ST = S, mientras que sera hemi-
simétrico si 8T = —8S.
Un tensor S admite inverso si existe otro tensor S~! tal que

S.8l=81.8=1. (A.37)
Decimos que un tensor Q es ortogonal si QT = Q™! es decir,
Q- Q"=Q"- Q=1 (A.38)

El tensor A que define un cambio entre bases ortonormales, teniendo en
cuenta (A.31), es un tensor ortogonal:

[AT[A]=1] = AT.-A=1. (A.39)

Un tensor ortogonal A se denomina rotacion si en el cambio de base asociado
a partir de un triedro a derechas (es decir, que verifica e3 = e; A e3) se
obtiene otro triedro a derechas. Més abajo (apartado A.11) veremos que
una condicién equivalente es que su determinante debe valer +1.
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A.7. Cambio de coordenadas de un tensor

Sea un cambio de base definido por las expresiones tensoriales e; = A-e;
(¢ =1,...3), o de forma equivalente, por las expresiones algebraicas e, =
Aj;ej. Un tensor T' define una aplicacion lineal en V),

v=T-u, (A.40)

que expresada en unas u otras coordenadas resulta en las siguientes expre-
siones matriciales:

{v} =[THu},  {o} = [T]{u}" (A.41)

Teniendo en cuenta las relaciones de cambio de coordenadas para los vec-
tores, (A.34, A.35):

{v} = [A]"{v} = [A]"[T){u} = [A]"[T][A}{u}"; (A.42)

por lo que
T = [A"[T][A] & T) = Tududy: (A.43)

A.8. Coeficientes de permutacion

Se definen a partir de los vectores de una base ortonormal (e, e, e3)
mediante la expresion general siguiente:

€ijk = (el- VAN ej) - €. (A.44)

Desarrollando la expresiéon, comprobamos que su valor es +1, —1 6 0 segiin
el caso:

(+1 si la permutacion (i,7,k) es par:

(1,2,3), (2,3,1) 6 (3,1,2);
€jk = § —1 sila permutacion (7, j, k) es impar: (A.45)
(1,3,2), (2,1,3) 6 (3,2,1);

0 si en (4,4, k) algan indice esta repetido.

\

Se comprueba facilmente la propiedad de hemisimetria para los coeficientes,

€jik = —€ijk;  €ikj = —Eijk- (A.46)
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A partir de (A.44) se deduce inmediatamente que e; A e; = €€, por lo
que el producto vectorial de dos vectores cualesquiera sera

U NV = €k UiVj€. (A47)
Anélogamente, el producto mixto de tres vectores vale
[a,b,c] = (aAD) - c=ejiabjcy. (A.48)

Los coeficientes hemisimétricos €;j;, corresponden a las coordenadas de un
tensor de orden tres, aunque no entraremos en més detalles sobre este as-
pecto.

A.9. Forma cuadratica asociada a un tensor

Un tensor de orden 2 cualquiera T" define una forma cuadratica asociada,
Y x V — R, de forma que

VxV3(u,v)—u- (T v)eR (A.49)

Esta forma cuadratica es bilineal, es decir, lineal en cada uno de sus dos
argumentos. Decimos que el tensor T es definido positivo si la forma cua-
dratica asociada lo es, es decir,

u-(T-u)>0 YueV, u#0. (A.50)
Anéalogamente, cabria definir los conceptos de tensor definido negativo, se-

midefinido negativo, semidefinido positivo e indefinido.

A.10. Vector axial asociado a un tensor hemisimé-
trico

La forma cuadrética asociada a un tensor hemisimétrico es igualmente
hemisimétrica:

si T=-T7, u- (T -v)=—-v- (T -u) Yu,ve). (A.51)

Particularizando esta propiedad para los vectores de la base (u = e;, v =
e;), deducimos que la matriz de coordenadas es también hemisimétrica:

Ty =-Tj  Vij=123 (A.52)
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Una propiedad importante de un tensor hemisimétrico es que existe siempre
un vector azial asociado, que lo hace equivalente a un producto vectorial:

WeVE W=-W' = 3ZweV, W.x=wAz Vzec)V. (A53)

Desarrollando las componentes de esta expresion,

Wkixiek = €jjkW;T €, (A54)
e igualando éstas,
€ijkW;Lj = Wkil‘j, (A.55)
—
=€jikWjTi
por lo que
Wij = wiekji. (A.56)
Asimismo, se puede invertir esta relacién para obtener
1
w; = ieﬂijk. (A.57)

El tensor hemisimétrico asociado a un vector w lo denominaremos también
w, 6 wA. La equivalencia es por tanto

W =wA=w (A.58)
0
w1 0 —ws w9
{w} =<K wyp, [W]=[w]=|[ ws 0 —wi]. (A.59)
ws — w2 w1 0

A.11. Traza y determinante

La traza es una operaciéon tensorial lineal que asocia a un tensor de orden
dos un escalar. Aplicada al producto tensorial de dos vectores, cumple

trla®@b)=a-b Va,be). (A.60)
Por tanto, para los vectores de la base —ortonormal—,
tr(e; ® e;) = dy5, (A.61)
y aplicando esta expresion en el desarrollo de un tensor T,

tr T = tI"(T‘ij €; ® ej) = T’ijéij = T'u == T11 + T22 + T33. (A62)
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Conviene recalcar que, al tratarse de una operacién tensorial intrinseca, el
resultado es independiente del sistema de coordenadas en el que se calcule.
Por este motivo se dice que la traza es un invartante del tensor.

El determinante de un tensor es un escalar cuyo valor coincide con el
determinante de la matriz de componentes asociada en una base dada.

det T' = det[T. (A.63)
En funcién de los coeficientes de permutacién puede expresarse como
detT = eijkﬂl,fj2T3k = Eijk-TliTQkag. (A64)

Se trata igualmente de una operacion tensorial intrinseca, por lo que el
resultado es el mismo independientemente de la base empleada para calcular
las coordenadas. Es por tanto otro invariante del tensor.

El determinante tiene las propiedades siguientes.

1. Un tensor cuyo determinante es no nulo posee siempre inverso:

detT#0 = 3T7'|T-T7!'=1. (A.65)

2. El determinante de un producto de tensores es el producto de los
determinantes,

det(A - B) = det(A) det(B) (A.66)

3. El determinante del tensor identidad vale 1, y el del inverso de un
tensor es el inverso del determinante,
1

detl = 1, det 11_1 = m (A67)

4. El determinante del traspuesto de un tensor es igual al determinante
del tensor original,

det (T") = det (T) (A.68)
5. El determinante de un tensor ortogonal vale £1,

1=det(1) = det (RTR) = (det R)> = detR=+1. (A.69)

Se dice que un tensor ortogonal corresponde a una rotacidn propia (ver
apartado A.6) cuando su determinante vale +1. En este caso puede com-
probarse que un triedro a derechas es transformado siempre en otro triedro
a derechas.
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Expresiones de velocidad y
aceleracion en distintas
coordenadas
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La aplicacion de las ecuaciones de la dindmica requiere expresar las
componentes de la velocidad y aceleracién segiin un determinado sistema
de coordenadas. Las coordenadas cartesianas ortonormales es la eleccion
obvia y méas simple pero no siempre son las mas adecuadas; esto dependera
de la geometria del problema concreto. En ocasiones es ventajoso emplear
otras coordenadas, como las coordenadas cilindricas (o polares en el caso
plano), esféricas, o el triedro intrinseco a la propia trayectoria.

En cada uno de estos casos, el aspecto que nos ocupa es obtener las
componentes de los vectores velocidad y aceleracién:

dr d?r

B.1. Coordenadas cartesianas.

El triedro Oxyz esta asociado a los versores (¢, j, k) segin cada direccion
coordenada (figura B.1). Puesto que los versores del triedro son constantes,

B.1
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para obtener la velocidad y aceleraciéon basta derivar directamente las coor-
denadas:

r=xt+yj+zk
r=2t+yj+ zk
T=21+yj+ 2k

Figura B.1: Coordenadas carte-

AL stanas

B.2. Coordenadas cilindricas y polares.

En este caso, las coordenadas que definen la posicion son (p, 6, z), siendo
p la distancia desde un punto fijo O, 6 el dngulo que forma la proyecciéon
del radio vector sobre un plano fijo con una direccién dada del mismo, y z
la altura del punto sobre dicho plano (figura B.2).

Figura B.2: Coordenadas cilin-
dricas
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El triedro de vectores unitarios asociado (o base fisica) es (u,,ug, k).
El versor u, queda definido como un vector unitario en la direccion de la
proyeccion de r sobre el plano; k es el versor perpendicular al mismo, y ug es
perpendicular a los dos anteriores. En este triedro tanto u, como uy varian
de punto a punto, constituyendo un sistema de coordenadas curvilineas.
La posicién de un punto queda definida mediante

r = pu, + zk (B.2)

expresion que engloba también a las coordenadas polares para el movimiento
plano, sin mas que hacer z = 0.

Es inmediato establecer las relaciones con las coordenadas cartesianas,
tomando el plano de referencia Oxy de forma que se comparte la coordenada
z:

x = pcosf

y = psenf
Mientras que entre los versores de ambos triedros la relacién es

u, = cos 01 + sen 03

uyg = —sen 0t + cos 0]
Derivando estas expresiones respecto del tiempo se obtiene

u, = —0sen i + 0 cos 05

= fuy
Uy = —6 cos 0% — 9sen9j
— bu,
k=0

Empleando estas igualdades y derivando el vector posicion (B.2) se ob-
tiene la velocidad, ‘
T = pu, + pug + Zk;
repitiendo la operacién, se obtiene la aceleracion:
. . . a/p - ﬁ - p9.2
P = (p— p0*)u, + (200 + pd)ug + k. < ag = 2p0 + pb (B.3)

a, =%
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B.3. Coordenadas esféricas.

La posiciéon de un punto queda ahora referida a las dos coordenadas
angulares en una esfera de radio r: la longitud ¢ y la latitud 0 (figura B.3).

Figura B.3: Coordenadas esfé-
r1Ccas

El triedro fisico es ahora (u, ug, u,). La linea coordenada de longitud ¢
constante define el meridiano, al cual es tangente el versor ug. Asimismo la
linea de latitud 6 constante define un paralelo, al cual es tangente el versor
u,,. Por ltimo, el versor u, lleva la direccién y sentido del radio vector r.

Proyectando sobre las direcciones del triedro cartesiano se obtienen las
relaciones con los versores del mismo:

U, = cosfcospt+cosfsenyj+senfk
ug = —senfcospt —senflsenpj+cosbk

Uy = Uy N U = —SEN P+ COSPYJ

En este caso los tres versores son variables, funcién del punto. Para obte-
ner sus derivadas temporales, expresaremos primero sus derivadas parciales
respecto de las coordenadas:

Our _ 0: Our _ wy: Our _ cosfu

o~ 90 " oy ’
%_0. %——u' %——senﬁu

ar 08 "7 By 7

aa'u:o = 0; aaué‘p:(]; aa’l:;:senﬂug—coseur



Aptdo. B.4. Triedro intrinseco B.5

Empleando estas relaciones, se obtiene

B Y R

= 9u9+gbcos<9u¢

ou,
¢

uyg = —psentu, — 0u,

u, = psentug — @ costu,

Por ultimo, utilizamos estas expresiones en las derivadas temporales de 7,
para obtener:

= ru, + réu@ + r¢ cos Bu,
P = (i — r¢? cos? 0 — r0?)u, + (270 + rp? sen 0 cos 0 + rf)ug
+ (27 cos O — 2rfp sen 0 + 1 cos 0)u,

B.4. Triedro intrinseco

La propia curva definida por la trayectoria dinamica, r(t), permite de-
finir un triedro denominado «intrinsecos, que a menudo resulta de gran
utilidad para describir el movimiento. Se resumen aqui algunas definiciones
y propiedades fundamentales de dicho triedro. Para un mayor detalle puede
consultarse algtin texto de geometria diferencial'.

Vectores y planos del triedro.— Los versores que constituyen el trie-
dro intrinseco estan definidos por la trayectoria misma. Esta puede consi-
derarse parametrizada bien por el tiempo (r(t), con derivada 7 = dr/dt),
bien por la longitud del arco de curva s, sabiendo que ds = v/dr - dr. El
sentido positivo del arco coincide con el avance real sobre la curva a lo largo
del tiempo.

— tangente t A g /ds, vector unitario con igual direccion y sentido que
la velocidad 7.

— normal principal n, vector unitario normal a la curva (dr - n = 0),
y perteneciente al plano osculador (plano definido por dos tangentes
sucesivas a la curva, t y t + dt). Su direccion y sentido lo tomaremos
por tanto segin dt, es decir, hacia el lado concavo de la misma.

'D.J. Struik: Geometria Diferencial Cldsica, Aguilar 1973; J.A. Fernandez Palacios:
Mecdnica Tedrica de los Sistemas de Solidos Rigidos, (Anejo 1A), 1989.



Apéndice B. EXPRESIONES DE VELOCIDAD Y ACELERACION EN
B.6 DISTINTAS COORDENADAS

Figura B.4: Vectores del triedro intrinseco

— binormal b < ¢ A n, perpendicular por tanto a la curva (dr - b = 0),
y también a la normal principal (n-b=0).

Los versores m y b definen el plano normal, cualquier recta contenida en
este plano es normal a la curva. Por otra parte, el plano osculador queda
definido por (¢,m), siendo la binormal perpendicular al mismo.

Foérmulas de Frenet.— Al ser un versor de modulo unidad, la derivada
del vector tangente es normal al mismo:

d dt
t-t)=2t-— =0. B.4
Ly =2 =0 (B.4)

Por la definicién hecha de n, la derivada dt/ds lleva la direccion de n, y el
modulo se denomina curvatura:

g
ds

def

Se puede interpretar de forma intuitiva razonando que cuanto més se «do-
ble» la curva (por unidad de arco), mayor es su curvatura . Dada la defini-
cién realizada de mn, por la que su sentido es siempre hacia el lado céncavo,
dicha curvatura resulta siempre positiva. Asimismo, se define el radio de

. def .
curvatura como su inversa: R = 1/k. Asi,

dt 1 )
L= fn= g (1.2 formula de Frenet). (B.5)

Veamos ahora la variacion de la binormal b. Si la curva es plana, el plano
osculador es fijo y db/ds = 0. En un caso general, esta derivada constituye
una medida del alabeo de la curva que denominaremos torsidn. En cuanto
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a la direccién de esta derivada, razonamos en primer lugar, por los mismos
argumentos esgrimidos en (B.4), que es normal al propio b. Por otra parte,

d db dt db

b-t ‘t+b-— = ‘t+b =0.
ds( ) = ds + ds  ds +¥

=0 -0

Deducimos pues que db/ds = 0 es normal a by a t, es decir, lleva la direccion
de m, mientras que su moédulo lo llamaremos torsién 7. Estableciendo de
forma convencional el signo negativo en esta relaciéon, puede escribirse

db

1
= TRE g0 (2.2 formula de Frenet). (B.6)

(El radio de torsion resulta, andlogamente al de curvatura, T dfy /T.)
Por tltimo, derivando la normal principal,

d d

P —(bAt)=(—Tn)At+bA (kn),
es decir:

dn )

T -7 b— -kt (3.2 formula de Frenet). (B.7)
Expresiones de la velocidad y aceleracion.— Empleando las formu-

las de Frenet es inmediato deducir las siguientes expresiones para velocidad
y aceleracion:

_ds
—t =
Cdt

relacion que expresa simplemente que la velocidad es tangente a la trayec-
toria. Derivando de nuevo,

Pt ttds gy v
=0 ’Ud dt =V R’I’L

Se identifican en esta expresion claramente dos términos de la aceleracion:

vt aceleraciéon tangencial

v2

—mn  aceleracion normal (centripeta)

R
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