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Un sélido pesado esté formado por una varilla AB
de masa m y longitud 3R, soldada perpendicularmente Z
por su punto medio a un disco de masa m y radio R.
Este sélido se mueve de manera que los extremos A y
B de la varilla deslizan sin rozamiento por los ejes OX m.3R
y OZ, respectivamente, de un sistema de referencia 7
fijo OXY Z. Asimismo, el disco puede girar libremente
alrededor de la varilla.

Se pide:

m, R

1. En funcién de los grados de libertad y sus de-
rivadas, obtener las expresiones de la cantidad
de movimiento, del momento cinético respecto
del centro de masas y de la energia mecanica del
solido.

En funcion de los grados de libertad y sus derivadas, y de las reacciones:
2. Ecuaciones de balance de la cantidad de movimiento.
3. Ecuaciones de balance del momento cinético.

4. Discutir la existencia de integrales primeras y expresar las mismas, en caso de que existan,
suponiendo que en el instante inicial el sélido gira alrededor de la varilla con velocidad
angular wy, y que ésta se encuentra en posicion horizontal.

1. La velocidad del centro de masas del sélido, expresada
en los ejes fijos, se obtiene derivando el vector de posicion Z
correspondiente:

re = ;R(Sen 0I+cosK) = wvg= ;Ré(cos I —senK)
(1)

Por tanto, el vector cantidad de movimiento del sélido es:

¢ = 2mvg = 3mR9(cos 0I — senK) (2)

El momento cinético en G lo expresamos en el triedro inter- 0 Tav
medio de la figura, en el que el eje 5 es horizontal a lo largo Ry



del movimiento y k coincide con la varilla. El tensor de inercia en GG, expresado en dichos ejes,
vale:

mR? 0 0

IG = 0 mR2 0 (3)
0 0 imR?
y la velocidad angular: .
Q=—-07 + ¢k (4)

En consecuencia, la expresién del momento cinético en G es:
2/ . 1 2 .

Finalmente, la energia mecanica del sélido se expresa como:

1 1 3 11 : 1
E = §2m'vé + 59 I+ 2mg§R cosf = ZmR292 + ZmRQQbQ + 3mgR cos 6 (6)

2. Las reacciones en los extremos de la varilla las denominamos:

Ry =RavJ + Raz K (7)
Rp = RpxI + RpyJ (8)

A partir del teorema de la cantidad de movimiento (> F = Ma¢), derivando ¢ en , resultan
las ecuaciones:

Rpx = 3mR(f cosf — 6?sen b)) (9)

Ray + Rpy =0 (10)

Raz —2mg = —3mR(fsen 6 + 6% cos ) (11)

3. Teniendo en cuenta que, de acuerdo con (10) Rpy = —Ray, el momento en G de las

reacciones expresado en los ejes moviles, es:

3
My =3RRayt + §R(—RAZ send + Rpyx cos (9)] (12)
Para derivar la expresion ha de tenerse en cuenta que Hg estd expresado en unos ejes
moviles que rotan con velocidad angular w,. = —07:
dHG dHG 1 24 . - 25 . 1 9 ..
= vet N Hg = ——mR“0p1 — mR*“0 —-mR*¢k 13
dt (dt )rel+wf ¢ = Tpmiroet mmiey T aminy (13)

Identificando las componentes de y (13), resulta:

1 .
RAY = —amRQSO (14)
9 .
—Razsenf + Rpx cosf = —ngQ (15)

0=¢ (16)



4. Dado que el peso es la tunica fuerza activa aplicada, y los enlaces son lisos, se conserva la
energia mecanica. Sustituyendo en (@ las condiciones iniciales dadas en el enunciado, se obtiene
el valor de la constante E, resultando:

1162 + o2 + 12}% cos ) = w? (17)
Por otra parte, de la ecuacion resulta:
P = Wo (18)

que se interpreta como la conservacion de la proyeccion del momento cinético sobre el eje de
revolucién, k, del sélido.



