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0. Introduccién: Principios de
la mecéanica

0.1. La mecanica como teoria cientifica

DEFINICION: La mecdnica es una teoria cientifica que estudia el movimiento
de los cuerpos y sus causas, o bien el equilibrio, es decir, la falta de movimiento.

Se trata de una teoria cientifica porque pretende interpretar fenémenos fi-
sicos que se observan experimentalmente. Para ello la mecanica parte de unos
postulados o principios fundamentales, sobre los que se basa una teoria a tra-
vés de modelos matematicos, dando asi una interpretacién coherente a las
observaciones experimentales. En la actualidad existen diversas teorias de la
mecénica, y a lo largo del tiempo han existido muchas més que han quedado
obsoletas bien por no ser précticas en su aplicacién, o bien por no adecuarse
sus predicciones a la realidad fisica observada.

Para juzgar las teorias cientificas, y en concreto la mecéanica, no tiene sen-
tido emplear criterios de «veracidad absoluta.» A pesar de que la mecénica
tenga un elevado contenido de modelos matemaéticos, habiendo sido a lo largo
de la historia una de las motivaciones principales para el desarrollo de las ma-
tematicas, no es la elegancia ni el rigor formal de estos modelos matematicos
un criterio adecuado para valorar una teoria de la mecanica. Cada teoria (y
sus principios subyacentes) es tan buena como la interpretacion que realiza de
las observaciones experimentales de la realidad fisica. Si las predicciones ted-
ricas se corresponden adecuadamente con las observaciones experimentales, la
teoria serd adecuada, independientemente de su «eleganciay matematica. Por
el contrario, si los resultados no se corresponden con las observaciones, llega-
remos a la conclusiéon de que se precisa otra teoria distinta para el fenémeno
en cuestion.

Asi, las tres teorias principales de la mecéanica existentes en la actualidad
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son:

La Mecanica Clasica, cuyo desarrollo moderno se considera generalmente
iniciado por Newton (1687: «Philosophiae Naturalis Principia Mathe-
maticay) y continuado hasta nuestros dias por diversos matemaéticos y
cientificos: Juan, Daniel y Jacobo Bernouilli, L. FEuler, J. D’Alembert,
J.L. Lagrange, W. Hamilton, etc. Los modelos newtonianos fueron los
primeros que lograron explicar satisfactoriamente al mismo tiempo el
movimiento de los cuerpos celestes (observaciones de J. Kepler y otros
sobre el movimiento de los planetas) y el de los cuerpos a escala humana
(observaciones de G. Galilei sobre la caida de los cuerpos). Es impor-
tante tener en cuenta sin embargo las importantes contribuciones de L.
Euler posteriores a Newton, incluyendo los principios y ecuaciones que
permiten interpretar la dinamica de la rotacion de los solidos (apartado
1.3.2), y que no estan incluidos en la obra de Newton. Por este motivo
los denominaremos «principios de Newton-Fulers.

La Mecanica Relativista, que suple la inexactitud de la mecanica clésica
para velocidades proximas a la de la luz (teoria de la relatividad restrin-
gida) o para campos gravitatorios muy intensos (teoria de la relatividad
generalizada). Ha sido propuesta por Albert Einstein en el siglo XX, e
involucra una complejidad matemaética notablemente mayor.

La Mecanica Cuantica, que surge de las observaciones de las particulas ele-
mentales, en las que intervienen acciones —productos de energia por
tiempo— tan pequenas que son comparables a la constante de Planck
(Et ~ h). En estos casos se aplica el principio de indeterminaciéon de
Heisenberg, que establece la imposibilidad de medir de manera precisa
la posicién y velocidad de la particula al mismo tiempo, valores que co-
nocemos tan sélo de manera probabilista. También ha sido propuesta en
el siglo XX (Congreso de Solvay de Bruselas en 1927), por un grupo de
cientificos entre los que destacan L. de Broglie, E. Schrédinger y P. Dirac.

A pesar de las nuevas teorias de la mecanica surgidas recientemente, se
puede afirmar que la mecdnica cldsica constituye una teoria coherente, capaz
de proporcionar interpretaciones suficientemente precisas para la mayoria de
los fen6menos que observamos.

La teoria de la relatividad es de un orden mas general que la mecénica cla-
sica. Cuando la velocidad es pequefia en relacién con la de la luz y los campos
gravitatorios no son muy intensos, sus predicciones corresponden con las de la
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mecéanica clasica. Sin embargo, es capaz interpretar correctamente otros feno-
menos que la mecénica clasica no explica de manera adecuada'. Seria posible
por tanto estudiar el movimiento de los objetos cotidianos como un automévil
o un balén, por ejemplo, mediante la teoria de la relatividad. Sin embargo, los
modelos y los desarrollos matematicos resultarian de una complejidad extra-
ordinaria, por lo que este método es practicamente inviable.

La mecéanica clésica, a pesar de lo que su nombre parece indicar, no consti-
tuye una teoria muerta ni agotada en su desarrollo. En nuestros dias se contintia
investigando, especialmente en campos como la mecanica de medios continuos,
o en los métodos cualitativos para el estudio de sistemas dindmicos complejos
(estabilidad de sistemas dindmicos no lineales y movimientos de tipo cadtico).

La Mecdnica de Medios Continuos es un subconjunto especializado de la
mecéanica clasica. En ella se estudia el movimiento y la deformacién de los me-
dios continuos (es decir, aquéllos que no se pueden representar mediante idea-
lizaciones discretas con un ntmero finito de grados de libertad, como el punto
material o el solido rigido). Los modelos mas simples de la mecénica de medios
continuos son la teoria de la elasticidad lineal y la de los fluidos newtonianos,
permitiendo estudiar respectivamente la deformacion de los sélidos elasticos
y las estructuras en régimen lineal y el flujo de los fluidos. Recientemente, se
han propuesto modelos mas generales para comportamientos no lineales, asi
como métodos y algoritmos muy potentes para su resolucién numérica median-
te el ordenador (método de los elementos finitos). Es necesario también una
investigacion experimental constante para conocer las propiedades mecanicas
de los nuevos materiales (o incluso de los tradicionales, ya que algunos como
el hormigon o los suelos son todavia insuficientemente conocidos).

La Dindmica de sistemas no lineales complejos permite estudiar el compor-
tamiento de sistemas que no pueden ser caracterizados de manera determinista.
La aparente falta absoluta de orden en su respuesta es debida a menudo a una
sensibilidad extrema a la variaciéon de las condiciones iniciales u otros para-
metros del sistema, lo que conduce a la denominacién de «sistemas cadticosy.
Estos sistemas precisan ser analizados mediante métodos cualitativos, propues-
tos a final del siglo XIX por H. Poincaré y Liapounov, en lugar de los métodos
cuantitativos y deterministas habituales. También en este caso el ordenador es
una herramienta de gran utilidad.

1Un ejemplo lo constituye el corrimiento del perihelio (punto de la 6rbita mas cercano al
Sol) observado para algunos planetas, especialmente el de Mercurio, el planeta mas cercano
al Sol y cuya Orbita es la més excéntrica (salvo la de Pluton). En efecto, se observa un avance
de su perihelio de unos 574 segundos de arco por siglo, y considerando el efecto gravitacional
de los restantes planetas, la dindmica clésica sblo predice unos 531 segundos por siglo. Los
restantes 43 segundos son obtenidos de manera muy precisa por la teoria de la relatividad,
lo que constituye una contundente confirmacion de la misma.
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Este curso estda basado en la Mecdnica Cldsica, desarrollada a partir de
los principios y teoremas newtonianos. Esta se aplicarda fundamentalmente a
sistemas discretos formados por particulas o masas puntuales, solidos rigidos,
resortes, etc., aunque se hard alguna incursién en medios deformables, como
por ejemplo los cables. La mecénica de medios continuos se tratara en otras
asignaturas de cursos posteriores, como la resistencia de materiales, elasticidad
y plasticidad, la geotecnia, el calculo de estructuras, la hidraulica, etc. Sin
embargo los conceptos basicos para todas estas asignaturas son los mismos
que se estudian en este curso de mecénica.

Como se ha dicho, en la mecanica juegan un papel importante las matemé-
ticas, ya que se basa en modelos mateméticos que interpreten las observacio-
nes experimentales. El aparato mateméatico en algunos casos puede resultar de
cierta complejidad. Es importante no perder de vista, sin embargo, el sentido
fisico de los conceptos: Las matematicas no son un fin en si, sino un medio
para interpretar conceptos y fenémenos fisicos. Aunque los modelos matema-
ticos empleados aqui puedan ser méas generales (y méas complejos por tanto)
que los estudiados en cursos anteriores, no conviene que oscurezcan nunca la
interpretacion fisica intuitiva de los conceptos.

Uno de los postulados esenciales de la mecanica es la causalidad determinis-
ta, lo que ha permitido superar interpretaciones mégicas o religiosas existentes
antano para algunos fenémenos, como el movimiento de los astros y otros fené-
menos del firmamento celeste. Atin en nuestros dias existen personas que creen
en dicho tipo de interpretaciones (por ejemplo los astrologos y sus seguidores),
fruto por lo general de la ignorancia o del miedo a la verdad cientifica. Sin
embargo, conviene admitir que, en ciertas situaciones, el postulado de la cau-
salidad determinista en sentido estricto es cuestionable, siendo necesario acudir
a métodos probabilistas para describir los fenémenos (como en la mecénica es-
tadistica, basada en la causalidad probabilista) o a métodos cualitativos de
andlisis (por ejemplo en los sistemas caodticos, en los que no es posible predecir
el movimiento como ecuaciones horarias, ya que cualquier pequena perturba-
cion inicial lo modifica). En cualquier caso, es conveniente evitar un exceso de
celo en la aplicacion de los modelos deterministas de la mecanica, ya que no de-
bemos olvidar que nuestra percepcion de la «realidad fisica» es necesariamente
subjetiva.

Por otra parte, se postula también la capacidad de definir un conjunto de
causas suficientemente reducido para explicar los fenémenos. Las causas muy
alejadas en el espacio o en el tiempo no tienen efecto sobre las observaciones de
fendémenos presentes. Esto también es cuestionable para interpretaciones muy
generales: No es posible prescindir de la estructura del cosmos en el instante
posterior a la primera gran explosion (big-bang) para explicar la existencia de
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las galaxias, estrellas y planetas actuales; asimismo parece que algunos feno-
menos cosmologicos no se pueden interpretar sin recurrir a la materia oscura
existente en el universo, de naturaleza atn desconocida (agujeros negros, neu-
trinos,. . . ).

0.2. Sistemas de referencia; espacio y tiempo
Los fenémenos mecéanicos se describen mediante «sistemas de referencia’,»
basados en los conceptos de espacio y tiempo. Por su importancia conviene
enunciar los postulados que asume la mecanica clasica para estos conceptos.
El espacio, y por tanto su métrica, tiene las propiedades siguientes.

1. Independencia de los objetos: La métrica y demés propiedades del espacio
no se ve afectada por los objetos en él inmersos, ni siquiera por los muy
masivos.

2. Constancia: Las propiedades del espacio son invariantes y no se modifican
a lo largo del tiempo

3. Homogeneidad: las propiedades del espacio son iguales en todos los pun-
tos, no existiendo puntos privilegiados.

4. Isotropia: las propiedades del espacio son iguales en todas las direcciones,
no existiendo tampoco direcciones privilegiadas.

El espacio se caracteriza por una métrica Euclidea®, lo que lo convierte en
un espacio puntual Euclideo en 3 dimensiones, asimilable a R3.
El tiempo se caracteriza a su vez por las siguientes propiedades.

1. Homogeneidad: las propiedades del tiempo son iguales a lo largo del mis-
mo y no existen instantes privilegiados.

2. Fluye constantemente en un sentido, por lo que no se puede retroceder
ni volver al pasado. Asimismo, los fenémenos futuros no pueden condi-
cionar los presentes. No se cumple por tanto la isotropia para el tiempo,
existiendo un dnico sentido en el que puede discurrir.

»  2No se debe confundir el término sistema mecdnico (conjunto de particulas o cuerpos
cuyo movimiento se desea estudiar) con sistema de referencia (triedro de ejes, coordenadas
o parametros que sirven para describir dicho movimiento).

3La distancia entre dos puntos definidos por sus coordenadas cartesianas rectangulares
(z1,y1,21) y (x2,y2, 22) viene dada por d = \/(332 —21)2 4 (y2 —y1)? + (22 — 21)?
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3. Simultaneidad absoluta: Los fenomenos considerados simultdneos para
dos observadores en sendos sistemas de referencia, lo son asimismo para
cualquier otro observador ligado a cualquier otro sistema de referencia.

En mecénica clasica, el tiempo se considera una variable de naturaleza
distinta de las variables espaciales, y la métrica euclidea no esta influenciada
por él.

Algunos de estos postulados bésicos no son aceptados por la mecanica re-
lativista. La teoria de la relatividad restringida establece una referencia en
cuatro dimensiones espacio-tiempo. La teoria de la relatividad general esta-
blece un espacio curvado, con métrica Riemanniana no Euclidea, debido a la
presencia de masas que condicionan dicha métrica. De esta forma el espacio no
seria independiente de los objetos en él inmersos.

0.3. Principio de la relatividad de Galileo

Este principio fue formulado por Galileo como parte de su argumentacion
a favor del modelo copernicano del giro de la tierra alrededor de su eje, en su
obra Didlogo sobre los dos mdximos sistemas del mundo®. En sintesis, se puede
enunciar de la siguiente forma:

‘Dos sistemas de referencia en movimiento relativo de traslacién
rectilinea uniforme son equivalentes desde el punto de vista mecé-
nico; es decir, los experimentos mecanicos se desarrollan de igual
manera en ambos, y las leyes de la mecéanica son las mismas.’

En esta obra Galileo propone el conocido ejemplo de una nave moviéndose
con velocidad uniforme, en el cual las piedras y las balas de canén caen segiin
las mismas leyes de la gravedad. Estas observaciones en un camarote cerrado no
permiten definir si el barco se mueve o esta varado. En ambos casos si la caida
parte del reposo (relativo) y despreciando la resistencia del aire se produce un
movimiento vertical uniformemente acelerado.

4@alileo Galilei, Dialogo sopra i due massimi sistemi del mondo, tolemaico e copernicano,
1632; las propuestas anteriores de Aristoteles y Ptolomeo mantenian que la tierra estaba
quieta y era la esfera celeste la que realizaba una revoluciéon completa cada veinticuatro
horas. La publicacién de este libro le vali6 a Galileo en 1633 la condena por el tribunal de la
inquisicién a reclusién perpetua para el resto de su vida.

5En el apartado 1.4.5 se ofrece una generalizacién de esta transformacién y se discute la
relacion de las simetrias que expresa (invariancias cuando se produce la transformacioén) con
las constantes del movimiento y los principios de conservacion.
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Transformacién de Galileo’.— Sea un sistema movil (O'z'y'z’), que se

traslada respecto a otro fijo (Oxyz) con velocidad v, manteniéndose paralelos
los ejes de ambos. Puesto que podemos elegir las direcciones del triedro de refe-

Y

O 04

(Ozyz) (O'zy'2)

Figura 1: Sistemas de referencia en movimiento relativo rectilineo y uniforme,
con velocidad v en la direccion de Ox

rencia, elegimos la direcciéon Oz segin la direccién de la velocidad de traslacion
(recordemos que el espacio es es isétropo, por lo que es licito elegir una orien-
tacion arbitraria para los ejes, sin pérdida de generalidad). Consideraremos
también que Inicialmente (para t = 0) O y O’ coinciden.

Sean (z,y, 2) las coordenadas de un punto en el sistema fijo, (2/,7/,2’) en
el movil y v el médulo de la velocidad. Las ecuaciones de transformaciéon para

las coordenadas son:
xr =x—vt

’_
y =y (1)
2=z
Derivando sucesivamente®, obtenemos las velocidades v aceleraciones en
b

ambos sistemas:
. .

' =x—wv I =1
c/_- ..,_..
Yy =y Y=y
¥ =32 =2

Se observa por tanto que las derivadas segundas (aceleraciones) coinciden.
Esto nos permite intuir —admitiendo como postulado el principio de la relati-

5En lo sucesivo se empleara la notacién de uno o dos puntos superpuestos para indicar

derivadas (totales) respecto al tiempo: & Lof dz/dt, & ef d?z/dt®>. También emplearemos la

notaciéon mediante negritas para identificar vectores o tensores: a = {a;}, I = [In].
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vidad galileana— que las leyes de la dindmica estan basadas en las derivadas
segundas respecto al tiempo, Gnica forma de que las leyes sean invariantes cum-
pliéndose dicho principio. En efecto, segiin sabemos, el estado de un sistema
formado por un particula en movimiento segiin una direccién fija se caracteri-
za en un instante dado por su posicion y su velocidad (z, ). La evolucion del
movimiento viene gobernada por la ecuacion dindmica (F' = mz).

0.4. Las leyes de Newton

Formuladas por Isaac Newton en su obra «Philosophiae Naturalis Princi-
pia Matematicay (1687), constituyen el primer intento de formular una base
axioméatica para una teoria cientifica de la mecanica. Debe aclararse que no
fueron formuladas por Newton de forma precisa como se suelen recoger hoy
en dia en los libros de texto. También debe advertirse que en sentido riguroso
no recogen de forma completa toda la axiomatica necesaria para la mecanica
clasica, siendo necesario incorporar aportaciones adicionales de Euler, Cauchy
y otros. A pesar de esto, la publicacion de los «principiay constituye un hito
monumental de enorme valor, sobre el que se cimienta la mecéanica clésica.

Para aclarar el modelo axiomatico de Newton citaremos aqui textualmente
de los «Principia»”. Newton parte en primer lugar de cuatro definiciones:

‘DEFINICION PRIMERA. La cantidad de materia es la medida
de la misma originada de su densidad y volumen conjuntamente.’

‘DEFINICION II. La cantidad de movimiento es la medida del
mismo obtenida de la velocidad y de la cantidad de materia con-
juntamente.’

‘DEFINICION 1III. La fuerza insita de la materia es una ca-
pacidad de resistir por la que cualquier cuerpo, por cuanto de él
depende, perservera en su estado de reposo o movimiento uniforme
y rectilineo.’

‘DEFINICION 1V. La fuerza impresa es la accién ejercida sobre
un cuerpo para cambiar su estado de reposo o movimiento uniforme
y rectilineo.’

La definicién primera (cantidad de materia de un cuerpo) equivale a lo
que conocemos por masa. La tercera caracteriza las denominadas fuerzas de
inercia, mientras que la cuarta se refiere a las fuerzas propiamente dichas.

"Las citas han sido extraidas de Isaac Newton, Principios Matemdticos de la Filosofia
Natural (2 tomos), traduccion espanola de Eloy Rada, Alianza Editorial, 1987.
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Realizadas estas definiciones, Newton enuncia sus conocidas tres leyes o
principios fundamentales:

‘LEY PRIMERA. Todo cuerpo persevera en su estado de reposo o
movimiento rectilineo y uniforme a no ser en tanto que sea obligado
por fuerzas impresas a cambiar su estado.’

Esta ley constituye el llamado principio de la inercia. Admitiendo también
el principio de Galileo, nos permite definir los llamados sistemas inerciales,
como aquellos en los que se cumple dicho principio. Las leyes de la mecénica
se formulan en un sistema inercial de referencia. Por el principio de Galileo,
admitiendo que existe al menos un tal sistema inercial, existiran infinitos siste-
mas inerciales en los que se cumplen las mismas leyes mecanicas y en concreto
la ley primera de Newton: todos aquellos relacionados entre si mediante trans-
formaciones de Galileo (1), es decir, que se mueven con velocidad rectilinea y
uniforme respecto al primero.

Este principio nos permite también definir, como condiciones iniciales del

movimiento, las que caracterizan a un movimiento estacionario o constante: la

c . def .
posicion r y la velocidad v = .

Conviene observar también que Newton emplea el término «cuerpo» para
referirse en realidad a una particula, o punto material, caracterizada por la
posicion y velocidad de un solo punto®.

‘LEY II. El cambio de movimiento es proporcional a la fuerza mo-
triz impresa y ocurre segiin la linea recta a lo largo de la cual
aquella fuerza se imprime.’

Esta ley indica claramente una relacion lineal («proporcionaly) entre fuer-
zas y variaciones de la cantidad de movimiento, de tipo vectorial («segun la
linea recta»). Se denomina en ocasiones ley fundamental de la dindmica, per-
mitiendo obtener las ecuaciones basicas de la misma. Expresada como ecuacion
con la notacién actual, equivale a:

Amv = FAt, (2)

donde el lado izquierdo representa el incremento de la cantidad de movimiento

y el derecho la impulsién de la fuerza, supuesta constante durante el intervalo
At.

8El tratamiento de los solidos rigidos, asi como el de sistemas generales formados por
varias particulas, requiere de diversos principios y teoremas adicionales que fueron propuestos
por L. Euler. De esto se tratara en los capitulos 1 y 7.
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Pasando al limite, para un incremento infinitesimal de tiempo, obtenemos
la relacion diferencial siguiente:

d(mv) = Fdt. (3)
O bien, llamando a la cantidad de movimiento p def muv,
p=F. (1)

Admitiremos en principio que la masa de un cuerpo se conserva. Asi pues,
. . . «, C . .,

p = mv = ma, siendo a la aceleracion”’. Se llega a la conocida expresion que
define la ley del movimiento de una particula:

)

Cabe realizar en relacion con esta férmula las siguientes

OBSERVACIONES:

— La aceleracién, derivada segunda del vector posicién, es asimismo un vec-
tor. La ecuacion (5) tiene por tanto caracter vectorial, lo que identifica a
las fuerzas como vectores, e implicitamente supone la aditividad vectorial
para las mismas (ley del paralelogramo de fuerzas).

— La expresion (5) da lugar a ecuaciones diferenciales de segundo orden, ya
que intervienen derivadas segundas de la incognita r respecto al tiempo.

‘LEY III. Con toda accién ocurre siempre una reaccién igual y
contraria. O sea, las acciones mutuas de los cuerpos siempre son
iguales y dirigidas en direcciones opuestas.’

Se trata del llamado principio de accién y reacciéon. Todas las fuerzas deben
de tener contrapartida, siendo imposible ejercer una fuerza desde el vacio, sin
apoyo. Es siempre necesario apoyarse en algiin cuerpo o medio material que
absorba la reaccion (modificando a su vez el movimiento de este otro cuerpo,
segin la segunda ley).

EJEMPLO 0.1: Fuerza ejercida desde la superficie de la Tierra. Todo cuerpo
cercano a la tierra, tanto en estado de movimiento (caida libre) o en reposo
sobre el suelo, recibe una fuerza (denominada peso) ejercida por la tierra, que lo
mueve en el primer caso o lo mantiene inmévil en el segundo. El cuerpo a su vez
ejerce sobre la tierra una fuerza igual y contraria, aunque esta tltima, debido
a la gran masa de la tierra, produce un efecto muy pequeiio sobre nuestro
planeta.

9Recordamos que la notacion del punto superpuesto significa derivada temporal, p =
dp/dt, a = v =dv/dt
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EJEMPLO 0.2: Movimiento de un cohete en el vacio. Una fuerza no se puede
ejercer sobre el vacio, necesitando siempre aplicarse sobre otro cuerpo (que a
su vez producird una reaccion igual sobre el primero). Para moverse —o maés
bien acelerar o frenar, es decir, variar el movimiento— en el vacio, un cohete o
sonda espacial necesita apoyarse sobre algin medio. Esto se consigue mediante
masa expulsada por la tobera, medio en el cual se apoya el cohete, a través de
la expulsién de los gases del combustible quemado, propulsién iénica, plasma,
u otros medios.

0.5. Conceptos de masa y fuerza

Las leyes de Newton reposan sobre las definiciones basicas de masa y fuerza.
Sin embargo, examinando dichas leyes con espiritu critico, es facil ver que las
definiciones realizadas por Newton de estos conceptos adolecen de algunas
deficiencias.

La definicion de fuerza (definicion IV, pag. 8) es claramente circular con la
primera ley. En efecto, se podria entender ésta como una definicién de fuerza,
obviando la definicion anterior dada por Newton. Ain aceptando esto, tampoco
se puede considerar esta ley como una definicién precisa de fuerza, ya que no
proporciona una manera de medir su valor de forma cuantitativa. En realidad
tan so6lo se podria deducir de la primera ley cuando la fuerza es nula o cuando
no lo es. La segunda ley sin embargo si se puede interpretar como una definiciéon
cuantitativa de fuerza, pero ésto la privaria a su vez de su consideracién como
principio.

En cuanto a la definicién de masa (definicion I, pag 8), Newton la refiere a
la densidad (p) y volumen (V') que integran un cuerpo (M = pV). ;Cual seria
entonces la definicién de densidad? Es dificil aceptar que la densidad sea un
concepto mas fundamental que el de masa.

Un procedimiento aparentemente mas riguroso para definir la masa es el
debido a E. Mach'" (1858-1916), que resumimos a continuacion.

Sean dos particulas, a y b, formando un sistema binario aislado. Expresando
la segunda ley de Newton para la particula a:

Maaq = Fgp,
donde F'y; es la fuerza ejercida sobre a por b. Analogamente para b,

myap = Fy, = —F g,

10F. Mach, The science of mechanics, traduccion al inglés, Open Court, 1902.
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por la 3.2 ley de Newton. Asi,
MaQq = —MpQyp,

y empleando los moédulos de las aceleraciones a, y ap,

my Qq,

M ap

Suponiendo la masa m, como valor de referencia o definiciéon de unidad de
masa, este procedimiento nos permite medir la masa de cualquier particula b
a partir de la medicién de las aceleraciones ay y aq.

Aunque aqui, por clarificar la explicacion, se ha llegado a esta definicion
partiendo de las leyes de Newton, seria posible considerarla como definicién
bésica de masa, para comprobar posteriormente que, efectivamente, es consis-
tente con las leyes de Newton.

De esta forma, con el espiritu critico mencionado, cabria considerar las leyes
primera y segunda de Newton como definiciones de fuerza, con lo que la tnica
ley que expresa un postulado bésico de la mecanica serfa la ley tercera. Segin
Mach por tanto, es la ley tercera de Newton (principio de accion y reaccion)
la que reviste mayor importancia en la axiomatica de la mecénica clésica.

En relacién con esta ultima ley, puede ser objeto de cierta polémica la
consecuencia implicita de existencia de acciones a distancia, es decir acciones
que se propagan de manera instantanea (con velocidad infinita). En efecto, si
se suponen dos cuerpos alejados entre si con fuerzas de interaccién centrales
(dirigidas segin la recta que las une), y uno de ellos sufre un cambio de posicion,
la ley de accién y reaccién obligaria a que la fuerza de reaccién sobre la otra
particula modificase su direccién de manera instantanea''.

En la realidad fisica parece que no existen tales interacciones instanténeas;
respondiendo a ello la teoria de la relatividad restringida establece un limite a
la velocidad de propagaciéon de las interacciones, que es la velocidad de la luz
en el vacio (c). Esto origina una cierta inexactitud de la mecénica clasica, error
que sin embargo es muy pequenio para las fuerzas gravitatorias o elasticas en
objetos «cotidianos.»

Conviene observar también que de la tercera ley se pueden hacer dos enun-
ciados. En su forma débil, cinéndose estrictamente al enunciado Newtoniano,

"Hijstoricamente ha existido siempre, antes y después de Newton, una contestaciéon a
la posibilidad de tales acciones a distancia. Antiguamente se defendia que todo el espacio
estaba lleno de una sustancia invisible, llamada «Eter,» vehiculo transmisor de las fuerzas.
Este concepto sobrevivié a Newton, alcanzando su mayor predicamento dos siglos después
para explicar el campo electromagnético, siendo la Teoria de la Relatividad la que acabé de
desterrarlo.
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establece que las fuerzas son iguales en magnitud y direccién y de sentido
opuesto. Sin embargo, no presupone que tengan la misma direcciéon que la
recta que une a las dos particulas sobre las que acttian. En el caso en que
si se verifique esta ultima hipotesis mas restrictiva, se dice que se cumple el
principio de accién y reaccién en su forma fuerte, siendo las fuerzas centrales.
En numerosos casos practicos se verifican ambos enunciados del principio de
accion y reaccion, como son las fuerzas gravitatorias, elasticas, o electrostati-
cas. Sin embargo, existen fenémenos importantes en los que no se verifica en
ninguna de sus dos formas. Estos casos corresponden a fuerzas que dependen
de la velocidad, ligadas por lo general a campos que se propagan con velocidad
finita, como son las fuerzas electrodinamicas debidas a cargas en movimiento.

a) Fuerzas centrales b) Fuerzas no centrales

Figura 2: Las fuerzas centrales estdn dirigidas segin la recta que une los cuer-
pos, mientras que las fuerzas no centrales no verifican esta hipdtesis, ain siendo
iquales en magnitud y direccion y de sentido opuesto.

En resumen, podemos clasificar las fuerzas citadas esqueméticamente como
sigue.

= Fuerzas centrales: Estan asociadas a campos que suponen una accién
a distancia, propagandose por tanto de manera instantanea. Se trata
de fuerzas dirigidas hacia las particulas que las originan, cumpliendo la
tercera ley de Newton en su forma fuerte. En mecéanica clasica se admite
esta hipotesis como adecuada para algunos de los tipos més usuales de
fuerzas:

o Fuerzas gravitatorias. La hipotesis de fuerza central e instanténea
se considera adecuada para las mediciones en escalas usuales. Sin
embargo, para mediciones a escalas astronémicas o cosmologicas se
trata de una hipoétesis cuestionable. Seria més correcto interpretar-
las mediante ondas de gravedad, que se propagan con la velocidad
de la luz.
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o Fuerzas electrostdticas o magnetostdticas, de atracciéon o repulsion
debidas a cargas eléctricas o magnéticas en reposo. Al igual que en
el caso gravitatorio, de forma rigurosa para escalas astronémicas
puede ser necesario considerar la transmisién de dichas fuerzas a
través de ondas electromagnéticas.

e Fuerzas eldsticas, ejercidas entre las particulas en contacto de un
medio continuo. Por lo general, podria admitirse que son manifes-
taciones macroscopicas de las fuerzas electrostaticas entre las molé-
culas.

s Fuerzas no centrales: ocurren, por lo general, cuando las interacciones de-
penden de la velocidad, estando asociadas a campos que se propagan con
velocidad finita. Es el caso, por ejemplo, de las Fuerzas electromagnéticas,
que cuando son debidas a cargas moéviles pueden no cumplir tampoco el
principio de accién y reacciéon en su forma débil.

Debe quedar claro que en este curso admitiremos la hipdtesis de fuerzas cen-
trales, por lo que serd valido el principio de accién y reacciéon en su forma
fuerte.

La definiciéon de masa segin el procedimiento de Mach arriba descrito no
proporciona sin embargo un método viable para medirla. Seria practicamente
imposible aislar completamente un sistema binario y al mismo tiempo reali-
zar mediciones. Una forma mas practica de medir la masa, aunque de forma
indirecta, es con una balanza de resorte. En ésta lo que se mide directamente
es el peso, o atraccion gravitatoria hacia el centro de la Tierra. Basta dividir
el peso (w) por la aceleracion de la gravedad en la superficie de la Tierra (g)

para obtener la masa'”:

w
w=mg = m=—.
g

0.6. La ley de la gravitacién universal

Newton fue el primero en explicar el movimiento, tanto de los cuerpos ce-
lestes —proporcionando la explicacion matematica de las leyes observadas por

12No debe originar confusion la existencia de dos unidades con el mismo nombre para
caracterizar magnitudes distintas: el kg de masa, y el kg de fuerza o kilopondio (kp), definido
como el peso de 1kg de masa en la superficie de la tierra, considerando un valor medio
constante de la aceleracion de la gravedad (1kg fuerza ~ 9,81 N). Ello permite hablar —
afortunadamente para los tenderos, fruteros, pescaderos y demés gremios poco interesados en
la filosofia de la mecanica durante su quehacer cotidiano— simplemente de kg, sin necesitar
especificar si se trata de masa o de peso, ya que en la superficie de la tierra ambos son
equivalentes, al menos en una primera aproximacion en que g se suponga constante.
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Kepler para el de los planetas en 6rbitas elipticas—, como de los «terrestres»
—1la famosa caida de la manzana—, a partir de una tnica ley para las fuerzas:
la ley de la gravitaciéon universal. Anteriormente, los estudios y teorfas de la
mecénica habian buscado explicaciones separadas para ambos fenémenos. Ke-
pler habia deducido del analisis minucioso de las observaciones experimentales
que los planetas describifan elipses con foco en el Sol, asi como la constancia
de la velocidad areolar y el periodo de estos movimientos orbitales. A su vez,
Galileo habia caracterizado el movimiento de caida uniformemente acelerado
de los graves, por —segtn la leyenda— experimentos desde la torre inclinada
de Pisa. Todas estas descripciones eran empiricas, sin una justificaciéon basada
en modelos mateméticos coherentes.

La ley de la gravitacion universal propuesta por Newton establece que entre
dos cuerpos'® cualesquiera se produce una fuerza gravitatoria de atraccion,
proporcional al producto de las masas respectivas y al inverso del cuadrado de
la distancia entre los mismos. La expresion de esta fuerza, en médulo, es

M
F=Gc—1,
,
y en forma vectorial
M
F= —G%r, (6)

donde F representa la fuerza ejercida por la masa M sobre m, y r es el vector
que las une, con origen en M y extremo en m.

En la mecanica clasica, la fuerza gravitatoria es una acciéon a distancia
que, de manera muy aproximada, podemos suponer se transmite de forma
instantéanea, sin necesitar de ningin medio material para ello. Asi, cada masa
M crea un campo de fuerzas gravitatorio, campo vectorial caracterizado en
cada punto por una intensidad %:

M
r3 "’

La fuerza ejercida sobre un cuerpo de masa m seré el producto de ésta por la
intensidad del campo,

La teoria de la relatividad general elimina las fuerzas gravitatorias; pa-
ra ello, interpreta el efecto de las masas como una modificaciéon a la métrica

13Debe entenderse «cuerpo» en el sentido de particula, tal y como emplea Newton este
término (pag. 9).



16 Introduccién: PRINCIPIOS DE LA MECANICA.

Figura 3: Atraccion gravitatoria en-
tre dos masas M y m, situadas a
distancia 7

espacio-tiempo, que resulta ser Riemanniana en lugar de Euclidea. Asi, en esta
nueva métrica, las trayectorias de las particulas corresponden a las geodésicas
del espacio-tiempo, que vendrian a ser las ecuaciones horarias del movimien-
to'?.

0.6.1. Masa gravitatoria y masa inerte.

En principio, el concepto de masa que interviene en la ley de la gravitacion
no tendria porqué coincidir con la masa empleada para la ley II de Newton; en el
primer caso sirve para definir la fuerza gravitatoria, mientras que en el segundo
define la fuerza de inercia. Podemos distinguirlas por tanto denominandolas m,
(masa gravitatoria) y m; (masa inerte).

Existe, sin embargo, una observaciéon experimental: en la superficie de la
tierra todos los cuerpos caen en el vacio hacia el suelo con la misma aceleraciéon
(g9). Sea un cuerpo cualquiera en la superficie de la tierra; su peso es

Mgmyg

w=G_G Rz

donde M, y mgy son las masas respectivas (gravitatorias) de la Tierra y del
cuerpo, R es el radio de la tierra (suponemos el cuerpo a una altura h pequena,
por lo que R+ h ~ R), y G es la constante de la gravitacion universal.

En la mecanica clasica la trayectoria seguida por una particula sometida a la accién
gravitatoria de otra es una cédnica. Podriamos plantearnos, en la teoria de la relatividad
general, qué trayectoria seguiria un cuerpo en un universo homogéneo, pero en cualquier
caso no resulta ser una cénica. En un caso sencillo, con una tinica masa aislada, la métrica
de Schwarzschild creada por ésta conduce a dérbitas que no se cierran, lo que puede explicar
algunos fenomenos bien conocidos como el corrimiento del perihelio de Mercurio.
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Empleando la segunda ley de Newton, se puede relacionar el peso con la
aceleracion que experimenta el cuerpo:

w = mg,

siendo m; la masa (inercial) del mismo. Igualando ambas expresiones de w se
obtiene:

m; _ MgG
mg gR2
N——
constante

Asi, el cociente m;/ mg permanece constante. Ya que G es una constante cuyo
valor puede ser cualquiera, es posible elegir el mismo de forma que este cociente
sea la unidad. De esta forma, ambas masas tendrian siempre igual valor:

mZ’ = mg.
Para ello, el valor de la constante de la gravitacién universal ha de ser

gR?
G="—.

M
Consideraciones sobre el universo.— Supongamos que el universo tiene
un tamano finito, y que, de forma aproximada, se puede idealizar como una es-
fera, con una distribucién de masa de densidad media p. Sea un cuerpo de masa
m, situado a una distancia R del centro de dicha esfera; este experimentaria
una fuerza atractiva hacia el centro del universo de valor:

4 4
F= <7TR3p> — = —mpmGR.

masa esfera

Asi, todos los cuerpos del universo experimentaran una aceleracién hacia el
centro de aquél de valor creciente proporcionalmente a su distancia R. Si esto
fuese asi, desde un punto distinto del centro del universo se observaria un
movimiento diferente de las estrellas y galaxias segun las distintas direcciones
de observacion; en la direccién del radio creciente, la aceleracién seria mayor,
mientras que en la opuesta disminuiria. Sin embargo, esto no parece concordar
con las observaciones experimentales medidas desde la Tierra.

,Como se puede explicar esto, admitiendo que el universo es finito? Una
posible explicacién seria una teoria «antropocéntrica», segtin la que el plane-
ta Tierra tendria el inmenso privilegio de estar situado justo en el centro del
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universo. De esta forma, nuestras observaciones deberian ser iguales en cual-
quier direccién, ya que todas serian radiales. Sin embargo, fuera de creencias
pseudo-religiosas, la teoria antropocéntrica parece poco probable. Mas bien, la
observacion anterior podria explicarse por una de las siguientes dos hipotesis:

1. El universo es homogéneo, isétropo e infinito. Sin embargo, esta suposi-
cion es incompatible con la teoria, generalmente aceptada en la actuali-
dad, del «Big-Bang» como origen del universo. Esta primera explosion
primigenia ocurri6é al parecer hace unos diez mil millones de anos, lo que
establece un limite para el tamano del universo.

2. El universo es finito, pero con una métrica no euclidea, en la que todos los
puntos pueden considerarse el centro de los demés. Esta tultima hipotesis
es la que parece mas plausible, quedando por discutir el tipo de métrica,
para lo cual existen a su vez distintas teorias.

E. Mach interpret6 la accion gravitatoria del resto del universo como res-
ponsable de la inercia de los cuerpos. Asi, seria la masa del universo lejano
la encargada de mantener un cuerpo con velocidad uniforme y rectilinea o en
reposo ante la ausencia de otras fuerzas cercanas. Esto podria ser una bonita
teoria, pero Mach lo dej6 planteado tan s6lo como una especulacién, que carece
de una justificacion rigurosa.

Tipos de fuerzas en el universo.— Las fuerzas gravitatorias no son las
dnicas que existen en el universo fisico. De forma esquematica se pueden distin-
guir cuatro tipos fundamentales de fuerzas, siendo las demés manifestaciones
macroscopicas de éstas.

1. Fuerzas gravitatorias. Aunque en la mecanica clasica se consideran co-
mo acciones a distancia, de propagacién instanténea, en la realidad pa-
rece que se propagan con velocidad finita. Esta propagaciéon se realiza
mediante las llamadas ondas gravitatorias. En la interpretaciéon dual on-
da/corptsculo equivalen a las particulas llamadas Gravitones'®.

2. Fuerzas electromagnéticas. Estan gobernadas por las ecuaciones de Max-
well del campo electromagnético. Se propagan mediante las Ondas elec-
tromagnéticas, que incluyen la luz, ondas de radio, etc. Las particulas
equivalentes son los Fotones.

5 Aunque se han establecido diversos experimentos para detectar las ondas gravitatorias,
aun no se han llegado a medir de forma fehaciente, debido a su intensidad extremadamente
baja.
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3. Fuerzas nucleares fuertes. Son las fuerzas que unen a las particulas en el
nicleo atémico. Intervienen tinicamente en la mecénica cuéntica. Estan
asociadas a las particulas denominadas Gluones.

4. Fuerzas nucleares débiles. Son las fuerzas que intervienen en la desin-
tegracion nuclear. Asimismo intervienen en la mecanica cuantica, y las
particulas asociadas son los Bosones.

La publicacién por Newton de los «Principia» con la teoria de la gravita-
cién universal supuso en su tiempo un avance importante para la mecénica y
para las matematicas, al interpretar de forma coherente y unificada dos tipos
de fendbmenos que antes se consideraban obedecientes a leyes distintas: el movi-
miento de los objetos terrestres y el de los objetos celestes. De manera similar,
se busca hoy en dia, por parte de los fisicos tedricos y matematicos, una teoria
unificada que permita explicar, a partir de una causa comin, los cuatro tipos
de fuerzas que se observan en el universo. Sin embargo, es de prever que esta
teoria, atin en el improbable caso de poderse obtener, seria mucho mas comple-
ja y engorrosa de utilizar que la mecénica clésica o los métodos newtonianos.
Por ello, atn en la hipoétesis de que se logre algin avance importante en esta
linea, es improbable que tenga repercusiones practicas en la mecanica aplicada
a la ingenierfa, campo que nos ocupa y en el cual la mecanica clasica seguira
teniendo plena vigencia.
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Comenzaremos este capitulo incluyendo una recapitulacion de los teoremas
y resultados béasicos para la dindmica de la particula. Este modelo mecénico
es valido para los cuerpos que no tienen rotacioén, o bien si esta no influye en
la dindmica.

Al estudiar los sistemas con varias particulas surgen varios conceptos bési-
cos adicionales, como son los enlaces o ligaduras entre puntos, tanto internos
al sistema como externos, y las fuerzas interiores. Uno de los casos mas repre-
sentativos es el de los sistemas rigidos, con enlaces de distancia constante entre
particulas.

En principio, la aplicaciéon de las leyes de Newton se hara realizando la
suma para todas las particulas, obteniendo asi leyes globales en funcién de
las magnitudes cinéticas resultantes o suma para todo el sistema. A la hora
de obtener estas resultantes convendra tener en cuenta las interacciones entre
particulas del sistema.

Un caso especial es el principio del momento cinético, que de manera es-
tricta no se deduce de las leyes de Newton, sino que son necesarias hipotesis
adicionales. Este principio es debido a Euler.

Adicionalmente, introduciremos los métodos de trabajos virtuales, de gran
potencia para plantear las ecuaciones de la estatica o de la dinamica directa-
mente para el conjunto del sistema.

1.1. DinAdmica de la particula

1.1.1. Cantidad de movimiento
Se llama cantidad de movimiento' de una particula a

def
p = mu.

'También denominado «momento lineals, del Inglés «linear momentum» o simplemente
«momentums.
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El principio de la cantidad de movimiento se deduce como consecuencia directa
de la segunda ley de Newton (aptdo. 0.4):

d .
F = a(mv) =p. (1.1)

En el caso usual de que la masa de la particula no varie?, se obtiene la expresion

clasica de la ley fundamental de la dinamica (5), Fuerza = masa X aceleracion:

F:ma:mf.‘ (1.2)

Conviene recordar que, en esta expresion, F' representa la resultante de todas
las fuerzas aplicadas sobre la particula. Se deben incluir, mediante suma vec-
torial, tanto las fuerzas activas como las reacciones de apoyo o reacciones del
medio.

Cuando la fuerza total se anula, se obtiene el correspondiente teorema de
conservacion:

si F =0, p=cte. (1.3)

Por lo tanto, el movimiento de una particula aislada es tal que se conserva su
cantidad de movimiento; es decir, su velocidad se mantiene constante, descri-
biendo un movimiento rectilineo uniforme.

1.1.2. Momento cinético

Sea una particula m, dotada de una velocidad v y situada en un punto
P. El momento cinético® respecto a un punto fijo O, Hp", se define como el
momento de la cantidad de movimiento respecto a dicho punto. Tomando O
como origen del sistema de referencia (inercial) Ozyz,

def
Ho = r Amw;

derivando respecto del tiempo:

dH o . .
=rAmv+r/A\mv
dt
=0+rAF
M,

2Estrictamente hablando, la masa de una particula es siempre invariable; al hablar de
casos en los que m sea variable, nos referimos a cuerpos que pierdan o ganen particulas de
masa.

3También denominado «momento angulary, del inglés «angular momentumy.

4Otros autores emplean notaciones distintas para referirse al momento cinético: O K (M.
Roy, Fernandez Palacios), Lo (Marion, Goldstein, Griffiths)
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P
< m
r=0P
v Figura 1.1: Momento cinético de
una particula respecto al punto O.
Hy
Y
O
x

siendo Mo df . A F el momento de la fuerza F respecto a O. Resulta por
tanto la ecuacion:

dH,
My = .
OT T

El correspondiente teorema de conservacion que se deduce de (1.4) es:

(1.4)

si Mp=0, Hp =cte. (1.5)

Esta conservacion se verificaréa en el caso de la particula aislada, y también en
el caso de fuerzas centrales que se describe mas abajo.

Momento axico.—

Figura 1.2: Momento dzxico respecto a
un eje (O, e)

Sea un eje de direcciéon fija e, pasando por el punto O. Se define como
momento axico respecto de este eje la proyeccion del momento cinético respecto
de un punto cualquiera del eje sobre la direcciéon del mismo. Empleando la
notacién

def def
M. = Mop-e, H.= Hp e,
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multiplicando escalarmente ambos miembros de (1.4) por e se deduce directa-
mente la igualdad:
dH,

dt
Esta formula se puede aplicar entre otros casos al movimiento plano de rotacion
alrededor de un eje fijo.

M, =

Fuerzas centrales.—

Se denominan centrales a las fuerzas que pasan constantemente por un
punto dado, «centro» de las fuerzas. Es evidente que respecto de este punto
el momento de las fuerzas es nulo, por lo que aplicando (1.5) se deduce que el
momento cinético se conserva:

Hy = cte.
Se obtienen inmediatamente 2 caracteristicas importantes del movimiento:

1. La trayectoria es plana;
yva que al ser Hp = r A mw, r es constantemente perpendicular a una
direccién H o fija, definiendo por tanto un plano.

2. La velocidad areolar es constante;
puesto que el area barrida por unidad de tiempo (figura 1.3) es:

ds lrAdre| 1 1
dt at plr Avl =5 [Hol  cte

Figura 1.3: Fuerzas centrales, dirigi-
das hacia un centro de fuerzas O. FEl
drea barrida en el intervalo infinite-
simal dt es dS = OPP' = {|r Adr]|.

1.1.3. Energia cinética

Sea una particula de masa m, que se mueve segiin una trayectoria I', ba-
jo la accion de fuerzas con resultante F' (recordemos que ésta incluye todas
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dr Figura 1.4: Trabajo realizado por F' al recorrer la curva
I' entre 1 y 2.

las fuerzas, activas y pasivas). El trabajo elemental realizado por F' en un
desplazamiento infinitesimal dr se define por el producto escalar siguiente’

aw g .dr

considerando que F' = mdv/dt y dr = vdt,

1
dW =mv -dv =d <2mv2> (1.6)
El trabajo realizado al recorrer I' entre los dos puntos extremos 1 y 2 resulta
de la integral curvilinea:®
1 2
W12:/F-d7‘: —mv?
r 2 1
Se define como energia cinética T' de la particula:
def 1 2
T= - ;
5V
asi, la expresién anterior equivale a
Wia =15 -1 (1.7)

Podemos enunciar entonces:

‘El trabajo realizado por la resultante de las fuerzas sobre una
particula es igual al incremento de su energia cinética.’

Este resultado se suele llamar también el teorema de las fuerzas vivas.

5La notacién empleada, «dWs, no indica aqui una diferencial exacta de una determinada
funcién W, sino tnicamente un incremento infinitesimal de trabajo producido por F' a lo
largo de dr. Tan sélo resulta ser una diferencial exacta cuando las fuerzas son conservativas.

SAl no ser el trabajo elemental una diferencial exacta, la integral que se evaltia produce
un resultado Wi2 que no es una funcién ni un campo escalar, sino simplemente el valor
acumulado del trabajo realizado en este trayecto. Ademas, este trabajo Wis dependera de
la trayectoria I' seguida, salvo en el caso de fuerzas conservativas que se vera méas adelante.
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Caso de fuerzas conservativas.—

Se denomina campo de fuerzas conservativas aquél en el que el trabajo
realizado por la fuerza, para recorrer el camino entre dos puntos dados, es
independiente de la trayectoria seguida I' para ir de uno al otro. Asi para
distintos caminos I'1, I'y, I's que tengan en comin el origen (1) y el final (2),

Figura 1.5: Trayectorias distintas en un campo
conservativo para ir de 1 a 2.

F.-dr= | F.-dr= | F-dr.
Iy Ty rs
Es facil ver que esta condicién es equivalente a que el trabajo realizado para
recorrer cualquier trayectoria cerrada sea nulo. En efecto, sea una curva cerrada
cualquiera T, a la que pertenecen los puntos 1 y 2. Esta puede descomponerse
en dos curvas abiertas con extremos en 1y 2: I' = Fi’ UTy, teniendo I f el
sentido de 1 a 2 y I'; el sentido de 2 a 1. La integral curvilinea sobre I' es pues

%F‘dr:/F‘dr—i— F.dr = F-dr—/F-dr:O. (1.8)
r ry ry rF s

como queriamos demostrar.

No son conservativas las fuerzas debidas a resistencias pasivas, como el ro-
zamiento o las fuerzas de tipo viscoso. En éstas el integrando (F'-dr) es siempre
negativo, puesto que la fuerza de resistencia (F') se opone al movimiento (dr),
por lo que la integral (1.8) no se puede anular nunca. Se produce necesaria-
mente una disipacién de energia, no pudiendo recobrarse el nivel energético
inicial después de un trayecto cerrado.

Un teorema basico del célculo vectorial establece que la condicién nece-
saria y suficiente para que un campo vectorial F' tenga circulacién nula para
cualquier curva cerrada es que sea el gradiente de un campo escalar que deno-
minaremos V' (r), funcion de la posicion r, tal que:

F:—gradV:—ﬂ.
dr
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Al campo escalar V(r) se le denomina potencial de las fuerzas, energia po-
tencial, o simplemente potencial. Recordemos la definicién de gradiente; en un
sistema de coordenadas cartesianas ortonormal con vectores unitarios {e;} =
{3, j, k} la expresion es’

def . oV, oV
gradV = Zaxl 1+a—yg—|— sz

Una tercera forma de caracterizar un campo F como conservativo, ad-
mitiendo las exigencias adicionales de que F' tenga derivada continua y que
el dominio sea simplemente conexo, es que sea irrotacional. Esta condicién es
equivalente a su vez a las dos anteriores. Recordemos la definicién de rotacional
de un campo vectorial®:

def
rot F < Z e,]k
i,j,k=1

_ (OF., OF, n OF, OF, - OF, OF, K
~\ oy 0z g 0z or )7 Ox y

Por lo que la condicién para que el campo F' sea conservativo es

rot F = 0. (1.9)
En este caso, la funcion potencial V'(7) de la que proviene F' debe ser al menos
C?.
Al expresarse F' como un gradiente, el trabajo elemental resulta ser una
diferencial exacta:

dW =F -dr = —gradV -dr = —dV

Si integramos para obtener el trabajo realizado entre dos puntos 1 y 2, y
empleando el principio de la energia cinética (1.7):

2
2—/ F‘dT:Vl—‘/Q
1

:T2_T17

"En cuanto a notacién, emplearemos indistintamente los indices o los «nombres propios»
de vectores (i = e1, j = e2, k = e3) y coordenadas (x = z1, y = 22, 2 = x3). Asimismo,
a veces emplearemos también notaciones alternativas para el gradiente, grad V = dV/dr =
V'V, empleando el operador V = 3% 9/0x;e; = 8/0zi+d/dyj + 9/0z k.

8Empleando el operador V, el rotacional se puede expresar también mediante la notacion
rot F =V AF.
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es decir, se conserva la suma de la energia cinética més la potencial:
T+ Vi=T+ Vs

o bien, definiendo como energia total”a la suma de energia cinética y potencial,

Jol N Vs

se obtiene la siguiente expresion para el teorema de conservacion de la energia:

si F=—gradV (conservativa), E =T +V = cte. ‘ (1.10)

En lo anterior se ha supuesto que el potencial V(r) es constante o esta-
cionario, es decir, que no depende explicitamente del tiempo t. Puede darse el
caso de que F' provenga de una funcién potencial no constante, es decir que
dependa explicitamente del tiempo, V(r,t):

ov

=2
or’

con %‘t/ #0.

En este caso, no se conservaria la energia total E, puesto que el trabajo ele-
mental ya no seria una diferencial exacta del potencial:

oV ov

F-dr:—a—v~dr7é—dv.
or

Estariamos, pues, ante un campo de fuerzas no conservativas a pesar de que
provengan de un potencial.

Integraciéon de la ecuacion fundamental de la dinamica.— Parte de
lo expuesto arriba se puede interpretar como distintos procedimientos de in-
tegracion de la ecuacion fundamental de la dindmica (1.2). Senalemos tres
procedimientos generales para ello, que permiten obtener los teoremas de con-
servacion (1.3), (1.5) y (1.10) como casos particulares.

9Se sobreentiende que ésta es Gnicamente la energia mecanica , excluyendo a otros tipos
de energia como la calorifica, quimica, ...
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a) Integracién directa en el tiempo.— Integrando entre dos instantes
3] y t2a
to to to
Fdt = mi’*dt:/ dp = p[?}
t1 t1 t1

se obtiene la ecuacién del balance de la cantidad de movimiento,

to
Fdt=p[}.

t1

Como caso particular de esta ecuacién de balance se desprende el teorema de
conservacion de la cantidad de movimiento (1.3)

b) Integraciéon directa segun la trayectoria.— Realizando ahora la
integral curvilinea entre dos puntos de la trayectoria r1 y o,

2 2 2 1 1
/ F-dr:/ m’i*-dr:/ d<m02) = —mv?
1 1 1 2 2

de donde se obtiene la ecuacién del balance de la energia,

2 1
/ F.dr = —mav?
1 2

Anélogamente, para el caso de fuerzas conservativas (F = —gradV'), se des-
prende el teorema de conservacion (1.10).

2

1

2
1

c) Integracion del momento en el tiempo.— Integrando el momento
de F entre dos instantes t1 y to,

to to to d 9
/ 1“/\th:/ T/\mé*dt:/ — (r Ams) dt = Holj
t1 t1 t1 dt\ﬁ,—/
H,

se obtiene la ecuacién del balance del momento cinético,

to
/ rAFdt=Hol}.
t

1

Si las fuerzas son centrales o se trata de una particula aislada, andlogamente
a los dos casos anteriores se desprende el teorema de conservacion (1.5).
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Figura 1.6: Ejemplo 1.1 - particula que
se mueve sobre una circunferencia lisa,
con un punto (O) fijo de su perimetro
y velocidad de rotacion impuesta w.

EjeEMPLO 1.1: Una particula de masa m esta ligada a una circunferencia lisa
de radio R sobre la que puede deslizar libremente. A su vez la circunferencia
se mueve en un plano horizontal, girando con velocidad de rotacién uniforme
(impuesta) w, alrededor de un punto O de su perimetro. Se pide:
a. Empleando como parametro el angulo ¢ (figura 1.1), determinar la ace-
leracion (absoluta) de la particula en un instante genérico.

b. Obtener la ecuacion diferencial del movimiento.
c. Obtener la expresion de la reaccion de la circunferencia sobre la particula.
d. ;Se conserva la energia total (7' + V)? (responder razonadamente).

e. Obtener una integral primera del sistema (constante del movimiento,
igual a una expresion funcion de las derivadas primeras, en este caso ¢).
Tomar como condiciones iniciales pg = 0, ¢g = w.

Solucion.

a.— Kl procedimiento méas directo es emplear coordenadas cartesianas
para la posicion de la particula (figura 1.7):

x = Rcos(wt) + Rcos(p + wt);

1.11
y = Rsen(wt) + Rsen(y + wt). (1.11)
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Figura 1.7: Coordenadas y
vectores bdsicos para el ejem-
plo 1.1; (T, v) son los verso-
res tangente y normal respec-
tivamente a la circunferencia
movil, mientras que (u,, ug)
son los versores de las coor-
denadas polares. La velocidad
de la particula se puede in-
terpretar como suma de una
componente de arrastre pw
debida al movimiento del aro,
segun ug, y otra componente
R relativa al aro, segin 7.

A partir de aqui, derivando:

& = —Rwsen(wt) — R(¢ + w) sen(wt + ¢);

. . (1.12)
Y = Rw cos(wt) + R(¢ + w) cos(wt + ¢);

i = —Rw” cos(wt) — R sen(wt + ) — R(p + w)? cos(wt + ¢); (1.13)
jj = —Ruw® sen(wt) + R cos(wi + ¢) — R(p +w)” sen(wt + ). |

Las direcciones en que interesa proyectar la aceleracion son (logicamente)
la tangente y la normal a la circunferencia. Las direcciones correspondientes
quedan definidas por los vectores unitarios

T = —sen(p + wt)i + cos(p + wt)j
v = cos(p + wt)i + sen(p + wt)j

Resultando:

a; = —#sen(p + wt) + §jcos(p + wt) = Rw?sen ¢ + RY; (1.14)
ay = ¥ cos(p 4 wt) + jsen(p + wt) = —Rw? cos  — R(p + w)?. '

Otra manera de calcular seria utilizando las coordenadas polares (p, 0) (fi-
gura 1.7):

9zwt+g; szRcos%; (1.15)
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Las componentes de la aceleracion a = (a,, ag) son, empleando las expresiones
en coordenadas polares definidas en (B.3) :

ap:ﬁ—pQQ; a9:2p9+pé,

con lo que:
o L9 e, P
a, = —Rgbseng—R7COS§—2Rcos E(w+§)2, 116)
_ Lo © e .
ag = —2R¢sen —(w+ =) + Rcos —¢.
2 2 2

Finalmente, proyectando sobre tangente y normal al aro:

ar = —apsenf —i—a(gcosg = Rw’seng + Rp;

; 2 o 2 (1.17)
ay, = a,Cos — + agsen — = —Ruw?cos o — R(¢p + w)?.

2 2

Se obtienen los mismos valores que antes (1.14), como era de esperar'.

b.— La tnica fuerza sobre la particula es la reaccién de la circunferencia,
que lleva la direccién de v. La componente de la aceleracién segiin 7 serd por
tanto nula, lo que proporciona la ecuacién del movimiento buscada. A partir
de (1.14):

¢+ wiseng =0 (1.18)

Por similitud con la ecuacion del péndulo simple (I¢ + gseng = 0), esta
ecuacion indica que se produce un movimiento pendular alrededor del pun-
to diametralmente opuesto al punto O, con longitud de péndulo equivalente

lequiv = g/w2'

c.— Sea la reaccion N = Nv. Obtenemos el valor de N mediante la
aceleracion a,, ecuacion (1.14)y, expresando la ecuacion dindmica segin esta
direccion:

N =ma, = —mR [(w+ ¢)* + w?cos )] . (1.19)

10Un tercer procedimiento recomendable para este caso serfa la descomposicion del movi-
miento en el arrastre del aro y el de la particula relativo al aro, originando la descomposicién
del campo de aceleraciones @ = @ayr + Gcor + @rel, COMoO se vera en el apartado 1.1.4, ecuacion
(1.29).
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d— No se conserva la energia, ya que se trata de una curva mévil, en
la que la fuerza de reaccién desarrolla un trabajo. Es necesario aplicar un
momento al sistema para conseguir la rotaciéon uniforme w, momento que no
es una fuerza conservativa.

Aunque a primera vista pudiera parecer que la reaccion de la circunferencia,
al ser lisa la ligadura, no desarrolla trabajo alguno, ésto no es asi, ya que la
reaccion es normal a la circunferencia pero no a la trayectoria (absoluta) de la
particula.

e— Ya que no resulta posible aplicar directamente un teorema de con-
servacion, integraremos directamente la ecuacion de la dindmica (1.18). Para
ello, multiplicamos primero por ¢:

$p 4+ wlpsenp = 0; (1.20)

esta ecuacion tiene integral inmediata:

1
54@2 —wlcosp=C (1.21)
Aplicando las condiciones iniciales, resulta C' = —w?/2. La integral primera es
por tanto:
¢* +w?(1—2cosp) =0 (1.22)

Puede comprobarse que la expresion de la energia total del sistema es:
1
T+V = imR2 [ + 2(1 + cos @) (w? + we)] (1.23)

por lo que, comparandola con (1.22), se deduce que la energia total no puede
ser constante, ya que ambas expresiones no coinciden. ]

1.1.4. Velocidad y aceleracién en sistemas moviles

En numerosas ocasiones la descripcion del movimiento se hace de manera
relativa a un sistema movil, que a su vez tiene un determinado movimiento
respecto al sistema que pudiéramos considerar fijo o inercial. Es conveniente
establecer las expresiones generales que permiten obtener para la velocidad
y aceleracién inerciales, que seran las que deban emplearse en las leyes de la
dinamica.

Supongamos un sistema de referencia fijo S, y otro movil respecto de él S’.
El vector posicion de un punto cualquiera respecto de S es 7, y respecto de S’
lo denominamos p. La relacion entre los vectores posicion (figura 1.8) es

r=1ro+p, (1.24)
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donde 7o define la posicion del origen O de S’. Derivando esta igualdad, y
teniendo en cuenta la regla de derivacién en sistemas moéviles'!':

E,
€3 €
P S’ Figura 1.8: Vectores posicion (r, p) en
r 5 el las referencias fija S = {0y, E;} y mo-
o B vil 8" = {0, e;} respectivamente.
Oy S
E;
d
1%:1'»0+<p> L QAp, (1.25)
de rel

donde el primer término (7p) es la derivada (absoluta) del vector posicion

de O, y corresponde a una velocidad de traslacion; el segundo es la derivada

relativa de p, que denominaremos velocidad relativa, vyel def (dp/dt)yer; y el

tercero es el término complementario de derivacién de p debido a la rotaciéon
de S’. Asi, la expresion general de la velocidad es:

vV=v0+ QNP+ V. (1.26)

Se llama wvelocidad de arrastre a la suma de los dos primeros términos,

Varr def vo+QAp, (1.27)

correspondiente a la velocidad que tendria un punto si estuviera fijo respecto al
sistema mévil. Es decir, se trata de la velocidad con la que se ve «arrastrado»
un punto, si estuviera rigidamente unido al sistema modvil. De esta manera
podemos expresar de forma resumida la velocidad como suma de la velocidad
de arrastre (debida al movimiento de S’) y la velocidad relativa a S”:

‘v = Varr + Vrel - ‘ (1.28)

Derivando de nuevo la expresion (1.26) conforme a la misma regla de derivacion
en sistemas moviles, se obtiene la expresion de la aceleracion:

a:aO+Q/\p+Q/\vrel+Q/\(Q/\p)—i_arel"{'ﬂ/\vrel;

"Vease Curso de Mecdnica, J.M. Goicolea (2010), capitulo 4. En este curso breve esta
regla serd estudiada mas adelante con la cinematica de los sistemas rigidos, ecuaciéon (6.17)
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y agrupando términos,

a:ao—|—Q/\p+ﬂ/\(Q/\p)+2ﬂ/\vrel+arel. (1.29)
a
a/arr cor

En esta expresion distinguimos las siguientes componentes de la aceleracion:
s Aceleracion de arrastre,

aarrdéfao—l—ﬂ/\p—kﬂ/\(ﬂ/\p),

es la aceleracion que tendria un punto fijo al sistema movil (S), es decir
«arrastrado» por el movimiento de (S’);

» Aceleracion de Coriolis o complementaria,

def
Aeor = 282 N\ Vel

» Aceleracion relativa, Grel.

Asi, podemos expresar (1.29) en forma resumida:

‘ a = Qar + Qeor + Arel- (1.30)

Como se ve, en la expresion de la aceleracion aparece un término adicional
a los de arrastre y relativo, que depende de la velocidad relativa, al contrario
de lo que sucedia en el campo de velocidades. Esto complica el analisis de
aceleraciones respecto del de velocidades.

EJEMPLO 1.2: Desarrollar la velocidad y aceleracion de la particula del ejemplo
1.1 (pag 31) a través del movimiento de arrastre del aro y del movimiento de
la particula relativo al aro.

Solucion. El movimiento se compone de un arrastre del aro, con velocidad de
rotacion (constante) w, y de un movimiento de la particula relativo al aro que
es una rotaciéon alrededor de su centro con angulo ¢. Haciendo referencia a los
vectores bésicos definidos en la figura 1.7, las componentes de la velocidad son:

Varr = pw Uy = 2Rw cos % Ug;

Vel = R T.
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La aceleracién se descompone como @ = Qupr + Qrel + Geor, Siendo las compo-
nentes:

Aoy = —pw2 u, = —2Rw? cos % Up;

Are] = —Rgbz v+ Ryt
Acor = 2wk AN ROT = —2Rwp v.

Proyectando esta aceleracion sobre las direcciones tangencial y normal al aro
(1,v) resulta:

ar =a -1 = Ry + Rw’sen p;
ay =a-v=—R(w+ p)? — Rw?cos p.

Este resultado es idéntico al obtenido por otros métodos en el ejemplo 1.1. [

1.2. Descripcion de los sistemas mecanicos

Antes de desarrollar los principios y teoremas fundamentales, es conveniente
definir primero algunos conceptos y elementos bésicos que se emplearan en el
estudio de los sistemas de varias particulas.

1.2.1. Sistema mecanico

Se llama asi a un conjunto de varias particulas, de nimero finito o infinito,
de las cuales queremos estudiar su movimiento. En el estudio de un sistema me-
cénico se prescinde pues de otras caracteristicas fisicas como la carga eléctrica,
color, temperatura, ...

Los cuerpos que observamos a simple vista estan formados por un gran
niimero de particulas, macroscépicas, atomicas o subatémicas. Sélo en ciertos
casos es valida la simplificaciéon que supone el modelo de la masa puntual. En
otros casos, por el contrario, sera necesario considerar el sistema como formado
por varias particulas.

Se llama configuracion de un sistema a la posiciéon de cada una de sus
particulas en un instante dado. Para definir la configuracién se necesita un de-
terminado niimero de parametros, segtn el sistema de que se trate. Por ejem-
plo, una particula libre precisa tres parametros: las coordenadas cartesianas,
(z,y, z). Un sistema de n particulas libres queda definido por 3n parametros.
Sin embargo, si existen ligaduras que restrinjan el movimiento, el nimero de
parametros preciso para definir la configuracién sera menor. Se denominan
grados de libertad de un sistema al conjunto minimo de parametros necesario
para definir univocamente la configuraciéon del mismo, y que puedan variarse
de manera independiente (es decir, sin ecuaciones de ligadura).
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1.2.2. Fuerzas

Las fuerzas ejercidas sobre las particulas de un sistema son las causantes de
la variaciéon del movimiento de las mismas. Podemos clasificarlas atendiendo a
varios criterios:

s FExteriores, si son ejercidas por agentes externos al sistema, o interiores
en caso contrario. En este tltimo caso, tanto la accién como la reacciéon
se producen sobre particulas del propio sistema.

s Activas o Reactivas, segin que actien «motu proprio», o bien como res-
puesta a un movimiento determinado que intentan impedir, en cuyo caso
sOlo se dan cuando existe la tendencia a este movimiento. Estas tultimas
se llaman también fuerzas de enlace.

F. ext

F. ext

Figura 1.9: Tipos de fuer-
zas en un sistema

reaccion (ext)

reaccion (ext)

1.2.3. Enlaces

La existencia de enlaces o ligaduras impone restricciones al movimiento de
las particulas, reduciendo el ntiimero de grados de libertad con respecto al caso
en que todas las particulas fuesen libres. El nimero de grados de libertad se
veréd reducido, respecto del caso sin ligaduras, por el nimero de ecuaciones de
enlace independientes.

Los enlaces se pueden clasificar, segin diversos criterios, en:

= Fxteriores, para las ligaduras con puntos externos, e interiores, para las
ligaduras entre puntos del mismo sistema.

» Lisos (no disipativos) y rugosos (disipativos), atendiendo a que las fuerzas
de enlace disipen o no energia para los movimientos permitidos por los
mismos (figura 1.10). Se entiende que para que tenga sentido hablar de
enlace liso o rugoso, éste debe permitir algiin movimiento, pues en caso
de restriccion total no cabe esta clasificacion.
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= Holénomos y Anholdnomos. Se consideran holénomos cuando es posible
expresar la condicién de ligadura mediante una relacién entre las posi-
ciones de las particulas y el tiempo exclusivamente:

O(r1,re,...,7n,t) =0. (1.31)

A su vez, los enlaces holénomos se denominan esclerénomos si no depen-
den del tiempo, y rednomos en caso contario (figura 1.11).

Los enlaces anholénomos son en general todos aquellos que no son holé-
nomos, no pudiendo expresarse mediante ecuaciones del tipo (1.31). El
caso méas usual de enlace anholénomo es aquél que depende también de
la velocidad, mediante relaciones del tipo:

(I)(Ti,f‘i,t) = 0,. (132)

El caso mas sencillo es el de expresiones lineales en 7;, del tipo:

N
=) a;-i+b=0

i=1
pudiendo ser a; y b funciones de la posicion (a; = a;(r;), b = b(r;))

= Unilaterales y bilaterales. Los unilaterales se definen mediante desigual-
dades, por ejemplo (figura 1.12):

z2>0,

implicando restricciéon en un sentido tan sélo. Por el contrario, los bila-
terales implican restriccién en ambos sentidos.

EJjemMpPLO 1.3: Establecer los enlaces internos de un solido rigido (considerado
como un medio continuo), obteniendo el numero de grados de libertad del
mismo.

Solucion. La hipotesis de medio continuo implica que es infinitamente sub-
divisible, constando de un conjunto infinito de particulas. En principio, esto
conllevaria asimismo infinitos grados de libertad. Sin embargo, las ligaduras
internas del sélido obligan a que se mantenga constante la distancia entre dos
particulas cualesquiera; a su vez, esto da lugar a infinitas coacciones. El niimero
de grados de libertad no se puede obtener pues directamente, ya que resultaria
indeterminado (0o — 00).

Para determinar el ntimero de grados de libertad del sélido podemos ba-
sarnos en la descripcién que sigue de su movimiento.



40 Capitulo 1. TEOREMAS GENERALES DE DINAMICA DE SISTEMAS.

T Figura 1.10: Enlaces liso y rugoso; para el movi-
R miento permitido por el enlace (deslizamiento ho-
rizontal) la reaccion lisa no realiza trabajo, mien-
tras que en el caso rugoso si.

Y
Figura 1.11: Enlaces holono-
mos; a) esclerénomo (no de-
x pende del tiempo), b) rednomo
A (dependiente del tiempo o en-
Yy lace maovil).
(an yA) = (a + vt, B)
G
A v
@) @)
x
| |
| |
| [—‘@ | Figura 1.12: Enlace unilateral, que permite el
| I movimiento vertical en un sdlo sentido.

[0 77 7777777
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» Elegimos una particula A cualquiera (figura 1.13); su posicion estara defi-
nida por tres pardmetros: sus tres coordenadas cartesianas, (x4, Y4, 24)-

» Una segunda particula B, al estar obligada a mantener la distancia AB,
vendré definida por dos parametros adicionales (por ejemplo dos dngulos
en esféricas respecto de A: ¢p, Ap).

= Definida la posicion de las dos particulas A y B, una tercera particula C
precisa de un tnico paradmetro mas para definir su posicion, por ejemplo,
el angulo de giro alrededor del eje AB, 0¢.

Cualquier otra particula del sélido tiene ya definida su posicion al estar defi-
nidas A, By C. Por tanto no aportan grados de libertad adicionales.

C (+1gdl)
Figura 1.13: Grados de libertad del
solido rigido. Su movimiento queda
determinado por el del tridngulo ri-
gido ABC, con34+2+1=6 g.d.l.
A (3 gdl) B (+2 g.d.l.)

Asi, el niimero de grados de libertad de un solido rigido es 3 +2 + 1 = 6.
Existen multiples maneras de elegir estos 6 g.d.l., aunque la descomposicion
usual es tomar las tres coordenadas de su centro de masas, y tres angulos o
pardmetros que definan la orientaciéon del sélido, como los angulos de Euler
(se veran en el capitulo 7). Es posible también escoger otros conjuntos de
pardmetros, segin convenga en cada caso. [

EJEMPLO 1.4: Expresar los enlaces de un disco vertical de radio a que rueda
sin deslizar sobre un plano horizontal, de forma que el disco se mantiene vertical
en todo instante, aunque este plano vertical no es fijo y puede rotar libremente
(pivotamiento).

Solucion. Sea el plano horizontal Oxy (figura 1.14). Denominamos (z,y, 2)
a las coordenadas del centro del disco, ¢ al dngulo que forma el eje del disco
(perpendicular al mismo por su centro) con la horizontal, § al angulo que forma
este mismo eje con la direccion Oz del plano horizontal, y ¢ al dngulo girado
por el disco alrededor de su propio eje.
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Figura 1.14: Movimiento de un disco vertical rodando sin deslizar sobre
un plano. La wvelocidad del centro del disco wvertical tiene las componentes
(—pasen, pacosh) sobre las direcciones horizontales x e y.

Los enlaces son cuatro: dos holénomos,

z=a (altura constante del centro del disco),
1 =0 (disco vertical),

y dos no holénomos,

= — pasenf

Uy = pacosh..

En un caso general en que 6(¢) no sea constante, éstas tltimas relaciones
no se pueden integrar, siendo por tanto enlaces anholénomos. El sistema que-
da definido por cuatro parametros (z, y, 0, ¢) y dos ecuaciones de ligadura
independientes, es decir, tiene 6 — 4 = 2 grados de libertad.

En el caso particular en que fuese 6 = cte., el disco rodaria apoyado sobre
una linea recta, dentro de un plano vertical fijo. Tomando el eje Oz segin la
direccion 6§ = 0, resulta pa = —& = & = —pa. La ecuacion es integrable y el
enlace seria anholénomo sélo en apariencia. ]
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lonoma © = —a.

T
Figura 1.15: Disco rodando con 68 = cte; el
\ movimiento equivale al movimiento plano de
( / 14 rodadura sobre una recta, con la ligadura ho-
x

1.3. Principios y teoremas de Newton-Euler

1.3.1. Cantidad de movimiento

Consideramos un sistema formado por un nimero finito de particulas,
{m;, i=1,...N}.

m;

Fj;= —Fj; Figura 1.16: Fuerzas internas centrales entre dos par-

ticulas m; y m; del sistema.

myg

Aplicando el principio de la cantidad de movimiento (2.2 ley de Newton)
a cada particula m; del sistema, siendo F'; la resultante de todas las fuerzas

sobre dicha particula,

d
F; = —(mv;). 1.33
(mv) (1:33)

Descompondremos las fuerzas en internas y externas al sistema:
_ ext int .
F,=F"4+F;";

las fuerzas internas sobre la particula 1, Fﬁ"t, son el resultado de las acciones
del resto de las particulas j # i:

F'" =% Fy,
J#i
donde la nomenclatura F';; indica la accion de m; sobre m;. Por la ley de
accion y reaccion 6 3.2 ley de Newton, F;; = —Fj; (figura 1.16). Asi, al sumar
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las ecuaciones (1.33) para todas las particulas del sistema, las fuerzas internas
se anulan dos a dos, resultando:

N N N d
Zfot—FZZFZ‘j = Z <dm,vl> .
i=1 i=1 i#£j =1 t

=0

Llamando F & Zf\il Fert — Zf\il F; (resultante de fuerzas externas sobre el

sistema), y P aef sz\i1 m;v; (cantidad de movimiento del sistema), resulta la
expresion:

d
F=_P. (1.34)

Expresion que se puede considerar como principio bésico de la dindmica de
sistemas, enunciandose como sigue:

«La derivada respecto del tiempo de la cantidad de movimiento del
sistema es igual a la resultante de las fuerzas exteriores.»

Podemos obtener otra expresiéon equivalente para esta ecuaciéon a partir del
movimiento del centro de masas G. Se define éste como:

N
def D _jmq MiTi

1.35
M ? ( )
Siendo M %' > ; m;, masa total del sistema.

> Figura 1.17: Centro de masas G de un sis-

tema de varias particulas.

rg

Derivando (1.35) se obtiene:

d N N
& [Z miri] = Zmi'vi =P
i=1 i=1

= Mvg, (1.36)
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donde v def drg/dt es la velocidad del centro de masas. Sustituyendo en

(1.34), y llamando ag def d?rg/dt? a la aceleracion del mismo, se llega a:

(137

Este resultado se denomina «teorema del movimiento del centro de masay,
constituyendo una expresion alternativa para la ecuacion (1.34). Se lee de la
siguiente manera:

«Se puede estudiar el movimiento del Centro de Masas G de un
sistema como si fuera una particula, concentrando toda la masa
del sistema, sometida a la resultante de fuerzas exteriores sobre el
sistema.»

Como corolario se puede deducir el teorema de conservacién correspondien-
te:

N N
si F=) F{"=0 = P=)Y mu;=Muvg=cte (1.38)
i=1 i=1

«Si la resultante de las fuerzas exteriores sobre el sistema es nula,
la cantidad de movimiento del sistema se conserva, por lo que el
centro de masas sigue un movimiento rectilineo y uniforme.»

La condicién de conservacion se cumple obviamente para un sistema aislado,
o en cualquier otro que aun sin estar aislado esté sometido a un conjunto de
fuerzas con resultante nula.

1.3.2. Momento cinético

La ecuacion de balance del momento cinético (1.4) aplicada a una particula
m,; del sistema se expresa como:
d

ML = —H, , 1.39
0= (1.39)

i def i def . .
donde My, de riANF;, y Hp, de r;Am;v; (i no sumado). Si sumamos (1.39) pa-
ra todo el sistema, realizando la descomposiciéon habitual entre fuerzas internas

y externas:
F;nt
—

N N N
ZMZ :Z’I"i/\fot—FZ’l"i/\ ZFU (140)
=1 i=1 =1

i#]
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Figura 1.18: Fuerzas internas y externas sobre
dos particulas cualesquiera del sistema.

Admitiremos que se cumple la ley de accién y reaccién con su enunciado
maés fuerte: no sélo son F;; y Fj; iguales y opuestas, sino que supondremos
que son fuerzas centrales, siguiendo la misma recta de accién que une m; con
mj:

rj—ri

def
Fij = Fyj(rij) (rij = |rj —ril). (1.41)

Tij
Entonces, para dos particulas cualesquiera:

r; N\ Fij + 7 A (—Fij) = (’l"i — ’l“j) VAN Fij =0 (i, 7 no sumados)

De esta forma, la suma de los momentos de las fuerzas interiores en (1.40) se
anula, al cancelarse dos a dos los sumandos. Definiendo el momento cinético
del sistema respecto a O:

f .
Hy dé ZHZ = ZT’Z‘ N\ m;v;
i i
y el momento de las fuerzas exteriores respecto de O:

Mo défZMi ZZTi/\FfN
) )

se obtiene finalmente:

d
Mo=—H 1.42
@] dt (@] ( )

Esta expresion, que llamaremos también «ecuacién de balance del momento
cinético», se puede considerar como principio basico de la dinAmica de sistemas,
con el siguiente enunciado:
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«El momento de las fuerzas exteriores de un sistema respecto de un
punto O fijo es igual a la derivada respecto del tiempo del momento
cinético del sistema respecto del mismo punto.»

Como corolario, cuando M = 0, se obtiene el teorema de conservacion
correspondiente:

Mp=0 = Hy=cte. (1.43)

La constancia de H puede ocurrir en los casos siguientes:

— Sistema aislado, sobre el que no acttia ninguna fuerza exterior. El mo-
mento cinético del sistema respecto de cualquier punto se conserva.

— Fuerzas centrales (todas dirigidas hacia un mismo punto fijo), en cuyo ca-
so se conserva el momento cinético respecto del centro de fuerzas, aunque
no necesariamente respecto de otros puntos distintos.

En lo anterior se ha admitido que las fuerzas internas son todas centra-
les (1.41). Las interacciones de tipo gravitatorio o electrostatico cumplen muy
aproximadamente esta condicién, pero otro tipo de fuerzas como las electro-
dindmicas no la cumplen necesariamente. De hecho, en sistemas con cargas
eléctricas moviles, se puede violar la ley de accién y reaccién, tanto en su
enunciado fuerte (fuerzas centrales) como en su enunciado mas débil. En el ca-
so de un solido las interacciones entre particulas se deben a fuerzas de contacto,
de naturaleza compleja, que tampoco resulta evidente que deban ser centrales.
Sin embargo, en los casos en los que existan fuerzas internas del tipo mencio-
nado, generalmente se puede encontrar una generalizaciéon de P 6 de Hp que
verifica los teoremas de conservaciéon enunciados. Por lo tanto, en lo que sigue
supondremos que, independientemente de la naturaleza de las fuerzas internas,
se verifica el principio del momento cinético expresado por (1.42). Puesto que
esta afirmacion se postula como base de partida, es méas apropiado referirse a
ella como «principio» que como «teoremay.

Conviene realizar una aclaraciéon importante, previniendo del grave error
que resultaria de confundir en (1.42) la resultante de los momentos, Mo =
> ri/\Ff“, con el momento de la resultante, que si suponemos a ésta aplicada
en G, serfa g A (3, F§*™') # Mo. De caer en esta confusion, se llegarfa a
contradicciones tan graves como que un sistema sometido a un par de fuerzas
(que tiene resultante nula) no se moveria.
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1.3.3. Energia cinética

La ecuaciéon de la energia cinética (1.6) aplicada a cada particula m; ex-

presa:
Z

aw; ¥ F;odr; =d ( 2) (¢ no sumado)

Al igual que en los casos anteriores, para obtener las magnitudes cinéticas del
sistema conjunto, sumamos para todas las particulas del mismo:

aw &t ZF dr; = ZF (eat) drﬁ—ZZF” dr; ,

(]
dWwezt dwint

Tdefz mlv2 = dI'=d

obteniéndose finalmente:

dT =dW

En las ecuaciones de la cantidad de movimiento (1.34) y del momento
cinético (1.42), el efecto de las fuerzas interiores desaparecia al sumar para
todo el sistema. Sin embargo, en un caso general el trabajo debido a las fuerzas
interiores no se anula:

dw™t £ .
Merece la pena analizar de forma detallada el trabajo de las fuerzas interio-
res para comprender mejor el significado de la observaciéon anterior. Sean dos
particulas cualesquiera del sistema, m; y mj, situadas inicialmente en A y B
(figura 1.19). Suponemos que al cabo de un movimiento elemental arbitrario
estan situadas en dos puntos cualesquiera A’ y B’. Podemos descomponer el
movimiento elemental total en:

1. Traslacion (T) pasando A a A’y B a B”:
drl = dr?
dwT = Fy; - dr!l + (—Fy;) - dr!

7

=0

2. Rotacion (R) alrededor de A’, en el plano definido por A’B”B’, quedando
fijo m; y pasando m; a B"":

drf” =dtQ A (rj — 1) ; drf =0

)

AWR = Fj - drf = Fji - [AtQA (rj — ;)] =0

donde se ha supuesto que F; lleva la direccion de (r; — r;), es decir, se
trata de fuerzas centrales.
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m;
(1)
poy:l Figura 1.19: Descomposicion
F de un movimiento elemental
. @/ ij general en traslacion, rotacion
Z._ (R) y estiramiento.
A/ B/ (E) B///

3. Estiramiento (E), quedando fija m; y pasando finalmente m; a B':

E E

dW? = Fj;-drf #£0.

En resumen, los movimientos de traslaciéon y rotacién son movimientos de
solido rigido y no producen trabajo de las fuerzas interiores. Por el contrario,
las deformaciones internas (distorsiones o estiramientos), que no corresponden
a movimientos de so6lido rigido, si producen un trabajo neto de las fuerzas
interiores.

En definitiva, se puede escribir:

dT = dW = dw™* 4 dweet (1.44)

«La variacién de la energia cinética conjunta de un sistema es igual
al trabajo realizado por las fuerzas, tanto internas como externas.»

La consideracion del trabajo de las fuerzas interiores es imprescindible para
el calculo de estructuras y la mecanica de los medios continuos deformables, en
los que la deformacion viene gobernada por la energia interna de deformaciéon
acumulada. Los métodos y teoremas energéticos proporcionan algunos de los
procedimientos mas potentes de célculo en este caso.

Si todas las fuerzas (tanto externas como internas) provienen de un poten-
cial independiente del tiempo, se verificara:

dW =Y F;-dr;=-dV,

7
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deduciéndose entonces de (1.44) el teorema de conservacion de la energia:

AT +dV =0 = |[E=T+V =cte. (1.45)

Conviene recalcar que en esta ecuacion la energia potencial V' corresponde al la
Energia Potencial Total, derivindose de ella tanto las fuerzas interiores como
las exteriores. Como ejemplo, en el caso de las estructuras o de los medios
elasticos deformables, V' debe incluir tanto el potencial de las cargas externas
aplicadas como la energia de deformaciéon debida a las fuerzas interiores.

Si las fuerzas internas en el sistema son centrales en el sentido de (1.41),
necessariamente provienen de un potencial:

Vij(rij) = —/Fij(ﬂ) dp;
oVi;j
8ri '
Es posible demostrar en este caso que el potencial conjunto de las fuerzas

interiores es .
VRt =3"N " (1.47)

i g>i

Fij=— (1.46)

(La limitacion j > ¢ sirve para no sumar dos veces el potencial de interaccion
entre cada dos particulas.) De esta forma la ecuacion (1.44) se convierte en

d(T + Vint) — dWeXt.

En este caso, si se trata de un sistema aislado se verificaria

B =T+ V™ =cte.| (1.48)

EJEMPLO 1.5: Potencial de fuerzas internas de un sistema de particulas dis-
cretas, con atraccién lineal en funcién de la distancia entre cada dos particulas.

Solucion. Se trata de fuerzas anélogas a resortes lineales ideales interpuestos
entre cada dos particulas, siguiendo el esquema de fuerzas centrales. Suponien-
do en primer lugar que la constante de todos estos resortes es la misma, el
potencial de uno de ellos es

L,
Vij = 5"77’@‘ )
siendo r;; la distancia entre la pareja de puntos (i, 7). Teniendo en cuenta que
0rij/0r; = —ryj/rij, la fuerza ejercida sobre ¢ por j se obtiene siguiendo (1.46):
oV
F;: Z? = k’l“ij
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La energia potencial total para todo el sistema, segin (1.47), es

yint — Z Z %k‘r% .

i j>i

Un caso particular seria aquél en que las constantes de atraccion entre cada
dos particulas son proporcionales al producto de las masas,

Fz‘j = am;m;ri; .
Sumando todas las fuerzas internas sobre una particula dada,

F; = Z amimj(rj — 1) = am;M(rg — ;)
J#i

siendo M = )", my, la masa total. Se obtiene por tanto una fuerza de atraccion
de cada particula hacia el centro de masas del conjunto. El movimiento de cada
particula relativo a dicho centro de masas serfa una 6rbita eliptica con centro
en él. Es trivial comprobar que la suma de todas las fuerzas interiores dadas
por la anterior expresion se anula. ]

1.4. El sistema de referencia del centro de masas

El sistema del centro de masas (SCM) se define como un sistema de referen-
cia cuyo origen esta en el centro de masas G y que no experimenta rotaciéon. Si
se caracteriza mediante un triedro de coordenadas cartesianas, las direcciones
de las mismas seran fijas y paralelas al sistema inercial de partida (figura 1.20).

Figura 1.20: El sistema de referencia del
centro de masas (SCM), con origen en G
y ejes paralelos al sistema inercial (I).
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Las expresiones de posicién, velocidad y aceleracion relativos al SCM son
respectivamente

p=T—Tg,
V=7v—7qg,

a=a-—ag.

Para obtener v y a en estas expresiones, se ha derivado directamente de manera
sucesiva la expresion de p, sin resultar necesario emplear el término comple-
mentario de derivacion € A p establecido en la ecuacion (1.25). Esto se debe
a que por su definicion el SCM no gira (2 = 0) anulandose entonces dicho
término.

Sin embargo, debe quedar claro que, aunque el SCM no gire, en un caso
general puede tener aceleracion de traslacion (ag # 0), y que por lo tanto, no se
trata de un sistema inercial'?. A pesar de esto, su uso posee ventajas notables,
ya que como veremos a continuacion, se siguen cumpliendo los principios del
momento cinético y de la energia cinética, exactamente como si se tratase de
un sistema inercial. El principio de la cantidad de movimiento queda reducido
a una igualdad trivial.

1.4.1. Cantidad de movimiento

En el SCM, la expresion de la cantidad de movimiento P es:

PSCM déf Zmiui = Zmivi — (Zml> Vg = 0,

donde se ha empleado (1.36). Asi, resulta la expresion trivial:

1.4.2. Momento cinético

El momento cinético en un punto cualquiera () viene dado por la expresion

HQ:Ho—i-P/\’I“Q:Ho—’I’Q/\(M’Ug). (1.49)

12Una excepcion a esto seria el caso de un sistema aislado, en el que G se mueve con
velocidad rectilinea y uniforme, ver ecuacion (1.38).
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Aplicando esta ecuacion al centro de masas G:
Ho=Hp—rg N Mvg. (1.50)

Conviene resaltar que en esta expresion del momento cinético se emplean ve-
locidades absolutas.

Sin embargo, para calcular el momento cinético relativo al SCM, ademas
de tomar momentos respecto de G, debemos emplear también las velocidades
v; relativas al SCM:

def
H%CM = Z(r, —rg) Ami(v; —vg)
[
= Z’l"i /\’ITLZ"UZ‘—ZT‘Z' ANm;vg —rag /\Zmivi—l—'rg AN Mvg

HO TcAMUg TcAMUg

=Hp—rgNMvog.

Observamos pues que ambas expresiones resultan ser idénticas: H gCM =Hg.
Por tanto, a la hora de tomar momentos en GG, no nos preocuparemos de este
aspecto y escribiremos simplemente H . Conviene advertir que esto no sucede
en otros puntos distintos de G.

Derivando (1.50) respecto del tiempo:

d d
EHG: &Ho—’vg/\MUG'—TG'/\MaG =Mp—rgAF
—_— —~—
=0 F
pero
Mg—Z(Ti—Tg)/\fot:Mo—Tg/\ (ZFfJCt) ,
7 7
F
luego:
d
QHG:MG (1.51)

Es decir, se verifica la ecuacion del Momento Cinético (1.42) respecto del origen
G del SCM, exactamente igual que si fuese inercial.

Por lo tanto, continuando con la discusion realizada al final del apartado
1.3.2, para aplicar la ecuacion de balance del momento cinético (1.42), se debe
tomar momentos bien respecto de un punto fijo O, o bien respecto del centro
de masas G del sistema; En este tltimo caso, las velocidades pueden ser las
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absolutas respecto de un sistema inercial, o las relativas al SCM, ya que segin
hemos visto ambas dan idéntico resultado.

Por el contrario, si empleamos un punto () cualquiera, que no coincida
necesariamente con G ni sea fijo, derivando la formula (1.49) resulta:

d d
aHQ = &(HO —TQ/\Mvg) =Moo —’I“Q/\MCLG —UQ/\M’UG
M,
Es decir: q
&HQZMQ—’UQ/\M’Ug. (1.52)

Es necesario pues anadir un término complementario vg A Mwv¢g respecto de
las ecuaciones (1.42) 6 (1.51). Por tanto, si se toman momentos respecto de
otro punto @, solo se verificara la ecuacion de balance del momento cinético
(1.42) cuando se cumpla una de las condiciones siguientes:

» siel punto @ tiene velocidad nula, vg = 0;

= si el punto @ coincide con G, o por lo menos, su velocidad es paralela a
la de G: vg || vg.

Como resultado de la discusién anterior se extrae una recomendacion im-
portante a efectos practicos:

no conviene nunca aplicar la ecuacién del momento cinético (1.42)
en puntos que no sean bien fijos, bien el centro de masas.

La razoén es que los términos correctores que habria que manejar en otro caso
no tienen una interpretacion fisica clara, siendo muy facil que den lugar a
confusiones.

A estos efectos es importante destacar que no es lo mismo un punto fijo
que un punto que tenga velocidad nula en un instante (en este dltimo caso el
punto puede tener aceleracién no nula en cuyo caso no es valido para aplicar
la ecuacion del momento cinético). Otra posible fuente de error es confundir
la velocidad de un punto definido por un criterio geométrico (velocidad de
«sucesiony ), con la velocidad del punto del solido que coincide con él en un
instante dado'?.

3Esto ultimo ocurre a menudo cuando se toman momentos respecto del punto de contacto
de dos solidos, como en la rodadura de un disco sobre una recta. El punto de contacto entre
ambos se traslada sobre la recta al rodar el disco, por lo que su velocidad no es nula; sin
embargo, es el centro instantdneo de rotacién en cada instante, por lo que la velocidad del
punto del disco situado sobre él en cada instante si serd nula. Por ejemplo, para un sé6lido
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1.4.3. Energia cinética

Calculamos primero la relacién entre las medidas de la energia cinética T
(absoluta) y T9¢M (relativa al SCM):

1 1
T = Z §m“’i2 = gmi(ve +vi) - (va +vi)
K]

= Z %mluf + Z miV; | g + Z %mﬂ%‘ )

defrrsom =0

es decir:

1
T= in%; 4 T5CM (Teorema de Kdnig) (1.53)

La energia cinética del sistema se puede descomponer por tanto en la suma
de la de una particula con toda la masa M que se moviera con G, mas la
energia cinética relativa al SCM. El primer sumando se puede interpretar como
el debido al movimiento de traslaciéon del sistema, mientras que el segundo
corresponde al movimiento relativo al centro de masa.

Si se calculase lo mismo respecto a otro sistema basado en otro punto
distinto del CDM @ # G, la expresién anterior no seria vélida, siendo necesarios
términos adicionales'?. Volvemos a advertir al igual que ya se hizo para el
momento cinético, para evitar posibles errores en la aplicacion del teorema de
Konig, de la inconveniencia de aplicar esta ultima reduccién a un punto @
distinto de G.

Tomando una variacién elemental (diferencial) de T°¢M

dT5CM — z:mZ (a;dt) - v; = Zmzaz dp;

Pero:
F; =m;a; = mi(a; +ag) = mia; =F; —m;aq,

luego
AT¥M =3 F;-dp, — (3 midp,)-ag =Y Fi-dp; .
=0 d:edeSCM

plano que rueda sin deslizar sobre una recta, el momento cinético relativo al punto del s6lido

que estd sobre el centro de rodadura es Hg = If2, siendo Ig el momento de inercia. No se

cumple, salvo en algunos casos particulares, la ecuacion Mg = (d/dt)Hg = I, por ser Q

un punto cuya velocidad es instantaneamente nula pero que tiene aceleraciéon no nula
Mvyease Curso de Mecdnica, J.M. Goicolea 2010, apartado 6.3.3.
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Por lo tanto

ATSCM —_ qySCM

es decir, se cumple también la ecuacion de la energia cinética (1.44) en el
sistema del centro de masa, a pesar de que no sea inercial.

1.4.4. Aplicacion: sélidos rigidos con movimiento plano

Como aplicacion de los teoremas generales expuestos arriba, resumimos a
continuacién los resultados principales para el caso concreto de sélidos rigidos
con movimiento plano. No se pretende una exposiciéon rigurosa ni detallada de
este tema, que se considera ya conocido a partir de cursos anteriores.

Se entiende por so6lido rigido un sistema en el que la configuracion relativa
de todas sus particulas no sufre variacion, no se producen distorsiones ni cambio
de distancia entre las particulas del mismo. La condicién de movimiento plano
indica que las velocidades de todos los puntos pertenecen a un plano dado II, es
decir son perpendiculares a una determinada direccion k fija (la normal a IT).
El plano del movimiento se puede caracterizar por las coordenadas cartesianas
(z,y), o bien los versores de la base (¢,7) (que forman un triedro a derechas
conk =1A}.

Ademas el solido estara constituido en el caso méas general por una masa
distribuida a lo largo de un cierto dominio B C R3, con densidad maésica
p por unidad de volumen. Considerando la seccion B de B por el plano del
movimiento, es posible también definir una densidad mésica por unidad de
area, que llamaremos p para diferenciarla de la volumétrica:

dm = pdV = pdA.

Asi, la masa del sélido sera

M = /ﬁdA. (1.54)
B
El centro de masas se obtiene mediante
1
= — od A . 1.55
Y i
Magnitudes cinéticas
Cantidad de movimiento.— Se expresa de la misma manera que un sis-
tema general:
P, =Mzg

P:/vﬁdA:MvG = (1.56)
B
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Momento cinético.— Para expresar el momento cinético debemos intro-
ducir una nueva magnitud definida por la geometria de masas del solido, el
momento de inercia respecto de un punto'® O:

IO:/rzﬁdA, (1.57)
B

donde las distancias r estan medidas respecto al punto O en el que se toman
momentos. Dada la constancia de la geometria de masas de un sélido rigido,
el momento de inercia respecto a un punto dado del mismo es una constante.
El teorema de Steiner permite relacionar el momento de inercia respecto a un
punto cualquiera con el que corresponde al centro de masas:

Ip = I + MOG” . (1.58)

Consideramos en primer lugar el momento cinético respecto de un punto
con velocidad nula, que se toma como origen de coordenadas. La expresiéon es

HO:/rAvﬁdA. (1.59)
B
Teniendo en cuenta que v = Qk A r, la integral resulta
Ho = (/ r? pdA) Qk . (1.60)
B

Puesto que tanto el vector momento cinético como la velocidad angular nece-
sariamente llevan la direccién del versor k normal al plano, se puede prescindir
del mismo en las expresiones. Empleando la definicién del momento de inercia

(1.57) resulta
(o)

Tomando ahora para un caso general el momento respecto a G:

ng/(rrg)/\vﬁdA:/r/\vﬁdA[rg/\'u,ﬁdA
B B B

=Hop—rgA\Mvg =100k —rgNMQkATrg)
= (Io — Mr%)Qk; (1.62)

y teniendo en cuenta el teorema de Steiner (1.58),

Hg = HSM = 149, (1.63)

5Estrictamente hablando, serfa el momento de inercia respecto de un eje perpendicular
al plano que pasa por el punto dado.
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Energia cinética.— Consideramos en primer lugar el caso en que el origen
O tenga velocidad nula:

1 1 1
T:/v2ﬁdA:/(Qr)2;3dA = |T = -1o0%. (1.64)
B2 B2 2

En el caso general, haciendo uso del teorema de Konig (1.53), y teniendo
en cuenta que T9M = %Igm,

1 1
T = iné + 51’@92. (1.65)

Ecuaciones de la dinamica

Balance de cantidad de movimiento.— Las ecuaciones son las mismas
que en el caso general:

F, =Mz
F=Maz & | ° ¢ (1.66)
Fy = Mja
Balance de momento cinético.— En el caso en que O sea un punto fijo'°

las ecuaciones de balance resultan directamente de derivar 1.61,

Mo = Iof.l. (1.67)

En un caso general se puede derivar el momento cinético respecto a G

(1.63):

Mg = I5). (1.68)

Esta ultima expresion es de validez general, siendo posible emplearla en cual-
quier caso, con independencia de que exista o no un punto fijo.

Las tres ecuaciones (1.66)1, (1.66)2 y (1.68) se denominan ecuaciones car-
dinales de la dindmica, siendo necesarias y suficientes para determinar en un
caso general la dinamica de los tres grados de libertad del sélido en movimiento

plano (z¢,ya,0).

16Es importante remarcar la condiciéon de punto fijo en O, no bastando con que la velocidad
instantanea sea nula. Por ejemplo, en un punto de rodadura no es posible tomar momentos
en un caso general, ya que el punto O de rodadura varia con el movimiento, el momento
de inercia Ip no corresponderia a lo largo del tiempo al mismo punto material y por tanto,
salvo casos particulares, tendra derivada no nula.
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EjEMPLO 1.6: Un semidisco homogéneo de masa M y radio R se mueve en un
plano vertical fijo, rodando sin deslizar sobre una recta horizontal. Se pide:
a. Si el semidisco esta en un instante determinado con su didmetro de borde
vertical y con velocidad de rotacion 2 (figura 1.21), obtener la aceleracion
angular © y la reaccion de la recta en el punto de contacto.

b. Mismas cuestiones, pero ahora para el semidisco en una posicién genérica
definida por el angulo 6 (figura 1.21).

Figura 1.21: Ejemplo 1.6 . Configuracion con didmetro de borde vertical y con-
figuracion genérica, definida por el dngulo 6.

Solucion.

a.— Se trata de un sistema rigido y plano, que se puede resolver de forma
general mediante las ecuaciones cardinales de la dinamica, que en este caso son
tres (dos del balance de cantidad de movimiento y una del momento cinético
en (). La condicion de rodadura restringe dos grados de libertad, por lo que el
movimiento tiene un s6lo grado de libertad, aunque ademas debemos considerar
las incognitas de las componentes de la reaccion en la recta (H, V).

En primer lugar, aplicando el teorema de Guldin calculamos la posicion del
centro de masas:

— 4R

1 4
2 — 2 = — 3 = = —.
md <27rR ) 37TR = d=0G 3
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Las ecuaciones de la dindmica las aplicaremos tomando momentos en G, por lo
que calculamos el momento de inercia en este punto. (Obsérvese que el punto
de rodadura C' no es un punto fijo, por lo que en general no es valido tomar
momentos en él, aunque la tentaciéon es fuerte ya que las reacciones incognita
no dan momentos en este punto.)

1 1 16
Ip==-MR% Io=1p—Md*=|=>—— ) MR?
0=75 i ta=l1o (2 97r2)

Mediante un anélisis elemental del campo de aceleraciones resulta:
io=—RO; §o=0;

. 4R . 4R

ig=—RO+—0% jgi=——

3w 3

Ya podemos escribir las ecuaciones cardinales de la dindmica. En primer lugar,
las de balance de cantidad de movimiento:

i

. AR.
H=DMic=M (—Re + 3R92> : (1.69)
T
4R .
V—Mg:Mg'jgz—M%H. (1.70)
La ecuacion del momento cinético es:
4R .. 1 16 ..
H —=Is0=(=—-—)MR?. 1.71
R+V37r a <2 97r2> R (1.71)

Entre las tres ecuaciones (1.69), (1.70) y (1.71) se despeja para obtener el
resultado pedido:

6 8 (2+92);

“ o \R
4 .
H=——M(2g — R§?); (1.72)
9
2 .

Puede comprobarse que, de haber tomado momentos en el punto de rodadura
C, los resultados habrian sido distintos (e incorrectos).

b.— En este caso (figura 1.21), las componentes de la aceleracion de G
son:

. 4R . AR ..
g = —RO — —Rg? sen 6 + —RHCOSH
3 3T
4R .

AR ..
i = —6° cos 6 + j@sen&
3 3

(1.73)
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Las ecuaciones cardinales de la dindmica, tomando momentos en G, resultan:

H=M —Ré—ﬁﬁqsenﬁ—i—ﬁéwsﬁ
3 3w
AR . AR .
V-Mg=M —R€2cos€+£986n9
3T 3T

AR AR 116 .
H(R—37[_COSG>—V37TS61'19—(2—97T2>MR6
(1.74)

Con algo méas de trabajo podemos despejar de estas tres ecuaciones los resul-
tados buscados:

i _8(g/R + 62) sen 0
N 91 — 16 cos 6
- %M (6gm — 3RO*1 + 8RH? cos § — 8g cos B) sen b (1.75)
3 (9 — 16 cos @)
1 —32gsen?d + 36w RH? cos § — 32RO?(1 + cos? 6)
=Mg+-M
v g+ 3 (97 — 16 cos )
Como comprobacion, podemos ver que al particularizar § = —7/2 en estas
expresiones se obtienen las mismas del caso anterior (1.72). O

EJEMPLO 1.7: Sea un sistema binario constituido por dos particulas de masas
m1 y mg que se atraen con una fuerza central proporcional a su distancia s,
es decir, F' = —ks. Ademés, el conjunto se halla sujeto al campo gravitatorio
simplificado terrestre. Se pide:

a. Obtener la expresion de la energia (potencial mas cinética) del conjunto
en funcion exclusivamente de las coordenadas de su C.D.M. (zq,yq),
su distancia (s), y el angulo () que forma el segmento mj msy con una
direccion fija.

b. Misma cuestién con la cantidad de movimiento y el momento cinético.

c. Obtener las integrales primeras del movimiento para las coordenadas
anteriores.

d. Obtener la ecuacion diferencial de 2.° orden del movimiento en funcién
exclusivamente de la coordenada s.

e. Tomando ahora como coordenadas las cartesianas absolutas de la parti-
cula my que llamaremos (r;,7y) y las relativas de ma que denominaremos
(52, 8y), obtener las ecuaciones de la dindmica y comprobar que las tra-
yectorias relativas de cada particula respecto de la otra son elipses.

Solucion.
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Figura 1.22: Ejemplo 1.7;

a.— Al tratarse de fuerzas centrales el movimiento es plano y sélo se
necesita estudiar la configuracion dentro de un plano zy fijo, con los pardmetros
indicados en el enunciado (z¢g, yg, s, p)-

Establecemos unos parametros auxiliares (s, s2) que definen las distancias
de las particulas respecto al centro de masas G (figura 1.22). Aplicando la
definicién de centro de masas se tienen las relaciones

ma m1

= ————5,; = ——s5. 1.76
o1 ml—l—mgs 52 ml—l—mgs ( )

Aplicando el teorema de Konig (1.53), la energia cinética es

1 . . 1 . : 1 . .
T = 5 (my+ma) (@& + &) + 5ma(3T + s1¢%) + 5ma(33 + s5¢7);

teniendo en cuenta las expresiones (1.76), y llamando

M = (m1 +mg2) (masa total) ;
mi11ms9

= — masa equivalente) ,
e q )
se llega a:
1 1
T = M@ + &) + 5u(s* + 5°7). (1.77)

Por otra parte, la energia potencial es
L 9
V= 514:3 + Mgyc .
Por lo tanto la energia total resulta

1 1 1
E=T+V = 5M(:'c%; +92) + iu(sﬁ + 529%) + 51%3 + Mgye.  (1.78)



Aptdo. 1.4. El sistema de referencia del centro de masas 63

b.— La cantidad de movimiento resulta trivialmente
P=(Mig, Myg). (1.79)

El movimiento es plano, por lo que el momento cinético puede caracterizarse
por el valor escalar Heg:

Hg = mls%gb + mgsggb,
y aplicando las expresiones (1.76) se llega a

Hg = ps’p. (1.80)

c— Las fuerzas aplicadas son o bien centrales (atraccion elastica) o pa-
ralelas (gravedad simplificada), por lo que el momento de las mismas en G se
anula, de donde se deduce la constancia del momento cinético:

Mg=0 = s’¢p=C (cte) (1.81)

Por otra parte, todas las fuerzas son conservativas, por lo que se conserva
la energia total, dada por la ecuacion (1.78). Dentro de esta ecuacién podemos
dividir la energia en dos componentes, una correspondiente al movimiento del
C.D.M. y otra al movimiento relativo:

1 1 1
E = §M(m'(2; +92) + Mgyg + iﬂ(f + 52¢%) + 5/@32 o (cte)  (1.82)

El E2

La energia Fy del C.D.M. corresponde a un movimiento parabélico y es cons-

tante: d )
L O NLE Y 10 S Vi i Mgie =0
g B = oM Qic de +2c j )+ Mgyc
=0 =—g
por tanto podemos establecer como integral primera la constancia de la energia

F5 del movimiento relativo:
1 1
Ey=FE—F, = 5#(52 + 5%¢?) + 5]682 (cte.) (1.83)

Empleando la otra integral primera (1.81) se puede eliminar ¢ para obtener
finalmente

1 (., CP 1,
E, = Sk <s + 32) + §ks (cte.) (1.84)
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d.— La aceleracion radial en coordenadas polares, expresada en funcion
de la constante de areas (1.81), vale:

02
as=§—sp* =§— — (1.85)
S

Podemos obtener una ecuacion diferencial de 2.° orden a partir de la ecuaciéon
de la dinamica radial:

F(r)=pas = p (s - f;) — —ks. (1.86)

Esta misma expresion se puede obtener derivando la ecuacién que expresa la
constante de la energia (1.84).

e.— Con los parametros dados (1, ry, Sz, Sy) se pueden plantear las ecua-
ciones fundamentales de la dindmica para cada masa y cada direcciéon:

My = ksg;

mity = —mig + ksy ; (187)
ma(iy + 8z) = —ksSy; '
ma(iy + 8y) = —mag — ks, .

Mediante las ecuaciones (1.87); y (1.87)3 se puede elminar #,. Analogamente,
mediante (1.87)2 y (1.87)4 se elimina #,. De esta manera se obtienen las dos
ecuaciones reducidas siguientes:

Wiy +ksy =0;  psy +ksy =0. (1.88)
Las soluciones generales de las ecuaciones anteriores son
sz (t) = Asen(wot + ¢5);  sy(t) = Bsen(wot + ¢y) ,

siendo wg = \/k/py A, B, ¢, ¢y constantes que dependeran de las condiciones
iniciales. Estas ecuaciones definen paramétricamente una elipse. Por tanto, las
trayectorias relativas de cada masa respecto de la otra son elipses. ]

1.4.5. Constantes del movimiento en sistemas aislados

En un sistema aislado, todas las fuerzas exteriores desaparecen. Resumien-
do los diferentes resultados presentados en apartados anteriores (veanse las
ecuaciones (1.38), (1.37), (1.48), (1.53), (1.51)), es posible establecer 10 inte-
grales o constantes del movimiento:
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P = Muvg = cte. Conserv. cantidad de movimiento
P .
rg(t) — Mt =rg(0) Th. movimiento del C.M.

. 1 ,
E=T+V"™ = iné + T5CM Lyt Conserv. energia

Ho=Hg+rgNP Conserv. momento cinético

(1.89)

Las magnitudes {P, r¢(0), E, Ho} constituyen las diez constantes cla-
sicas del movimiento del sistema de N particulas aislado.

Es posible demostrar!” que estas diez constantes provienen de la invariancia
de las leyes de la mecanica ante las transformaciones mas generales que con-
vierten un sistema inercial en otro inercial, es decir, que mantienen invariantes
las leyes de la mecéanica:

= Rotacion R : r+— v’ = Rr, asociada a la conservacion de Hp. Al ser
R ortogonal'® (RT = R 1), este tensor de rotacion depende solo de tres
parametros.

s Traslacion a: r+— v’ = r + a, asociada a la conservacion de P.

» Transformacion de Galileo'® w : r +— ' = r + wt, asociada al Th. del
movimiento del centro de masa.

» Traslacion de tiempo s : t — t' =t + s, asociada a la conservacion de la
energia F.

Un planteamiento similar se puede realizar a partir de la funciéon Lagrangiana
en dindmica analitica (capitulo refcap:DA).

1.5. Principios basados en trabajos virtuales

Los principios y teoremas generales expuestos en los apartados 1.3 y 1.4
provienen directamente de las leyes de Newton, aunque deben reconocerse tam-
bién algunas contribuciones clave debidas a Euler, como el principio del mo-
mento cinético. Por este motivo los métodos asociados se suelen denominar de
«Newton-Eulery.

Y"Ver p. €j. F. Scheck: Mechanics—from Newton’s Laws to Deterministic Chaos, (2.2 ed.),
Springer-Verlag, Berlin (1990); apartados 1.12 y 1.13

18En el apartado 6.3.3 se discuten las rotaciones rigidas y se analiza la propiedad de
ortogonalidad para las mismas.

19Una version mas simplificada de esta transformacion se present6 en el apartado 0.3.
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En este apartado se presentan los principios y métodos basados en despla-
zamientos o trabajos virtuales. Seria posible postular estos principios bésicos
de manera independiente a los principios de Newton-Euler, pudiendo servir de
base para construir sobre ellos toda la mecénica. A diferencia de las leyes de
Newton, formulan directamente las ecuaciones para la estatica o la dindmica
de manera conjunta para todo un sistema, y no particula a particula, por lo
que revisten un especial interés para el estudio de sistemas de varias particulas.

Comenzaremos por definir el concepto de Desplazamientos virtuales. En un
sistema de IV particulas, se denomina asi a un conjunto de desplazamientos in-
finitesimales arbitrarios de cada particula del sistema, {d7r; (i =1,...N)}. En
contraposicion a los desplazamientos infinitesimales reales, {dr; (i =1,...N)},
los desplazamientos virtuales son una entelequia, que nos servird para formu-
lar el principio de los trabajos virtuales; se trata de desplazamientos ficticios,
inventados, que tienen lugar en un instante dado («congeladoy») de tiempo.
Por el contrario, los desplazamientos infinitesimales reales {dr;} se producen
en el movimiento real, durante un intervalo dt¢, y se pueden expresar como
diferencial de las funciones que definen el movimiento, {r;}.

Aunque en principio {d7;} son completamente arbitrarios (pudiendo violar
incluso los enlaces del sistema), en la practica emplearemos desplazamientos
virtuales compatibles con los enlaces en la mayoria de los casos.

Imaginemos en primer lugar un sistema en equilibrio, condicién que queda
expresada por ©; = 7; =0, (i =1,...N). Al ser la aceleracion nula, la fuerza
total sobre cada particula debe ser nula; descomponiendo ésta como suma de
las fuerzas activas (f;) y reactivas (R;),

Fi:fl-—FRi:O V’i:i,...N. (1.90)

El trabajo virtual realizado por las fuerzas F'; para cualquier conjunto de
desplazamientos virtuales {dr;} es, por tanto, también nulo:

oWESN Fi ;=0 Vo). (1.91)

La equivalencia entre estas dos expresiones funciona también en sentido inverso:
si se verifica la igualdad (1.91), se ha de verificar a su vez (1.90). Para demostrar
esto bastaria ir tomando sucesivos conjuntos de desplazamientos virtuales, con
una tnica componente no nula; la igualdad (1.91) obligaria a la nulidad de la
componente de la fuerza correspondiente; al verificarse esta ecuacion V{dr;},
se deduce que todas las componentes de las fuerzas han de ser nulas.

Por tanto, la ecuacion (1.91), enunciada para {dr; } arbitrarios, es condicion
necesaria y suficiente para el equilibrio.
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Aunque se podria tomar este enunciado, con {dr;} arbitrarios, como ex-
presion del Principio de los Trabajos Virtuales, no se suele hacer asi por la
escasa utilidad que tiene un planteamiento tan general. Es preferible formu-
larlo en funcién de desplazamientos virtuales compatibles, como se describe a
continuacion.

1.5.1. El principio de los trabajos virtuales

Sea un sistema con enlaces lisos (recordamos la definicion realizada en el
apartado 1.2 como aquellos en que las fuerzas de enlace no realizan trabajo
para los desplazamientos permitidos por los enlaces), y un conjunto de despla-
zamientos virtuales {ér;}, compatible con los enlaces. Al expresar el trabajo
virtual, el término de las fuerzas de enlace se anula:

5WZZfi'5ri+ZRi'57’i:O, v{ér;} comp.

—_———

=0
Por tanto el trabajo virtual 0W se puede calcular a partir inicamente de las
fuerzas activas (f;), eliminando las fuerzas reactivas del computo del mismo.
El principio de los trabajos virtuales reza entonces:

“En un sistema material sometido a enlaces lisos, es condicién ne-
cesaria y suficiente para el equilibrio que el trabajo de las fuer-
zas aplicadas para cualquier conjunto de desplazamientos virtuales
compatibles con los enlaces sea nulo:

W = Z fi-or; =0, V{or;} comp.” (1.92)

OBSERVACIONES:

» Es inmediato comprobar que (1.92) se cumple necesariamente si se veri-
fica (1.90), es decir, se trata de una condiciéon necesaria para el equilibrio
en el sentido de Newton. Sin embargo, la suficiencia para garantizar el
equilibrio no se puede deducir directamente, como ocurria en el caso de
{dr;} arbitrarias (1.91).

= Para una fuerza total F'; sobre un punto dado, se verifica que F'; - dr; =
0, Vi (no sumado); sin embargo, para la fuerza activa correspondiente f,
en general es f, - dr; # 0. Es decir, los términos individuales del trabajo
virtual de las fuerzas activas no tienen porqué anularse, aunque la suma
si es siempre nula ()", f; - or; = 0).
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» Las fuerzas activas f, deben incluir tanto las externas como las internas,
que en un caso general si realizan trabajo virtual. Por el contrario, f;
excluyen a las fuerzas de reaccion, que no desarrollan trabajo virtual.

Estas observaciones justifican la consideracion del enunciado anterior (1.92)
como «principioy, que se postula sin necesidad de demostracion. A pesar de
esto conviene mencionar que es posible encontrar algunas demostraciones?’ que
inciden en la equivalencia del principio de los trabajos virtuales con la estatica.

Por ultimo, conviene notar que la ventaja del principio de los trabajos
virtuales es que plantea las condiciones para el equilibrio global del sistema,
sin emplear las reacciones de los enlaces lisos, que no hace falta calcular en
ningin momento.

También pueden tratarse problemas con enlaces no lisos, agregando a la
expresion (1.92) el trabajo virtual correspondiente a las reacciones de los en-
laces no lisos, como si se tratase de fuerzas activas. Dicho de otra forma, las
dnicas fuerzas de reaccién que se eliminan de la expresion general del trabajo
virtual son las de los enlaces lisos.

1.5.2. El principio de D’Alembert

Este principio extiende el de los trabajos virtuales a la dindmica. Partimos
para ello de la segunda ley de Newton para una particula cualquiera del sistema:

F‘Z:TI%’I“Z ViZI,...N.

Pasando las «fuerzas de inercia» (—m;#;) al lado izquierdo del signo igual,
resulta una expresion del «equilibrio dinamico», analoga a (1.90):

Aplicamos ahora el principio de los trabajos virtuales al sistema de fuerzas nulo
F; —m;7;, anuldndose, al igual que antes, el trabajo de las fuerzas de reaccion,
bajo la hipoétesis de enlaces lisos. Resulta entonces el enunciado siguiente del
Principio de D’Alembert:

“En un sistema material sometido a enlaces lisos, la evolucién di-
namica del sistema esta determinada, como condicién necesaria y
suficiente, por la anulacién en todo instante del trabajo de las fuer-
zas aplicadas maés el trabajo de las fuerzas de inercia para cualquier

20por ejemplo, Appell y Dautheville, en «Précis de Mecanique Rationelley
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conjunto de desplazamientos virtuales compatibles con los enlaces:

Z fi-ori— me -or; =0, V{dr;} comp.” (1.94)

—_——
ow

OBSERVACIONES:

» Es inmediato comprobar que la condiciéon enunciada (1.94) es necesaria,
a partir de (1.93). Sin embargo, no es sencillo demostrar la suficiencia
con caracter general.

» Para una particula dada sera en general (f; — m;#;) - dr; # 0, es decir
que el sumando individual del trabajo virtual no se anula necesariamente,
aunque la suma extendida a todo el sistema si se anula siempre.

= Aplica la misma observacion realizada arriba para el P.T.V. sobre la
naturaleza de las fuerzas f,.

En consecuencia, el principio de D’Alembert (1.94) debe considerarse como
un principio béasico de la dindamica, alternativo a las leyes de Newton y a los
principios de Newton-Euler para dinamica de sistemas. Como caso particular,
el Principio de D’Alembert da lugar al Principio de los Trabajos Virtuales.

Aligual que en el principio de los trabajos virtuales, el principio de D’ Alembert
permite expresar la dinamica global del sistema en forma compacta, eliminando
las fuerzas de reacciéon de los enlaces lisos.

Cuando lo que se busca es precisamente calcular el valor de alguna reaccion,
es posible realizarlo mediante trabajos virtuales empleando un truco. Para ello,
se considera este vinculo «liberado» y la fuerza de reaccién como una fuerza
activa normal, que tendria el efecto precisamente del vinculo. esto nos permite
tomar §r; vulnerando el vinculo. De esta manera, la reaccién correspondiente
si realiza trabajo virtual, y la expresion de los trabajos virtuales (1.92) 6 (1.94)
permite calcular al final dicha reaccion.

La importancia de los métodos basados en los trabajos virtuales radica en
que permiten obtener formulaciones practicas muy generales para la estatica o
la dindmica de sistemas con varias particulas (ecuaciones de Lagrange, apar-
tado 2.2). Asimismo son la base de métodos numéricos, muy extendidos en
la practica, para la resoluciéon de problemas con numerosos grados de liber-
tad, como el método de los elementos finitos. Estos métodos son de una gran
importancia en la mecanica computacional y en el calculo de las estructuras.
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EJEMPLO 1.8: El sistema de la figura consta de dos poleas, una A fija, de la que
cuelga una masa m3 y por el otro lado otra polea B. A su vez de esta segunda
polea cuelgan dos masas mg y mgs. Los hilos son inextensibles y las poleas
lisas y sin inercia. Obtener las ecuaciones de la dinamica aplicando el principio
de D’Alembert y las aceleraciones de cada una de las masas. (Problema de
Poggendorf.)

Figura 1.23: Ejemplo 1.8; Problema de
Poggendorf.

mo

Solucion. Para definir el sistema se puede emplear la coordenada (absoluta)
x, medida en sentido descendente y a partir de una posiciéon dada de cada
uno de los elementos: (1,2, 3, 2p). Asi en principio el sistema tiene cuatro
parametros, aunque estos se encuentran ligados por dos ecuaciones de ligadura,
por lo que el nimero de grados de libertad es de dos.

Empleando también la coordenada relativa x’, medida a partir de la posi-
cién del centro de la polea B, las ecuaciones de ligadura son:

T1 = —TB;

;o , (1.95)
Ty = —23.
Teniendo en cuenta la definiciéon de las coordenadas relativas:
rh=1x9—xB; Ty=1x3—18, (1.96)

las ecuaciones (1.95) se convierten en la ecuacion de ligadura siguiente en
términos de (z1, z9, x3):

1
xr1 = —5($2+x3). (1.97)
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Esta ecuacion de ligadura nos permitira escribir las ecuaciones en funcion de
las dos coordenadas libres (x1, z2).

La expresion del principio de D’Alembert es:

W = mqygdx1 + megdze + m3gdxs
= m1210x1 + MmoZadxs + m3Zzdrs,
V(dz1,0x2,dx3) compatibles. (1.98)

A partir de la ecuacion de ligadura (1.97) se deducen las siguientes dos expre-
siones inmediatas:

(5.%'3 = —251‘1 — (5332; dfg = —2.’2‘1 — i’g . (1.99)

Empleando estas ecuaciones en (1.98) y agrupando términos, se obtiene:

(m1g — 2m3g)dx1 + (mag — m3g)dxs
= [mlil — 2’171,3(—2:2‘1 — i’g)]&l’l + [mgig — mg(—2i1 — fi’g)]&ﬂz,
V((;.’El, 6:1/‘2) . (1100)

Notese que, al ser libres, no hace falta exigir en la expresiéon anterior ninguna
condiciéon de «compatibilidad con los enlaces» a (dx1,dx2). Particularizando
para los valores (0x; = 1,02 = 0) y (dz1 = 0,dz2 = 1) se obtienen las dos
ecuaciones de la dinamica:

mig — 2msg = mii, — 2mg(—2% — &) ;

. L (1.101)
Mmag — m3g = Mmais — m3(—2i1 — I2)
Despejando de estas ecuaciones el valor de las aceleraciones:

. mimg + mimg — dmgms
xr1 =

mimeo + mims + 4dmsms (1 102)
. —3mims + mimsg + 4dmsmo '
Tro =

mima + mims + 4dmsme
Por tultimo, empleando la expresion (1.99)2 se obtiene la aceleracion de ms:

—3mims + mims + dmsmo

(1.103)

T3 = .
3=9 mimse + mims + 4msgms O
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1.6. Dinamica en sistemas no inerciales.

Las leyes de Newton son validas en los sistemas de referencia denominados
inerciales. Se postula, al formularlas, la existencia al menos de un tal sistema
inercial; por el principio de relatividad de Galileo (apartado 0.3), sabemos
que cualquier otro sistema de referencia que tenga un movimiento uniforme y
rectilineo respecto del primero también sera inercial. En ocasiones llamamos
al sistema inercial «fijo», aunque este adjetivo no se emplea con su significado
estricto, sino como contraposicion al caracter general de un sistema «mévily,
no inercial.

Los sistemas de referencia que posean, bien aceleraciéon lineal de su origen
(ap # 0), bien rotacion (€2 # 0), no seran inerciales. En ellos no se cumplen
las leyes de Newton, por lo que no serd posible, por ejemplo, aplicar a cada
particula la ecuacion F' = ma, si la mediciéon de la aceleracion la realiza un
observador ligado al sistema maévil. Sin embargo, es posible estudiar la dindmica
de estos sistemas aplicando ciertos términos correctores, lo que puede tener
interés practico en algunos casos. De este tema tratamos a continuacion.

1.6.1. Dinamica de la particula

Sea una particula observada desde dos sistemas de referencia distintos:
(S) = (Qzyz), inercial, y (5") = (Ox'y'2’), no inercial:

z
2 P Y
p . y
r Figura 1.24: Coordenadas de la particula en
9) x sistemas de referencia inercial (Qryz) y no
TO inercial (Ox'y'Z").
Q Yy

Recordemos las relaciones entre posicion (1.24), velocidad (1.26) y acelera-
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cion (1.29) en ambos sistemas:

T =70+ p,
U:UO+QAP+Urela
—_——
’Uarr
a:ao—l—Q/\p—i-Q/\(Q/\p)+2ﬂ/\vre1+arel,
e e
aarr cor

donde (r, v, a) son medidas que denominaremos «absolutas» (mas precisa-
mente, relativas a (S5)), mientras que (p, vrel, @rel) son relativas a (S”).

El término de arrastre es el que corresponde al movimiento del sélido ri-
gido, es decir, el que tendria la particula sin movimiento relativo a (S’). En
el campo de velocidades es el tinico término complementario que aparece. En
cambio, para las aceleraciones aparece otro término adicional denominado ace-
leracion de Coriolis. Expresando el principio de la cantidad de movimiento (con
aceleraciones absolutas, por supuesto):

F =ma= m(aarr + Qcor + arel) )

para expresarlo en funcion de las observaciones relativas a (S’) es necesario
pasar los términos complementarios a la izquierda:

F — mayy — MQeor = MAyq - (1.104)

Por tanto, para aplicar la ecuacién de balance del principio, es necesario anadir
a las fuerzas realmente actuantes F' unas fuerzas de inercia ficticias (—maayy)
y (—macor), denominadas fuerzas de arrastre y de Coriolis respectivamente.

Desarrollando su expresion, comprobamos que la fuerza de arrastre es una
funcién de punto, es decir, depende de p ademés de otros parametros que
puedan definir el movimiento del sistema mévil (ap, 2, 2):

Farrdéf—m[aO+QAp—|—Q/\(Q/\p)]

= _mf(pa a0797Q) .

Bajo ciertas condiciones, la fuerza de arrastre se puede expresar como el gra-
diente de un determinado campo escalar y, por tanto, resulta una fuerza con-
servativa. Por ejemplo, si se verifica que €2 = 0,

Fouw = —mlap — Pp+ (- p)Q;

multiplicando escalarmente por dp obtenemos el trabajo elemental de esta
fuerza; si suponemos ademés que ap es constante, comprobamos que es una
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diferencial exacta:

Fa -dp=—mao -dp + mQ2p ~dp — m(ﬂ ’ p)(ﬂ ’ dp)
m m
=d[-maop - p+ 592p2 - E(Q RE

la funciéon potencial de la que deriva es un campo escalar constante, —V (p),
por lo que la fuerza es conservativa:

Farr‘dp:_dV7

siendo ot m m
V(p) = mao-p— EQQpQ + E(Q - p)?.

Por el contrario, la fuerza de Coriolis no tiene una interpretacién clara, al
depender, no sélo de la posicién p, sino también de la velocidad relativa v,.

EJeEMPLO 1.9: El sistema natural para la observacion a escala humana es uno
ligado a la superficie de la tierra. Sin embargo, debido tanto al movimiento
orbital de la tierra como a su rotacién este sistema no es inercial. Se desea
obtener la desviacién de la plomada en relaciéon con la vertical geométrica
dirigida hacia el centro de la esfera terrestre.

Figura 1.25: Triedro ligado a la
superficie de la tierra, en un pun-
to O. La tierra se supone esférica,
con la direccion x hacia el este, la
y hacia el norte, y z segun la ver-
tical ascendente.

Solucion. Un sistema muy aproximadamente inercial seria uno con origen en el
centro del Sol y direcciones de los ejes fijas segin las galaxias més lejanas. Este
sistema es adecuado para observaciones astronémicas. Es posible considerar
también un sistema con origen en el centro de la Tierra y orientacién fija en
relaciéon con las galaxias lejanas. Cometeriamos, respecto al caso anterior, el
error debido a la aceleracion del centro de la Tierra en su movimiento casi
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circular alrededor del Sol, es decir, la aceleracién centripeta. El error cometido
por este término se ve muy aproximadamente compensado por la atraccién
gravitatoria del Sol:

F + Fs = mao + maye ,

donde ap es la aceleracion del centro de la tierra. Fg, &~ maop, por lo que
eliminando estos dos términos queda:

F =~ maye] -

Es decir, si prescindimos de considerar la atracciéon gravitatoria del sol, este
sistema resulta muy aproximadamente inercial.

Sin embargo, para describir movimientos «normales» a escala humana y en
la superficie terrestre, los sistemas anteriores poseen una complejidad a todas
luces excesiva. Es conveniente a menudo considerar un sistema de ejes ligados
a la superficie de la Tierra, que giran con la misma, ademas de acompanarla
en su movimiento de traslacion alrededor del Sol.

Sea una particula estacionaria en relaciéon con la superficie de la tierra,
vre] = 0. La tinica fuerza no inercial es la de arrastre, pues la fuerza de Coriolis
se anula. El vector €2 de rotacion de la Tierra, en funcién de los ejes que hemos
definido es (figura 1.26):

Q = Q(cos A\j + sen \k)

A

j Figura 1.26: Proyecciones de la velocidad de ro-
tacion € sobre las direcciones Oz y Oy situadas
k en el plano del meridiano.

El vector posicion (medido desde el centro de la Tierra) es
r=Rk+p=~ Rk,

restringiéndonos a puntos proximos a la superficie de la Tierra. Esta tiene una
velocidad de rotacion constante en modulo y direccion (en una primera aproxi-
macion), siendo ) = 27/86 164rad/s?!. Teniendo en cuenta que la aceleracién

2'La tierra efecttia una vuelta completa (27) en un dia sidéreo (86 164s). En un dia solar
(86 4005s) la rotacion efectuada es algo mayor que 2w, siendo ésto necesario para volver a
enfrentarse al sol al desplazarse la tierra en su érbita.
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del origen del triedro movil (punto situado en la superficie de la Tierra) es
ap = QA (A RE):
—MAay = —mfap + LA (QA p)]

=-—m[QA (A (Rk+p))] = —m[QA (A RE)]

= —m[(Q - Rk)Q — Q°RK]

=-—mQ? Rcos) (sen\j — cos \k)

—— \ ,
dist. al eje versor perp. eje

Por tanto la plomada seguiré la direccion de una gravedad aparente g’ (figura
1.27) definida como:

g def g — Q2Rcos A(sen \j — cos \k) .

Figura 1.27: Desviacion de la
plomada por efecto de la fuerza
de arrastre (—magyy), obtenién-
dose la «gravedad aparentes g'.

El efecto de modificacion aparente de g, en modulo, es maximo en el Ecua-
dor. Alli, la disminucion de g vale:

or \2 /4 x107
O’R = = 0,03367 2
<86 164) ( on > ’ m/s

Lo que representa alrededor de un 0,3% del valor medio de g = 9,81 m/s.
Fuera del Ecuador, se ve también alterada la direccién de g, no estando dirigida
exactamente hacia el centro de la Tierra, aunque la modificaciéon en médulo es
progresivamente menor. [
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EJEMPLO 1.10: Se desea obtener las ecuaciones de la dindmica debido a los
efectos no inerciales de un sistema de referencia ligado a la superficie de la
tierra.

Solucion. La desviacion principal se produce por efecto de la aceleraciéon de
coriolis. Si el cuerpo estd en movimiento respecto de la superficie terrestre
(vrel # 0) es necesario ademas considerar la fuerza de Coriolis. Hemos visto
antes el efecto de modificacion de la gravedad aparente (g’) por virtud de la
fuerza de arrastre. La ecuacién de la dindmica se puede expresar como:

F
P="—+g —2Q A v
m

En el desarrollo que se realiza a continuacién, admitiremos que el desplaza-
miento sobre la tierra es pequeno, por lo que se mantiene aproximadamente
constante la latitud (M) asi como la direccion de g’, que como hemos visto an-
tes sufre una desviacién muy pequena respecto a g, dependiendo de la latitud.
Tomamos los ejes de forma que k coincida con esta vertical aparente, definida

por g':

i § k
2NV =20 0 cosA senA
Uy Uy vy
= 2Q[(v; cos A — vy sen )i + v sen \j — vy cos k] ; (1.105)

si llamamos a las fuerzas aplicadas por unidad de masa F'/m = X1+ Y j+ Zk,
resultan tres ecuaciones escalares:

=X —2Q(2cos A — gsen\)
j=Y — 2Qisen A (1.106)
Z2=7— g+ 20z cos A

Estas ecuaciones son de aplicacién general para el caso de proyectiles o cuerpos

moéviles de corto alcance, en que son validas las hipotesis realizadas arriba. En
caso contrario seria necesario considerar la variacién de A en el movimiento. [

EJEMPLO 1.11: Deducir las fuerzas inerciales que se producen por el movimien-
to de masas de aire y la circulaciéon atmosférica en zonas de bajas presiones.

Solucion. En una zona de baja presion (lo que los meteordlogos llaman bo-
rrasca) las particulas de aire tienden a desplazarse hacia el punto de presion
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minima, por efecto del gradiente de presion. La velocidad generada por este mo-
vimiento da lugar a una fuerza de inercia de Coriolis, segin la ecuacion (1.105):

Feoor = —2mQ A vy

. . (1.107)
= 2mSQu[sen A sen avd — sen A cos aj + cos A cos ak]

Las componentes horizontales de esta fuerza originan una desviacién consis-
tente hacia la derecha en el sentido del movimiento, siempre que sea sen A > 0,
es decir, en el hemisferio Norte (figura 1.28). Eventualmente, se produce una

Figura 1.28: Fuerza de
Coriolis horizontal de-
bida a la velocidad en
la superficie de la tie-

Foo))n = 2mQusen A(senad — cosa j)  rra (hemisferio Norte).

v=uv(cosai+senay)

«

circulacion estacionaria alrededor del centro de bajas presiones, a modo de
remolino, cuando el gradiente de presiones es contrarrestado por la fuerza de
Coriolis y por la propia fuerza centrifuga del movimiento circular. Este efecto
produce una circulaciéon en sentido antihorario (figura 1.29) en el hemisferio
Norte. En el Sur es sen A < 0, por lo que la circulaciéon de las borrascas sera
en sentido horario. O

Figura 1.29: Lineas isobaras y circulacion del
aire en una borrasca por efecto de la acelera-
cion de Coriolis (hemisferio Norte).

1.6.2. Dinamica de sistemas de varias particulas

Para un sistema formado por un conjunto de particulas, el estudio en una
referencia no inercial debera hacerse aplicando las fuerzas ficticias (1.104) des-
critas en el apartado anterior a cada una de sus particulas. Al ser las expresio-
nes de estas fuerzas lineales en p y vye, parece ldgico esperar que su resultante
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tenga también una expresion sencilla, en funcién del movimiento del centro de
masas G.

Figura 1.30: Sistema de varias particulas
en una referencia no inercial; la posicion
de cada particula es p;.

Supongamos un sistema de N particulas {m;}, siendo:

M d:ef Zml
Mpg o Zmipi
i

La resultante de las fuerzas de arrastre es:

F.. déf — Zmi(aarr)i = —[Mao + Q A Zmzpz + QA (Q A Zmlpl)]

= —[Map+MQAps+MQUA(QAp)],

y la resultante de las fuerzas de Coriolis:

F o, d:ef - Z m; [29 A ('vrel)i] = _[M 2Q A (vG)rel]

(2

Expresiones que resultan de utilidad para aplicar la ecuacién de la cantidad
de movimiento y determinar la posiciéon del centro de masa. Sin embargo, las
expresiones de la ecuaciéon del momento cinético no son lineales en p y, por
tanto, no resultan tan tutiles. Volveremos esto més adelante para el caso del
solido rigido (capitulo 8).
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Dindmica analitica

Indice
2.1. Coordenadas generalizadas . . . . . . ... ... ... 82
2.2. Ecuaciones de Lagrange . .. ... .......... 87
2.2.1. El principio de D’Alembert en coordenadas genera-
lizadas . . . . . . .. Lo 87
2.2.2. Forma bésica de las ecuaciones de Lagrange . . . . . 89

2.2.3. Caso en que las fuerzas provienen de un potencial.
Funcién Lagrangiana . . . . . .. .. ... ... ... 91

2.2.4. Desarrollo explicito de las ecuaciones del movimiento 97

2.2.5. Integrales primeras . . . . . ... .. ... .. ... 99
2.2.6. Sistemas naturales . . . .. ... ... L. 104
2.2.7. Sistemas con ligaduras . . . . .. ... ... ... .. 107

La dindmica analitica comprende una serie de métodos cuya caracteristi-
ca principal es el tratamiento puramente abstracto, analitico, de los sistemas
mecanicos. De esta forma, se separan al maximo las consideraciones fisicas y
geomeétricas necesarias para definir el movimiento, de las puramente matemati-
cas para plantear y solucionar las ecuaciones. Las primeras son necesarias para
formular las coordenadas, enlaces y magnitudes cinéticas de un sistema dado;
una vez realizada definicién de un sistema mediante la adecuada seleccién de
las magnitudes anteriores, los métodos de la mecanica analitica permiten ob-
tener las ecuaciones de la dindmica (o las condiciones de la estatica en su caso)
de forma casi automatica.

81
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El iniciador de estas técnicas fue Joseph Louis Lagrange, a partir de la
publicaciéon de su obra Mécanique Analytique' en 1788. Lagrange introdujo
numerosos conceptos empleados hoy dia en la mecanica y en las matemaéticas:
formul6 las ecuaciones que llevan su nombre para la dindmica; colocd sobre
bases solidas el cilculo de variaciones; fue el inventor de las palabras derivada
y potencial; etc.

Otra figura clave en la mecénica analitica fue William Rowan Hamilton?,
ya en el siglo XIX (1805-1865). En su obra buscé una gran generalidad, desa-
rrollando una teoria por la que el movimiento se puede reducir a la «bisqueda
y diferenciacion de una sola funciéon» (la integral de la accion S). El punto
de vista de Hamilton resulté muy fértil, resultando basico para otros campos
como la mecénica cuéntica, desarrollada posteriormente en el siglo XX.

2.1. Coordenadas generalizadas

Un planteamiento bésico de la mecénica analitica es la descripciéon de los
sistemas mediante «coordenadas generalizadas».

DEFINICION: Se denominan coordenadas generalizadas a un conjunto cual-
quiera de parametros {q;, i = 1,2,...,n}, que sirven para determinar de ma-
nera univoca la configuracion del sistema.

Estos pardmetros en principio pueden ser cualesquiera, sin necesitar ser
homogéneos en cuanto a dimensiones. Por ejemplo, se pueden mezclar longi-
tudes, angulos, etc. Una idea clave, subyacente en la elecciéon de coordenadas
generalizadas, es que éstas pueden englobar en su propia eleccion los enlaces
del sistema (todos o al menos una parte de ellos). De esta forma se consigue
una doble ventaja: por una parte, el niimero de parametros es menor que el
correspondiente directamente a las coordenadas de todas las particulas. Por
otra, el nimero de ecuaciones de enlace se ve igualmente reducido.

Un conjunto de coordenadas {g;} se denomina «librey cuando se pueden
variar de forma independiente entre si; es decir, si las variaciones de las mismas,
{d¢;}, se pueden escoger de forma arbitraria. Caso de que no sea asf, sera porque
existe alguna ligadura que relacione dichas coordenadas, bien de tipo holénomo
o no holénomo.

Cuando las coordenadas generalizadas no sean libres, se debera a que sub-
sisten condiciones de enlace formuladas de manera explicita. Estas se tradu-

LEn ella, Lagrange se vanagloriaba de que no habia ninguna figura, como botén de muestra
de que los métodos propuestos estaban libres de casuistica geométrica o topologica.

2Los métodos de la dindmica hamiltoniana no se tratan en este curso breve, pudiéndose
consultar de forma resumida en Curso de Mecdnica, J.M. Goicolea (2010), capitulo 12.
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cirdn en relaciones entre las ¢; (y también sus derivadas ¢; para enlaces no
holénomos). Debido a estas ligaduras el namero de grados de libertad es en
realidad menor que n. Por el contrario, si las coordenadas son libres, su ntmero
es precisamente el ntiimero de grados de libertad del sistema.

Por ejemplo, en el sistema plano rigido de la figura 2.1, al tener una ar-
ticulacion, basta con una unica coordenada angular (n = 1; ¢ = 6). En esta
eleccion ya quedan englobados implicitamente los enlaces, tanto los internos
(ligaduras de solido rigido) como los externos (articulacion). El sistema tiene
un grado de libertad.

Figura 2.1: El movimiento del sdlido arti-
culado de la figura queda descrito por una
unica coordenada generalizada, el dngulo 6.
De esta forma se engloban todos los enla-
ces, tanto internos (ligaduras de sdlido rigi-
do) como externos (rétula cilindrica en O).

Supongamos ahora el caso general de un sistema con un ntmero finito de
particulas (N), sujeto a m ligaduras holénomas y k anholénomas. Sera posible
su descripciéon mediante un conjunto més reducido de n = 3N —m parametros
o coordenadas generalizadas. Esquematicamente:

{mi, i, 7= 1,...,N}
+
m enlaces holénomos

+

k enlaces anholénomos

0

{ms, i=1,...,N}, {qgj, 7=1,...,n}.
+
k enlaces anholénomos

Esta reduccion en el niimero de coordenadas se efectia gracias a la eliminacion
de los m enlaces holénomos, que quedaran implicitos en la elecciéon de las
coordenadas generalizadas. Por el contrario, los k enlaces anholénomos no es
posible eliminarlos, debiendo quedar planteados de forma expresa.



84 Capitulo 2. DINAMICA ANALITICA

Un caso extremo de reducciéon en el namero de coordenadas es el del sélido
rigido. Considerado como un medio continuo, es infinitamente subdivisible, te-
niendo por tanto un nimero infinito de particulas y por tanto de coordenadas.
Sin embargo, recordemos (apartado 1.2) que los enlaces internos del solido (dis-
tancia constante entre dos particulas cualesquiera) permiten reducir el ntimero
de coordenadas generalizadas del sélido a 6.

En general, existiran unas relaciones entre los vectores de posiciéon de cada
particula y las coordenadas generalizadas del tipo:

A los vectores de posicion de cada particula {r;} los denominaremos, por
extension, «coordenadas vectorialesy. Esta claro que éstas son equivalentes a
definir las 3N coordenadas cartesianas correspondientes. Por otra parte, éstas
sblo seran libres para un sistema sin ligadura ninguna; en cualquier otro caso,
no formaran un conjunto libre.

Podra existir dependencia del tiempo en la definicién de las coordenadas
generalizadas (2.1) cuando se hayan tomado sistemas de coordenadas moviles,
o bien cuando haya enlaces moviles.

A partir de las relaciones (2.1), las velocidades se obtienen derivando:

& 87’1' . ari

=Y i
: oq; 7 T ot

(2.2)
j=1

llaméndose por extension «velocidades generalizadas» a los términos ¢; =
dq]'/dt.

EJEMPLO 2.1: Se considera un sistema formado por dos masas puntuales
(my, mg) unidas entre si por un hilo sin masa de longitud ¢, estando m; a
su vez unida a un punto fijo O por un hilo de igual longitud (péndulo doble).
El conjunto se mueve en un plano vertical. Obtener los grados de libertad y
las las coordenadas libres del sistema asi como la expresion de las coordenadas
cartesianas en funcién de ellas.

Solucion. El sistema tiene dos particulas en un plano, cuya configuracién en
principio estaré fijada por sus coordenadas (x1,y1) y (x2,y2). Existen dos en-
laces holénomos que definen la distancia fija £ entre mq y O y entre mo y
m:

0 =i +yi;
= (zg—21)* + (y2 — )%
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Figura 2.2: Definicion de coordena-
das y grados de libertad en un pén-
dulo doble

Por tanto el sistema tiene dos grados de libertad. Al tratarse de un sistema
con enlaces holénomos es posible encontrar un conjunto de 2 coordenadas ge-
neralizadas libres. En efecto, podemos considerar para ello los angulos (61, 62).
En funcion de ellos las coordenadas cartesianas se expresan como:

x1 =4{senb, y1 = —Lcosb;

T9 = £senbq + £senby, yo = —Lcosfy — L cosby .
O

EJEMPLO 2.2: Se considera ahora dos masas mg y m; unidas por un hilo sin
masa de longitud constante £. La masa mg se mueve segiin una recta horizontal
con velocidad impuesta v, mientras que mi; permanece en el mismo plano
vertical. Obtener los grados de libertad y las las coordenadas libres del sistema
asi como la expresion de las coordenadas cartesianas en funcién de ellas.

Figura 2.3: Definicion de coordenadas y
grados de libertad en un péndulo cuya
base tiene un movimiento prescrito, con
velocidad constante v. Se considera que
en el instante inicial la posicion de myg
es xq.

Solucion. El sistema consta en principio de dos masas, aunque la primera
tiene su movimiento totalmente prescrito, por lo cual no es objeto de estudio
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mediante las ecuaciones de la dindmica. La otra masa tiene dos coordenadas
cartesianas (x1,%1) sujetas a un enlace holénomo, 2 = 22 + 3, por lo cual
el sistema posee un solo grado de libertad. Podemos tomar como coordenada
libre el dngulo 6, expresandose:

x1=x0+vt+¥fsenf; y3 = —Lcosh.

Se observa en la ecuacion anterior que la expresion de x; depende explicitamen-
te del tiempo. Esto es debido al enlace movil (movimiento impuesto) de my.
Asimismo, podemos considerar que el sistema de coordenadas (generalizadas)
para definir la posicién de m; es movil, ya que el origen de las coordenadas
polares esta en my. ]

EJEMPLO 2.3: Establecer los grados de libertad, coordenadas generalizadas y
enlaces de un sistema formado por dos particulas A y B, unidas por una varilla
rigida sin masa de longitud [. El conjunto se mueve sobre un plano horizontal
liso, existiendo en A un pequeiio cuchillo que obliga a que ese punto se mueva
segin la direccion de la varilla (figura 2.4).

Figura 2.4: Sistema de dos particulas A y B,
unidas rigidamente, con cuchillo en el apoyo
de A que materializa un enlace anholénomo.

Solucion. Al estar en un plano, se precisan en principio 4 coordenadas carte-
sianas para definir la configuracion, {x4,ya,xp,yp}. Estas se hallan sujetas a
2 condiciones de enlace. Primeramente, el enlace holébnomo correspondiente a
la varilla rigida entre A y B
(x5 —2a)* + (y5 —ya)* = .

Por otra parte, la condicién de apoyo mediante el cuchillo de cargas en A resulta
en imponer que la velocidad de este punto lleve la direcciéon de la varilla, lo
que constituye un enlace anholénomo:

—&A(yB —ya) +ya(zp —xa) = 0.

FEl sistema posee por tanto 2 grados de libertad. Podrian escogerse coordenadas
generalizadas que eliminen el enlace holénomo (aunque no el anholéonomo).
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Tomaremos para ello las coordenadas del centro de masas (z,y) y el angulo
f formado con el eje x, un total de tres coordenadas. En funcion de éstas,
la velocidad de A se expresa como v4 = (& + %ésen )i+ (y — %écos 07,y
la normal a la varilla es n = —senf@1t + cosf j. La condicién del enlace es
v, -1 = 0, resultando

—isen@%—@cosﬁ—%é:(l (2.3)

De esta forma, el sistema queda definido por tres coordenadas generalizadas
sujetas a una ecuacion de enlace anholénomo. A pesar de que tiene dos gra-
dos de libertad, debido a la naturaleza de este enlace no es posible definir
explicitamente un conjunto de dos coordenadas libres. O

2.2. Ecuaciones de Lagrange

2.2.1. El principio de D’Alembert en coordenadas generaliza-
das

Sea un sistema sometido a enlaces lisos. El principio de D’Alembert (1.94)

expresa:
N

Z(fi —m;;) - 6r; =0, V{dr;} compatibles. (2.4)
i=1
En esta expresion f; incluyen sélo las fuerzas activas, excluyendo las reacciones
de los enlaces lisos.
Considerando una variacién «d» (es decir, infinitesimal y a tiempo cons-
tante) de las coordenadas en (2.1), se obtienen los desplazamientos virtuales:

" Or;
or; = 8—?5%, i=1,...,N. (2.5)
j=1 7
. ., . , . 87’,‘
Notese que en esta expresiéon no existe término Edt’ ya que 0t = 0 para

un desplazamiento virtual. La variacién § se realiza en un instante fijo de
tiempo, no a lo largo del movimiento. En esto difiere de los desplazamientos
infinitesimales reales a lo largo del movimiento, que a partir de (2.2) serian

i,y O

i gy + P
g, o

d’l‘i =
J=1
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Sustituyendo (2.5) en (2.4) y reorganizando el orden de las sumas 1, j:

Z Zfz 8q Zmﬂ’z C 5q] =0, V{dg;} compatibles.  (2.6)

= =1 =1

Analicemos con mayor detalle cada uno de los dos términos dentro del
corchete en esta expresion. El primero define unos coeficientes escalares que
llamaremos «Fuerzas generalizadas:

def .
E =1,...,n. 2.
f’L 8q] -7 ) 7n ( 7)

=1

Es inmediato comprobar que (); son precisamente los coeficientes de dg; en la
expresion del trabajo virtual 6W:

N n N )
sW =Y f; ori= Zf Zar’ -—Z(Zﬁ-??) 8gj.  (2.8)
i=1 J=1 \i=l !

El segundo término de (2.6) se puede expresar como:

N d 87‘1' 2.9
Zmﬂ"z‘ Qj dt Zmz”"z ) _;mzrz'dt<aqj> ()

Para lo que sigue, debemos precisar que consideraremos la dependencia fun-
cional de todas las magnitudes cinéticas sobre el conjunto de variables in-
dependientes (gj, ¢;,t). Esta aclaracion precisa el significado de las derivadas
parciales. Asi, 0/0q;(-) indicara la derivada parcial respecto de la coordenada
¢;, manteniéndose constantes el resto de coordenadas g (k # j) asi como las
velocidades ¢; y el tiempo ¢.

Para continuar el desarrollo de la expresion (2.9), establezcamos antes dos
igualdades que sera necesario emplear:

67'“1- ari

94, dgy

Demostracion. En efecto, desarrollando el primer término,

T

or; or; i 87‘1 " or; or;
— = = — 0 = —. O
8% 6% LZ 8% ] Z Oqx, & 8%’
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9 i &ri B 8?."1'
’ dt 6(]]‘ N aq]'.
Demostracion. En efecto, desarrollando ambos términos por separado:
or; En: 0?r; i 82rz
0q; 8q]6qk 8q ot
ory Z 81% i 87‘, i 0%r; i 82m
9q; aqj 8% 3%8% " otag,’

siendo ambas expresiones iguales, por la igualdad de las derivadas cru-
zadas. O

C e, s e g def .
Empleando estos dos resultados y la definicién de energia cinética, T' = Zf\; 1 %mir?,

la ecuacion (2.9) resulta:
Zmlrl q] dt (Z mﬂ"z ' a- ) Zmz'f'l :

orT orT
— (=) X 2.1
dt <8q]> 8q]" ( 0)

Finalmente, empleando (2.7) y (2.10), el principio de D’Alembert (2.4) queda
expresado en coordenadas generalizadas como:

~[d (oT\ oT
— 57 ) — 57 —@i| g =0, V{dg;} compatibles 211
; [dt <8q]~) 9q; QJ} € {0g;} comp (2.11)

Esta expresion, al tratarse del principio de D’alembert, puede ser considerada
por tanto como ecuacion fundamental de la dindmica.

Conviene notar que en (2.11) no se emplean fuerzas fisicas en ningtn tér-
mino. Tan so6lo entran los coeficientes @), fuerzas generalizadas, calculadas
directamente a partir de la expresion (2.7) o como coeficientes del trabajo vir-
tual 6 (2.8) segtn se ha dicho. Al igual que en el principio de D’Alembert, en
la, definiciéon de @); tampoco intervienen las fuerzas de reaccién de los enlaces
lisos, que no realizan trabajo virtual.

2.2.2. Forma basica de las ecuaciones de Lagrange

La expresion (2.11) es completamente general por lo que se puede aplicar
a cualquier sistema, tanto con enlaces holénomos como no holénomos. En el
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caso en que todos los enlaces sean holonomos, sera posible siempre establecer un
conjunto de coordenadas libres {g;}, en el que las variaciones {dg;} se puedan
escoger de manera arbitraria, manteniendo la compatibilidad con los enlaces.
En este caso, (2.11) equivale a enunciar que cada uno de los coeficientes de las
{0g;} ha de anularse:

d /oT\ oT
QoL _ 9 5 1 ). 2.12
n ( 8%) 90, Qj, (G=1,...,n) (2.12)

Estas expresiones son las llamadas ecuaciones de Lagrange, en su forma basica.

OBSERVACIONES:

En (2.12) existe una ecuacion por cada grado de libertad, por lo que
la eleccion de coordenadas generalizadas libres conduce directamente al
minimo ntimero de ecuaciones dindmicas.

Se trata de ecuaciones diferenciales de segundo orden (al existir derivadas
temporales de los términos 07'/0¢;, que dependen, a su vez, de ¢;).

De las ecuaciones (2.12) han quedado eliminadas todas las reacciones
de enlace que no realizan trabajo virtual, correspondientes a los enla-
ces lisos. Esto contrasta con las ecuaciones procedentes de los teoremas
Newtonianos en las que, en principio, deben considerarse también estas
reacciones.

Una vez evaluadas las expresiones de 7'y de @);, las ecuaciones de La-
grange se pueden obtener de forma automatica sin mas que aplicar las
reglas analiticas de derivaciéon correspondientes a (2.12). Es posible in-
cluso automatizar su obtencién mediante una programaciéon adecuada
de sistemas de matemaética simbolica, como MAPLE, MATHEMATICA,
MACSYMA, etc.

oT
0q;
de inercia. Para comprobarlo, tomemos como coordenadas las propias
coordenadas vectoriales r;:

d /0T dfo (&1, d. . )
m <a> =@ [a (Z 2m>] = g (mits) = my.
=1

Los términos 07'/0q; pueden interpretarse como fuerzas ficticias proce-
dentes de la eleccion de coordenadas generalizadas {g;}. En caso de que

El significado fisico del término % ( ) en (2.12) es el de las fuerzas
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éstas sean simplemente las componentes cartesianas de los vectores {r;},
desaparecerfan. Estas fuerzas se anaden a las fuerzas generalizadas @);
en la direccion de g;.

= En el caso en que las coordenadas {g;} no sean libres, sus variaciones
{6g;} no pueden ser arbitrarias, y no es posible llegar a ecuaciones como
las (2.12). Es necesario partir de la ley fundamental (2.11) y emplear
técnicas especiales de resolucién, segiin se discute en el apartado 2.2.7.

2.2.3. Caso en que las fuerzas provienen de un potencial. Fun-
ciéon Lagrangiana

Si las fuerzas aplicadas proceden de un potencial V,

fi=—grad;V = —87‘/7
a’l“i

las fuerzas generalizadas tendran entonces la expresion:

N N
def 87°z' ov 87"2' ov
,:§ . :_E - . = . 2.1
© i=1 4 04; = ori g 044 21

En lo que sigue, admitimos la hipdtesis de que el potencial V' depende de las
coordenadas y posiblemente del tiempo?, pero no de las velocidades®:

V= V(Qj,t) = V(’I‘i,t).

Sustituyendo (2.13) y agrupando términos, las ecuaciones de Lagrange (2.12)
se pueden escribir como:

d /0T (T -V) .
Se define la funcién Lagrangiana como:

. def .
L(qjvqjat) = T(qjaqjvt) - V(Q]at)a

3Ya se ha comentado (apartado 1.1.3) que si el potencial no es constante (es decir,
OV (r;, t) /0t # 0), las fuerzas no son conservativas a pesar de provenir de un potencial.

4En caso de existir fuerzas de tipo electromagnético, esta suposiciéon no es valida, ya que
las fuerzas dependen de la velocidad con la que se mueven las particulas con carga. Es posible
definir un potencial generalizado dependiente de la velocidad para este caso, y establecer las
ecuaciones de Lagrange correspondientes, aunque que no trataremos aqui este aspecto para
no complicar el desarrollo.
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al no depender V' de las velocidades, se verifica 07'/0¢; = OL/0q;. De esta
forma, las ecuaciones quedan finalmente:

d /0L oL
[ et [ i=1.... . 2.14
G < aqj> 90, 0, (j=1,...,n) (2.14)

Estas expresiones constituyen las ecuaciones de Lagrange en su forma esténdar,
aplicables para sistemas en que las fuerzas provienen de un potencial.

Es necesario comprender la importancia de la funcién Lagrangiana L en
la caracterizaciéon dindmica de un sistema: basta con conocer su expresion,
L(gj,d;,t), para poder determinar a partir de ella las ecuaciones dinamicas
(2.14); toda la informacion dindmica del sistema esta por tanto contenida en
la estructura de L(qgj, ¢;,t).

EJEMPLO 2.4: Sea el problema de Poggendorf (ver ejemplo 1.8). Resolver por
los métodos de la dindmica analitica, obteniendo las ecuaciones de Lagrange.

Figura 2.5: Ejemplo 2.4; Problema de
Poggendorf.

mo

Solucion. El sistema es conservativo, ya que las poleas son lisas y solo actua
la gravedad. La funcién Lagrangiana es:

1 . 1
L=T-V= imlx% + §m2x§ + §m3x§ + migzr1 + megro + msgxs. (2.15)

El sistema tiene en realidad dos grados de libertad sélo, ya que existe un enlace
holénomo (1.97), que permite escribir:

Ir3 = —2:61 — I9; j}3 = —2.7.31 — .C‘UQ. (2.16)
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Eliminando #3 de (2.15), se expresa la Lagrangiana en funciéon de coordenadas
libres:

1 1 . 1 . .
L= fmlaz% + —m2x§ + 5ms (241 + :@)2 + migz1 + megro — m3g(2x1 + x2).

2 2
(2.17)
Las ecuaciones de Lagrange se obtienen calculando las derivadas de L:

d (0L oL .. ..
< ) = = (ml + 4m3)x1 + 2mgaZa = m1g — 2ma3g; (2~18)

dt \diy )~ 0x
d [ OL oL

Estas ecuaciones coinciden con las que se obtuvieron antes (1.101) mediante la
aplicacion directa del principio de D’Alembert. ]

EJEMPLO 2.5: Para el problema del semidisco calculado anteriormente median-
te las ecuaciones de Newton-Euler (1.6), obtener la Lagrangiana y la ecuacion
de Lagrange en funcion del grado de libertad 6 (figura 2.6).

= = = = ==

Q

Figura 2.6: Fjemplo 2.5 . Semidisco que rueda sin deslizar en una configuracion

genérica, definida por el dngulo 0. La distancia del centro de masas G wvale
d=3E.
3

Solucion. El sistema es conservativo, ya que no se produce deslizamiento en
la base y las tunicas fuerzas que trabajan son las de la gravedad. Esta definido
por un tnico grado de libertad (6), ya que la condicién de rodadura restringe
dos grados de libertad de los tedricos tres que tendria un sélido rigido en
movimiento plano.
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La funcién Lagrangiana es
1 2 1 '2
L=T-V = §MUG + §IG0 - ngG7

siendo

yg = R — —Rcose;
3

4R

v% = R%0% + <37T

2
> 6% — 2]%@0'2 cos 6.
3

(La expresion de vg se obtiene considerando que es la suma del arrastre del
centro del aro R y la rotacion de G alrededor del mismo df.)
Desarrollando la expresion resulta’

13 8 ) 4
L—2<2 37Tcos0>MR«9 MRg<1 37r>' (2.20)

Realizando las derivadas se obtiene la ecuacién de Lagrange:

d (oL _oL
dt \ g6 ) 06

.4 ) 4
3.8 cos | MR?0 + —MR?*0? sen = —MRg—senf. (2.21)
2 3 3T 3T

De esta ecuacién se puede despejar la aceleracion,

8 (0’2 + g/R) sen 6
97 — 16

0=—

(2.22)

Se trata de la misma ecuacién obtenida antes por los procedimientos de Newton—
Euler (1.75), aunque ahora de forma mucho mas sencilla. O

5En esta expresion el primer sumando corresponde a T = %Mvé + %Ige?. Al tener el
punto de contacto C' velocidad nula también podria expresarse como T = %ICH'Q, donde a
partir de Ic = Ig+Mrig = (% - % cos O)MR2 se comprueba que resulta la misma expresion
para T. Observamos por tanto que, a diferencia de la aplicacion del teorema del momento
cinético, donde no se podria tomar momentos en este punto C' ya que tiene aceleracién no
nula, aqui si sirve para expresar la energia cinética, que depende solo de las velocidades y es
nula la velocidad v¢e = 0.
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Figura 2.7: Ejemplo 2.6.

EjEMPLO 2.6: El péndulo doble de la figura esta formado por dos varillas
rigidas y sin masa, con sendas masas (mi,mg) en los extremos. Las varillas
estan unidas mediante articulaciones entre si y a un punto fijo. El movimiento
se desarrolla en un plano vertical, sometido al peso propio. Determinar las
ecuaciones de la dinamica, empleando como coordenadas (libres) los dngulos
(01,02) (ver figura 2.7).

Solucion. El sistema es conservativo y descrito mediante coordenadas libres.
La velocidad.de mi es 101 y la de my se halla como suma de los dos vectores
(figura 2.7) 101 y 102 que forman un adngulo (62 —61). Con todo, la Lagrangiana
resulta:

1

L=T-
v 2

mllQQ% + %mgﬂ [9% + 9% + 29192 COS(@Q — 91):|

+ myglcos @y +mag(lcosy + lcosbs). (2.23)
Derivando la Lagrangiana se obtienen las ecuaciones de Lagrange:
d (oL 0L N
dt 891 - 001

(m1 4+ ma)1201 + mal?6y cos(By — 01) — mal?63 sen(fy — 6;)
+ (m1 4+ ma)glsenf; =0 (2.24)

afory _on
dt 892 _892

mol?6, cos(fg — 61) + mol?0y + mgl%% sen(fs — 61)
+ maglsenfy = 0. [0 (2.25)
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Unicidad de la funcién Lagrangiana

La eleccion de una funciéon Lagrangiana para representar un sistema no es
unica. Para comprender esto basta considerar un potencial distinto que difiera
en una constante aditiva (V/ = V + cte.), como sabemos, estos dos potenciales
son equivalentes por completo. Por tanto, dos Lagrangianas que difieran en
una constante también seran equivalentes. Este resultado se puede generalizar,
ya que es posible comprobar que dos Lagrangianas que difieran entre si en una
derivada total de alguna funcién que dependa exclusivamente de coordenadas
y tiempo, son equivalentes®.

En efecto, sean L y L' tales que

. def . d
Ll(Q]vqjvt) = L(Q]anvt) + aF(QJat)a (226)

siendo F(g;,t) una funciéon cualquiera de g; y ¢ pero no de las velocidades g;.
Por la definicion funcional de F', desarrollando la derivada temporal:

dF OF . OF
I-rL="252
dt Z@q Wt G

y las contribuciones de este término en las ecuaciones de Lagrange son:
d[o (dF “\ 0°F .  O'F
o (v -3 s
dt | 0g; \ dt dt 8(]] 8qJ8qk 0q;0t
O [AF) g FF 0
Og; | dt _k: 8qk0qj 6t8q]

Como se ve, al restar ambos términos en (2.14) se anulan entre si, y el resultado
neto, de emplear L, son las mismas ecuaciones dindmicas que para L.

Caso de fuerzas no conservativas

En los casos en que existan algunas fuerzas que procedan de un potencial

(Q}/ e —0V/0q;) y otras que no (Q;V)

v
Q=Qf +Q) = —5-+@Qj,
qj

5Las transformaciones que ocasionan una variaciéon de L de este tipo se denominan «trans-
formaciones de gauge», término proveniente del inglés, aunque la traduccién directa en cas-
tellano «transformaciones de galga» no parece tampoco muy atractiva.
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es posible definir una Lagrangiana parcial L =T — V', resultando entonces las
ecuaciones:

d (0L\ oL .y .
i () g =@ =t 220

donde so6lo aparecen expresamente las fuerzas no conservativas Qﬁy .

Transformaciones admisibles de coordenadas

Las coordenadas generalizadas empleadas son una eleccién, es facil com-
prender que no son Unicas. Por ejemplo, en lugar de una coordenada ¢; podria
igualmente haberse considerado un miltiplo de esta Sg; para cualquier 3 # 0.
Si se emplean unas coordenadas distintas validas {g;} estas daran lugar a un
conjunto de ecuaciones de Lagrange también distintas pero equivalentes. La
condiciéon general para admitir otras coordenadas puede resumirse en que la
transformacién sea regular, es decir que el determinante de su jacobiano no se
anule”:

'8% £0. (2.28)

0q;

2.2.4. Desarrollo explicito de las ecuaciones del movimiento
Expresiones de la energia cinética y momentos generalizados

La energia cinética es una funciéon cuadratica de las velocidades. Esta pro-
piedad se conserva al expresarla en coordenadas generalizadas. En efecto, de-
sarrollando su expresion a partir de (2.2) se obtiene en el caso general

mzrg =T +Ty+ 1Ty, (229)

N |

N
-y
=1

"Curso de Mecdnica, J.M. Goicolea (2010), apartado 7.2.3.
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siendo 75 un término cuadratico en funcion de ¢;, T7 lineal y T independiente
de ¢;:

— 1 def al or; Or;
T:E:— G iend £§ —  — 2.30
2 ot 2alele> s1endo  agg < m; aqk aql ( )
- N or; Or;
T = E agqr, siendo ay, def E miaq; . 8151 (2.31)
k=1 i=1
N 2
1 a’l"i
7N L 2.32
0 ; 2" < ot ) (2.32)

En el caso en que no exista dependencia explicita del tiempo en la defini-
cion de las coordenadas generalizadas (0r; /0t = 0), la expresion de la energia
cinética serd cuadratica homogénea en ¢;,

n

1
T=T,= Z o ki did (2.33)
=1

esto sucederd si no se emplean sistemas de coordenadas moéviles ni hay enlaces
reénomos (es decir, dependientes del tiempo).
Por otra parte, los momentos generalizados se definen como

det OL

Dj (J=1,...,n); (2.34)

pb; = YN = Zajk(jk + aj . (235)

Forma general de las ecuaciones

En funcion de los momentos generalizados, las ecuaciones de Lagrange
(2.14) pueden reescribirse como

oL

)i — — = j=1,... . 2.
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Desarrollando estas expresiones puede comprobarse® que la forma mas general
de las ecuaciones puede expresarse como

. ” . L . ~dajr. Oa; 0Ty OV
> ajrdi + Y kL fldkdi + > vikdk + Y Ko+ 52— o2+ =0,
k=1 k=1 k=1

Lk=1 8t 8t an' 8(]]'
(2.37)
donde se han empleado los coeficientes
Ldef 1 (OQag  Oag 3akl>
kl,jl = = L e L ) 2.38
) 5 (G + - 239
def Oa;  Oay, .
’ij:—’ij:J—f (]7k:17"-7n)' (239)

En las ecuaciones (2.37) se distinguen términos proporcionales a las acelera-
ciones (G ), términos cuadraticos en las velocidades (gr¢;), términos lineales en
las velocidades (gi) y por tltimo términos independientes.

2.2.5. Integrales primeras

Coordenadas ciclicas

Partiendo de las ecuaciones de Lagrange expresadas en la forma (2.36), si
la funcion Lagrangiana L no depende explicitamente de una coordenada g;
—es decir, 0L/0q; = 0—, se verifica la conservacién del momento generalizado
correspondiente:

oL
si—=0 = p;=cte. 2.40
8q]‘ J ( )

Se dice entonces que g; es una «coordenada ciclica» o ignorable. Las expresiones
(2.40) constituyen integrales primeras del movimiento, ya que son ecuaciones
en las que intervienen sélo derivadas primeras de las coordenadas.

Se puede interpretar el significado de las coordenadas ciclicas considerando
que, si una coordenada g; es ciclica, se puede sustituir (¢;) por (g; +C), siendo
C una constante, y las ecuaciones no varfan. Esto se debe a que L no depende de
qj, y por otra parte ¢; es invariante ante ese cambio. Por el contrario, hacemos
notar que el hecho de que una coordenada sea ciclica no quiere decir que su
valor sea constante, ni tampoco la velocidad generalizada correspondiente.

Sin embargo, para una coordenada ciclica g;, serd posible eliminar de
las ecuaciones la velocidad correspondiente ¢j, empleando la integral prime-
ra (2.40). Si el sistema tiene n grados de libertad, de los que k corresponden a

8 Curso de Mecdnica, J.M. Goicolea (2010), apartado 7.2.4
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coordenadas ciclicas, se podrén eliminar éstas y quedar descrito el movimiento
mediante dos conjuntos desacoplados de ecuaciones: k ecuaciones (2.40) para
las coordenadas ciclicas, y (n — k) ecuaciones (2.14) para las demds coorde-
nadas. El problema se ve considerablemente simplificado, procediéndose en
primer lugar a resolver estas ultimas (n — k) ecuaciones; una vez resueltas, se
obtiene el valor de las k coordenadas ciclicas”.

Es posible extender el concepto de coordenada ciclica para el caso en que
las fuerzas no procedan de un potencial. Para ello se define el momento gene-
ralizado en direccién j como

D def 8T
La condicién de coordenada ciclica sera entonces:
oT
si—=0yQ;=0 = p;=cte
an J J

Integral de Jacobi o de la Energia

En ocasiones es posible obtener una integral primera cuyo significado estéa
relacionado con la energia total del sistema a partir de la funcién Lagrangiana.
Para ello, observamos que la derivada total de L respecto del tiempo es

n

d oL . 0L
dt QJaQJa Z aq (:I] Z aqqu + E

Sustituyendo a partir de (2.14), 0L/0q; = a(@L/@(jj), y operando:

dt s dt aq; ) Y i G~ a i 90| T 5
Agrupando los términos con derivadas totales, se deduce

d |< oL . oL

E Y/ =~
dt = 04, ot

de donde se obtiene la expresion de la llamada «integral de Jacobi»:

oL , def
si i =0, Z 9, qJ L = cte (2.41)

9En Curso de Mecdnica, J.M. Goicolea (2010), apartado 12.7 se describe el procedimiento
general de Routh para proceder a esta reduccién.
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OBSERVACIONES:

» En el caso en que dr;/0t = 0, segln vimos, la energia cinética es una
expresion cuadratica homogénea en ¢;. Entonces, a partir de (2.29, 2.30):

L & ,
T=1T = 37 = Z a;kqk
G =

y por tanto
"~ 0L
hzzaidqj—LZQTQ—(TQ—V):T2+V:T+V,
j=1 "

por lo que h (2.41) coincide en este caso con la energia total, T+ V.

» Pudiera darse el caso de que 0r; /0t = 0y, por tanto, T+V = h = p;q; —
L, pero que esta expresion no se mantenga constante por ser 9L /0t # 0.
Esto taltimo ocurriré si 9V (g;,t)/0t # 0, siendo en este caso el sistema no
conservativo desde el punto de vista fisico aunque las fuerzas procedan
de un potencial.

= Por otra parte, en los casos en que existan sistemas de coordenadas mévi-
les se verificara, como se ha dicho, 0r; /0t # 0y por tanto h = p;¢; — L #
T+V. Sin embargo, puede que exista la integral de Jacobi (si 0L/0t = 0),
aunque su significado fisico no sera en este caso la conservacion de la
energia. Un ejemplo tipico de esta situacion es el de una referencia mo-
vil pero inercial, con velocidad de traslacién constante y rectilinea (cf.
ejemplo 2.8)

Conservacion de la energia.— Otra manera —maés directa— de obtener
una integral de la energia es observando que, si las fuerzas son todas conserva-
tivas, la energia se mantiene constante (1.45). En este caso, basta con expresar
dicha ecuacién en funcién de las coordenadas generalizadas para obtener, en el
marco de la dindmica analitica, la integral primera de la energia, equivalente
a (2.41). Recordemos que para que las fuerzas sean conservativas, ademés de
provenir de un potencial, éste debe ser estacionario (9V /9t = 0). En funcion de
las coordenadas generalizadas, esta condicién se impone de la siguiente forma:

oV (gj,t) . ov o .
qu, siendo E —Oy at'f’l(q],t)—o
Y

E=T+4+V = cte.

si 3V tal que Q; = —
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Figura 2.8: Fjemplo 2.7.

Hacemos notar que, en la expresiéon anterior, para establecer la constancia del
potencial V', ha sido necesario anadir la condicién (0r;/0t)(g;,t) = 0, es decir,
que no existan sistemas de coordenadas moéviles. Otra manera més compacta
de expresar la constancia de V seria en funciéon de las coordenadas vectoriales,
mediante la condicién OV (r;,t)/0t = 0.

Por el contrario, en el caso en que el potencial V no sea constante, aplicando
el principio de la energia cinética (1.44),

N
8V(7’i, t) 8V(7’i, t)
dT = —EW-drk = —dv+Tdt

por lo que
OV(ri, t)
ot

es decir, no se conserva la energia T4+ V. Hacemos la observacién de que
en la expresiéon anterior se emplea la derivada parcial respecto del tiempo en
relacion con las coordenadas vectoriales (absolutas), que es en general distinta
de la derivada cuando se consideran coordenadas generalizadas (posiblemente
relativas o moviles):

AT+ V) = dt # 0,

8‘/(7“1', t) # 8V(qj, t)
ot o

EJEMPLO 2.7: Sea el sistema formado por la masa m; que puede deslizar

libremente sobre una recta horizontal, y mg unida mediante una varilla rigida

y sin masa a m1, pudiendo girar libremente en un plano vertical.
a. Considerando los parametros (libres) (z,6) (ver figura 2.8), obtener las
ecuaciones de Lagrange e integrales primeras que hubiere.

b. Considerando ahora que se impone una velocidad constante v a mq, dis-
cutir la existencia de integrales primeras.

Solucion.
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a.— Desarrollando la funcién Lagrangiana resulta:
L9, 1 2 | 1242 iy,
L=T-V= imlx + §m2 (x + 1760“ + 2126 cos 0) + maglcosf. (2.42)

Observamos que no depende explicitamente de x, por lo que ésta es una coor-
denada ciclica:
oL
or

L .
0 = pz= % = myd + mao(z + 10 cos0) = (cte.) (2.43)

La ecuacién de Lagrange en la otra coordenada es:

d [OL oL -
— (=) = = = mal?0 + modlcosd + moglsen = 0. (2.44
dt<89) 90 270+ M + mag (2.44)
En esta ecuacion aparece tanto 6 como la coordenada ciclica z. Es posible elimi-
nar esta tltima para obtener una ecuacién diferencial funciéon exclusivamente

de las coordenadas no cglicas. Para ello, en primer lugar se despeja derivando

(2.43)
G=—12 (—lécos@ + 162 sen9> ,
my + ma

y sustituyendo en (2.44) resulta finalmente:

i < m2 2 > ms 5 _
mold |1 — ——————cos” 0 | + ———=—1“0"sen 6 cos O + moglsenf = 0.
mi + ma mi + mg
(2.45)
Por otra parte, todas las fuerzas son conservativas luego la energia total E se
conserva:
E=T+V

1 1 . .
= §m1:ic2 + 5me (3'32 +120* + 2136 cos 9) —maglcosf (cte.). (2.46)
También puede razonarse que la Lagrangiana no depende del tiempo explicita-
mente, por lo que la integral de Jacobi h (2.41) es constante, y ademés coincide
con la energia E al no haber coordenadas moviles.

b.— El sistema queda ahora con el tinico grado de libertad 6. La lagran-
giana es:
1

1 . )
L= §m1v2 + §m2(v2 + 1262 + 2010 cos 0) + magl cos 6. (2.47)
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Ahora la energia total no se conserva, ya que se realiza un trabajo externo para
mover mq con la velocidad impuesta v. Sin embargo, L no depende explicita-
mente del tiempo por lo que existe la integral de Jacobi:

OL o o =%
ot 00
1 1 . .
= —§m1v2 + §m2(—v2 + 126% + 20l cos 0) — maglcosf (cte.). [0 (2.48)

2.2.6. Sistemas naturales

Llamaremos sistema natural a un sistema descrito por las ecuaciones de
Lagrange en su forma estandar (2.14), en el que exista la integral de Jacobi
como constante del movimiento (0L/0t = 0) y la energia cinética sea funcion
cuadratica homogénea de las velocidades generalizadas (T = T5).

Como se ha comentado antes (apartado 2.2.5), en este caso la integral de
Jacobi resulta tener un significado fisico claro, la energia total del sistema,

h=T+V.

Al conservarse h se mantiene igualmente constante la energia, resultando con-
servativo desde el punto de vista fisico.

Teniendo en cuenta que en un sistema natural los coeficientes en las ecuacio-
nes (2.31, 2.30) cumplen a; = 0 y Oda;j/0t = 0, las ecuaciones del movimiento
tienen una expresiéon considerablemente mas sencilla que en el caso general
(2.37), resultando

. _ L. OV )
E:%Mw%znﬂﬂ%m+5f=0 (G=1....,n). (2.49)
k=1 k=1 4

En esta expresion se observa que las velocidades generalizadas ¢; intervienen
Unicamente en términos cuadraticos.

Podemos observar que un sistema holénomo con integral de Jacobi, en el
que fuese T} = 0 pero Ty # 0, tiene ecuaciones del movimiento muy similares
a (2.49), ya que Ty puede considerarse agrupado con la energia potencial V|

V=V - T,

de forma que la energfa cinética restante es una expresion cuadratica homogé-
nea en las ¢;, al igual que en un sistema natural.
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EJEMPLO 2.8: Sea un sistema formado por una masa y un resorte lineal, capaz
de moverse en una direccién, unido en su base a un punto que se tiene un
movimiento impuesto con velocidad uniforme vg. Sea [y la longitud natural del
muelle, k su constante, y x la elongacion respecto de la natural. Discutir la
existencia de una integral primera de la energia.

lo+x Figura 2.9: Sistema formado por una masa m
y un muelle de constante k y longitud natural
lg, capaz de moverse en direccion x, cuya ba-

m . o . .
se tiene un movimiento impuesto de velocidad

Vo k constante vg.
—

Solucion. La energia cinética es

1
T = Smlvo + i)?

por lo que sus componentes homogéneas son

1 1
T, = §m$'2; T = mugx; Ty = imvg.

La energia potencial es
1
V = Zkx?.
2 T

Se comprueba inmediatamente que 0L/t = 0, por lo que existe la integral de
Jacobi, que vale

1 1 1

h=Ty—To+V = —mi* — —muv} + ~ka’.

2 2 2
En este ejemplo, Ty es constante, por lo que la conservacién de h conduce
también a la conservacion de T + V', aunque ambas constantes tengan distinto
valor.

Otro procedimiento para analizar este ejemplo serfa, considerando que el
sistema de referencia mévil con la base es inercial, realizar los calculos relativos
a él:

1
T' = —mi?;

1
V= Sha,
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En este caso obtendriamos un sistema natural, en el que se conserva la energia
total 77 4 V', Observamos que ésta coincide con Ty + V relativa al sistema fijo
inicial, que ya habiamos visto se conservaba. O

EJEMPLO 2.9: Un disco circular de radio a, situado en un plano horizontal,
tiene un movimiento de rotacién impuesto alrededor de su centro con velocidad
constante w. En su perimetro estd anclado un muelle, de longitud natural
ro, que en su otro extremo tiene una masa m. Obtener las ecuaciones del

movimiento e identificar los términos giroscopicos'”.

Figura 2.10: Disco que gira con
velocidad constante w, con un re-
sorte fijado en su perimetro, al
cual estd sujeta a su vez una par-
ticula de masa m.

Solucion. Para calcular la energia cinética debemos expresar antes la velocidad
del punto P, lo que puede hacerse a través del movimiento relativo al disco,

Vp =Vy + 'UP|A
= [—awsen(wt) — r(w + @) sen(wt + ) + 7 cos(wt + )] @
+ [aw cos(wt) + 1(w + ¢) cos(wt + @) + 7 sen(wt + )] J
La expresion de la Lagrangiana es

k
L= 5 [a*w? + 72 (w + ¢)? + 72 + 2arw(w + ) cos ¢ + 2awr sen @] —5(7“—7'0)2.

10Se denomina asi a los términos lineales en las velocidades y con coeficientes hemisimé-
tricos 7,k en las ecuaciones (2.37), véase Curso de Mecdnica, J.M. Goicolea (2010), apartado
7.2.8.
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Las ecuaciones de Lagrange resultan

mit — mrg? — 2mrwp — mrw? — maw?® cos @ + k(r —rg) =0

2

mr?@ 4+ 2mrirg 4+ 2mrwr + marw? sen p = 0

En la primera ecuacién —respecto a r— el término giroscépico es —2mrwy,
y en la segunda ecuacién —respecto a ¢— el término correspondiente es
+2mrwr. La matriz de coeficientes hemisimétricos es por tanto

is] = 0 —2mrw
Tiil =\ omrw 0 ‘

Estos términos son los que corresponden al desarrollo de la energia cinética,
T =Ty + T1 + To;
1
Ty = Sm(rig? +7%),

T1 = m(r*w + arwp cos p + awr sen @),

1
Ty = 5mw2(a2 + 72 + 2ar cos ®),
de donde se deduce
8T1 8Tl 2
Qr = & = Mawrseny, a, = —/— = Mr w + marw cos p;
or ap
0 0
— Ay & — _2mrw7 ’y‘pr = _’YTQO = 2m7“w D

T 8 or

2.2.7. Sistemas con ligaduras

Sea un sistema descrito mediante coordenadas generalizadas {g;} no libres.
En este caso, las variaciones {d¢;} no pueden considerarse arbitrarias y el
sistema esta gobernado por la ecuacion fundamental de la dindmica (2.11). Si
el sistema admite potencial V' se puede escribir esta tltima ecuacion en funciéon
de la Lagrangiana L:

[d <8L> — M] dq; =0, V{dg;} compatibles. (2.50)
7j=1

dt 671] 86]]'

Al no ser arbitrarias las variaciones {dg;}, estando sujetas a restricciones de
los enlaces, no se pueden eliminar de la ecuacién anterior.
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No resulta posible elegir un conjunto de coordenadas libres si existen enlaces
anholénomos en los que intervienen las velocidades, del tipo:

Existe un método general para resolver estos sistemas anholénomos con
ligaduras, mediante el empleo de multiplicadores de Lagrange. Su desarrollo
excede los objetivos de este curso y por tanto no se incluye aqui, pudiendo
consultarse en otros textos'!.

" Curso de Mecdnica, J.M. Goicolea (2010), apartado 7.4.
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3.1. Consideraciones generales

En los capitulos precedentes se ha estudiado la descripciéon del movimiento
(cinematica), las magnitudes que caracterizan al mismo en sistemas materiales
(cinética), y la evolucién de estas magnitudes con el tiempo (dinamica).
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En este capitulo se estudiara la estatica o equilibrio de los sistemas, enten-
dida como la ausencia de movimiento. Se trata por tanto de un caso particular
de la dinamica, pero que por su importancia merece un tratamiento especial.

DEFINICION:

Se dice que un sistema material estd en equilibrio cuando todas
sus particulas se encuentran en reposo, y permanecen en el mismo
estado de reposo.

Para que se verifique el equilibrio y éste sea estable han de darse una serie
de condiciones, cuyo analisis constituye el objeto de la estatica. Esta permitira
analizar diversos tipos de problemas:

1. Para un sistema sometido a un conjunto de fuerzas dadas, establecer la
existencia de una o mas posibles configuraciones de equilibrio y determi-
nar éstas.

2. Analizar la estabilidad de las posiciones de equilibrio. El concepto de es-
tabilidad consiste en garantizar si ante pequenias perturbaciones respecto
de la posicién de equilibrio se mantiene el movimiento proximo a dicha
configuracion, o si por el contrario se aleja indefinidamente de la misma.

3. Para un sistema en una configuracion geométrica determinada, determi-
nar las acciones necesarias (tanto en lo que respecta a fuerzas activas
como a reacciones) para el equilibrio y su estabilidad.

Las aplicaciones practicas de la estéatica en la ingenierfa son muy numerosas,
siendo quizéa la parte de la mecanica mas empleada. Esto es asi especialmente
en la ingenieria civil y en el anéalisis estructural: por lo general las estructuras
se disefian para estar y permanecer en reposo bajo las cargas de servicio esta-
ticas, o para que su movimiento bajo cargas dindmicas sea pequeno y estable
(vibraciones).

Los principios generales de la dindmica de sistemas, desarrollados en los
capitulos anteriores permiten, mediante su particularizacién a las condiciones
de la estéatica, establecer las condiciones generales del equilibrio. En concreto,
para un sistema general de varias particulas (digamos N), la aplicacion del
principio de la cantidad de movimiento a cada particula (ecuacion (1.33)),
para las condiciones particulares del equilibrio (dv;/dt = 0), da lugar a una
condicion necesaria: F; = 0, (i =1,2,...N). Por otra parte, si el sistema parte
de un estado inicial de reposo (v;(0) = 0) la condicién anterior es también
suficiente. Podemos adoptar por lo tanto con caracter general como condicién
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de equilibrio (necesaria y suficiente) la anulacion de la resultante de las fuerzas
ejercidas sobre cada particula:

UZ'(O):O, F,=0 <<— ’Uz'(t):O Vi=1,2,...N (3.1)

En los sistemas reales con infinitas particulas (p. ej., solidos rigidos con-
siderados como medios continuos) es preciso reducir las condiciones generales
para el equilibrio expresadas arriba a un ntmero menor de condiciones, de
forma que sea abordable el problema mediante los métodos de la mecénica de
sistemas discretos estudiados en este curso'. En cualquier caso, el estudio de
las fuerzas sera esencial para las condiciones de equilibrio.

Ya se establecié una clasificacion somera de las fuerzas en un sistema en
el apartado 1.2. Sin embargo, recordaremos aqui algunos conceptos que nos
seran tutiles para la estatica. En primer lugar, es posible clasificar las fuerzas
en fuerzas activas o directamente aplicadas, y fuerzas pasivas, también llama-
das reacciones o fuerzas de ligadura. Las primeras son las que tienen un valor
conocido, variables con el tiempo o no (por ejemplo, cargas exteriores ejercidas
sobre el sistema), o posiblemente en funciéon de la configuracion o estado del
sistema (por ejemplo, fuerzas internas en muelles o amortiguadores). Por el
contrario, se consideran reacciones las que sirven para imponer una determi-
nada ligadura o apoyo, y cuyo valor debe calcularse imponiendo las ecuaciones
de equilibrio compatibles con dicha ligadura (o de la dindmica si el problema
no es estatico).

Otra clasificacion de las fuerzas a tener en cuenta es como interiores y ex-
teriores. El primer caso engloba a todas las que provienen de particulas dentro
del propio sistema, tanto por acciones de contacto, acciones a distancia (por
ejemplo, atraccion gravitatoria), o mediante elementos discretos como resortes
o amortiguadores. En este caso tanto la acciéon como la reacciéon que postula la
tercera ley de Newton se ejercen entre particulas del sistema. Por el contrario,
se denomina fuerza exterior a la que proviene de puntos externos al sistema, y
la reaccién a la misma no se ejerce por tanto sobre el sistema. Tanto las fuerzas
activas como las reacciones pueden ser a su vez interiores o exteriores, sien-
do ambas clasificaciones independientes. Asi, las ligaduras pueden provenir de
particulas del mismo sistema (por ejemplo, distancias constantes entre puntos
de un solido rigido) o de fuera del mismo (por ejemplo, apoyos o sustentaciones
externas).

!Se puede estudiar la estatica (y también la dinidmica) en medios continuos, mediante
ecuaciones en derivadas parciales o formulaciones débiles equivalentes como el principio de
los trabajos virtuales. Entre los procedimientos de resolucion, el mas potente en la actualidad
es el Método de los Elementos Finitos (M.E.F.), especialmente adecuado para su tratamiento
numérico en ordenadores.
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Otro elemento importante para el anéalisis del equilibrio son las ligaduras

o enlaces. Ya se hablo sobre ellas en el apartado 1.2, por lo que s6lamente re-

cordaremos aqui los aspectos fundamentales. Estableciamos alli la clasificacién

entre enlaces holdnomos, funciones que imponian condiciones entre coordena-
das y tiempo:

d(r1,r2, ..., T, t) =0, (3.2)

y enlaces anholdnomos, funciones que adicionalmente dependian de las veloci-
dades:

gb(rl,...,rn,h,...,i“n, t):O (33)

Asimismo, en funcién de su variacion temporal, los enlaces se denominan redno-
mos si dependen explicitamente del tiempo (0¢p/0t # 0) o esclerénomos si no
varian con el tiempo (9¢/dt = 0). Por ultimo, denominamos lisos a los enlaces
cuyas fuerzas de reaccién no realizan trabajo para los movimientos permitidos
por los mismos, mientras que seran rugosos en caso contrario. Para que tenga
sentido esta ultima clasificacion, es obvio que el enlace debe permitir algin
movimiento, ya que en caso contrario no cabe hablar de trabajo. Para ilustrar
esta ultima clasificacién, considérese un apoyo deslizante, que puede ser liso
o con rozamiento entre las superficies; por el contrario, si el apoyo restringe
todos los movimientos del punto en cuestion se convierte en un empotramiento,
al cual no tiene sentido calificarlo como liso ni rugoso.

3.2. Condiciones analiticas del equilibrio

En el capitulo 2 se estudié la formulaciéon analitica de la mecéanica, en
relacion con la dindmica. Recordemos que la base de dicho planteamiento, de-
bido originalmente al matemaético francés Lagrange, es la descripciéon de la
configuracion del sistema mediante un conjunto reducido de coordenadas gene-
ralizadas, para las que empleamos la notacion {¢;} (i = 1,2,...,n), que sirven
para definir de manera univoca la configuracién. Estas coordenadas pueden,
en principio, representar magnitudes fisicas diversas (longitudes, angulos, dis-
tancias al cuadrado, ... ), no estando restringidas a sistemas de coordenadas
algebraicas ni a bases de espacios vectoriales.

La ventaja fundamental del uso de coordenadas generalizadas es que en su
propia eleccion esta incluida de forma implicita toda o a menos gran parte de la
informacién de los enlaces. Cuando los enlaces son holénomos, de las ecuacio-
nes (3.2) que los expresan podemos “eliminar” las coordenadas dependientes;
de esta forma, restan al final Gnicamente las coordenadas independientes o
grados de libertad del sistema. Si existen ademés enlaces anholénomos propia-
mente dichos (es decir, no integrables) no sera posible eliminar las coordenadas



Aptdo. 3.2. Condiciones analiticas del equilibrio 113

redundantes y seréd preciso mantener sus ecuaciones de ligadura de manera ex-
plicita, para solucionarlas finalmente junto con las ecuaciones de la dinédmica
mediante multiplicadores de Lagrange (ver apartado 2.2.7).

En cualquier caso, el estudio de un sistema mediante coordenadas generali-
zadas permite un marco ventajoso para establecer las condiciones de equilibrio,
ya que por lo general nos restringiremos al minimo mumero de condiciones.
Sean las coordenadas generalizadas libres o no, por lo general son un niimero
mucho méas reducido que el de las coordenadas cartesianas de todas las parti-
culas del sistema; normalmente, seran ademas un conjunto discreto y finito de
coordenadas, en lugar de un ntmero infinito como por ejemplo el que corres-
ponde a las particulas de un sélido considerado como un medio continuo.

Puesto que la relacién entre las configuraciones o posiciones del sistema
y las coordenadas generalizadas r;(g;) (¢ = 1,...N;j = 1,...n) es univoca,
es obvio que la definicion de equilibrio (3.1) dada en el apartado anterior es
equivalente a exigir que las coordenadas generalizadas sean constantes y per-
manezcan constantes:

g =0, ¢ =0 (j=1,...,n)| (condicion de equilibrio) (3.4)

Para establecer la restriccion que esta condicién impone a las fuerzas, partimos
de las ecuaciones de Lagrange (2.12):

d /0T oT
i (37,) = >

donde Q; son las fuerzas generalizadas (ecuacion (2.7)) y T es la energia ci-
nética. Esta ultima viene dada, en el caso en que los enlaces no dependan del
tiempo, mediante (2.33):

T—= ..
2alekQZ

donde los coeficientes ay; son simétricos, y pueden ser funcién a su vez de las
coordenadas, ag;(g;). Sustituyendo en las ecuaciones de Lagrange (3.5),

dag; . .. 10ay . .
g Ok T kil — 5 94, kg = Q;

y empleando la condiciéon de equilibrio (3.4) se llega a la condicion equivalente

Q=0 (j=1,....,n) (3.6)

2al igual que en capitulos anteriores, adoptaremos aqui el convenio de sumatorio implicito
para los indices repetidos
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Es facil ver también que, si Q; = 0 y se parte de condiciones iniciales de
reposo (¢;(0) = 0), puesto que la matriz de coeficientes ay; es regular, ha de
ser §; = 0. Por lo tanto, la anulacién de las fuerzas generalizadas (3.6) es
necesaria y suficiente para el equilibrio de un sistema, pudiendo considerarse
como una condicién equivalente a (3.4).

3.2.1. Unicidad del equilibrio; condicién de Lipschitz

Acabamos de ver que si se anulan las fuerzas generalizas (Q); = 0) existe
solucién estatica o de equilibrio. Sin embargo, no queda demostrado desde el
punto de vista matematico la unicidad de esta soluciéon. Podria, en teoria,
existir otra soluciéon que fuese dinamica.

Desde un punto de vista fisico determinista la falta de unicidad no tiene
sentido, pues supondria que a partir de condiciones iniciales dadas es imposible
predecir el estado o la evoluciéon de un sistema. Esto de hecho ocurre en la
dinamica para el caso de los sistemas cadticos, en los que el desorden (“caos”)
se debe en realidad a una gran sensibilidad frente a perturbaciones pequenas,
haciéndose en la practica impredecible su evolucion.

Veamos un sencillo ejemplo de sistema que posee solucién no tnica, estatica

y dindmica:
mi =k ‘\/ ||

La solucién estética es obviamente:

, siendo m, k >0 (3.7)

z=0
Sin embargo, existe asimismo una solucién dindmica dada por:

x = R
144m?2

basta sustituir en (3.7) para comprobar que esta solucion cumple efectivamente
la ecuacion.

Matematicamente, la condicién de unicidad se expresa por la Condicion de
Lipschitz:

Se dice que una funcién Q(g;,t), definida en un Dominio D cumple
la condicién de Lipschitz respecto de las variables {q;} si se puede
encontrar una constante k tal que Vq; € D y VAg;,

Q(ai + Agi,t) — Q(gi, 1) <k Y [Agy] (3.8)
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La constante k se denomina constante de Lipschitz.
Si el Dominio D es convexo, un requisito suficiente para la condicién de

Lipschitz es que existan derivadas parciales —, y que estén acotadas en D.

Da,

La funcioén (3.7) propuesta en el ejemplo (z]auznterior no podemos garantizar
que cumple la condicion de Lipschitz en x = 0, pues no existe alli su derivada.
por tanto, no esti garantizada la unicidad de la solucién, que de hecho hemos
visto no es tnica.

_ Figura 3.1: Sistema go-
= k/Ta] — bernado por la ecuacion
mi = k\/m; la solucion
estatica en * = 0 no es
unica, debido a la no deri-
vabilidad de la funcion de
fuerza en este punto.

e,

3.3. Estabilidad del equilibrio

3.3.1. Concepto de estabilidad

Una perturbacion del equilibrio en que se alteren las coordenadas {¢;}, o
bien se ponga en movimiento el sistema con velocidades iniciales {¢; # 0},
dara lugar a una evoluciéon dindmica del sistema, en la que obviamente la
configuraciéon varia respecto de la posicion de equilibrio.

Se dice que el equilibrio es estable cuando la variacion respecto de la po-
sicién de equilibrio esta acotada, llegando a ser tan pequena como queramos
al hacer la perturbacion suficientemente pequenia. En términos mas precisos, y
suponiendo que la posicion de equilibrio corresponde a {g; = 0}, diremos que
el equilibrio es estable si para un valor € tan pequefio como se desee es posible
encontrar un valor § de forma que:

Ve, 30 tal que |qoil <9, |doil <O = |ail <e

En este caso lo que ocurre es que las fuerzas que se originan en esta per-
turbacién tienden a devolver al sistema a su posicién de equilibrio.

Por el contrario, se dice que el equilibrio es inestable cuando la configuracion
del sistema no esté acotada, aiin para una perturbacién pequena, perdiéndose
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mg
mg I Figura 3.2: Ejemplos de equi-
librio estable, inestable e indife-
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por tanto la posicién de equilibrio. Las fuerzas tienden a separar el sistema de
su posicién de equilibrio.

Por tltimo, cabe hablar también de equilibrio indiferente, referido a per-
turbaciones en que se alteran tan sélo las coordenadas, pero no las velocidades.
En este caso las nuevas posiciones, cercanas a la posicién original de equilibrio
siguen siendo de equilibrio.

Restringiéndonos al caso en que las fuerzas provengan de un potencial V'
(Qi = —0V/30q;), es inmediato observar que la condicién de equilibrio (3.6)
exige que éste adopte un valor estacionario en la posicién de equilibrio:

oV
dq;

=0 (t=1,...n) (3.9)
¢:=0

El problema de la estabilidad del equilibrio es en realidad un problema de
dindmica, como se ha observado arriba, puesto que una vez que se perturba
la posicion de equilibrio, aunque sea ligeramente, se pierden las condiciones
estaticas (3.4).

3.3.2. Condiciones de estabilidad: teorema de Lejeune-Dirichlet

Supongamos un sistema en que las fuerzas provienen de un potencial V:
Q; = —0V/dq;, y que ademas es auténomo: 0V/9t = 0. Sabemos que en el
equilibrio debe cumplirse OV /dq; = 0, por lo cual V' adopta un valor estacio-
nario en dicho punto. La condicién analitica para la estabilidad del equilibrio
viene dada por el teorema de Lejeune-Dirichlet, que afirma:



Aptdo. 3.3. Estabilidad del equilibrio 117

“Si el potencial V' es minimo en la posicién de equilibrio, ésta es
estable”

Cuando el potencial toma un valor estacionario correspondiente a un maximo,
por el contrario, el equilibrio es inestable. En el caso en que V' sea estacionario
pero no corresponda ni a un minimo ni a un maximo, el caricter del equili-
brio es en principio dudoso, pudiendo corresponder a situaciones de equilibrio
indiferente o inestable.

Veamos en primer lugar una justificacién del teorema mediante un razo-
namiento sencillo e intuitivo, basado en la conservaciéon de la energia total,
E = T + V. Dicha energia debe conservarse, al provenir las fuerzas de un
potencial auténomo. Supongamos una perturbaciéon del equilibrio, que esté
asociada bien a un cambio de las coordenadas {¢;} o de las velocidades {¢;}, o
de ambas al tiempo. En cualquier caso, y asignando (sin pérdida de generali-
dad) valor nulo al potencial en la posiciéon de equilibrio, en ella la energia total
es nula; la perturbacién inicial del mismo esté asociada a una energia pequena
e = AFE de forma que en la evolucion posterior (dinamica) se cumple:

e=T+V

Si en la posicién de equilibrio V|; = 0 es un minimo local, al separarse lige-
ramente del mismo serd V' > 0. Por otra parte la energia cinética también se
anula en la posicién de equilibrio y su caricter esencialmente positivo obliga
igualemente a que sea T" > 0. Al ser T'4+ V = ¢, esto indica que ambos deben
estar acotados:

T+V =¢, T>0V>0 = T<eV<e

La regularidad de V' y T como funciones de las coordenadas y de las velocidades
respectivamente hacen que esta condicion sea equivalente a que las coordenadas
y las velocidades se mantengan igualmente pequenas, asegurando por tanto la
estabilidad.

Por el contrario, si V' esté en un punto de maximo, al apartarse del equilibrio
es V < 0, por lo cual la energia cinética T' debe crecer para mantener la suma
igual a €, apartandose el sistema cada vez mas de la posicién de equilibrio, con
lo que éste sera inestable.

Es posible realizar una discusién algo mas precisa de la estabilidad basan-
dose en el desarrollo en serie de V:

ov 1 0%V
Vi) =VO0)+ —| ¢+ 5 55| 2 +--- 3.10
(@ =VO)+ F| 645 Goa| a0 (3.10)
H,(T N—_——
= def
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La variacion del potencial respecto de la posicién de equilibrio es por tanto
1 8%V

AV:V(Q)—V(O)—im
(2 ]0

qiq; + - .. (3.11)

Si se desprecian en el desarrollo anterior los términos de orden superior
al segundo, la condicién de estabilidad viene determinada por la matriz de

coeficientes [K| = [k;;] en (3.10). La condicion de minimo equivale a que esta
matriz sea definida positiva, es decir
{a}"K]{a} >0 V{a} # {0}. (3.12)

Puede tedricamente darse el caso de que V' sea minimo pero que no se cum-
pla estrictamente la condicién anterior, siendo la desigualdad > 0. La matriz
[K] = [ki;] serfa entonces semidefinida positiva, siendo preciso para evaluar
la estabilidad un estudio mas detallado de los términos de orden superior. En
concreto serian los términos pares de orden superior al segundo en (3.10) los
encargados de hacer cumplir la condiciéon de minimo, AV > 0.

El hecho de que el potencial sea minimo corresponde a que las fuerzas que
se generan en el sistema al perturbar la posiciéon de equilibrio,

. 0%V "
"7 9g;i0q; 7’

que son fuerzas pequeinias (del orden de g;), tiendan a recuperar la posicion
de equilibrio. Si existen ademés fuerzas de tipo viscoso (proporcionales a las
velocidades ¢;) éstas no alteran la naturaleza del equilibrio puesto que son infi-
nitésimas para alteraciones de las posiciones proximas al equilibrio. En efecto,
producida una perturbaciéon en coordenadas, estas fuerzas de tipo viscoso no
tenderian ni a devolver ni a apartar al sistema de la posiciéon de equilibrio si
las velocidades son cero, o practicamente cero.

Por el contrario, hay resistencias pasivas como el rozamiento que toman un
valor finito ante cualquier intento de desplazamiento, en el sentido de impedir el
mismo. En este caso si pueden resultar estabilizadoras del equilibrio, creando
lo que se puede llamar “zonas” de equilibrio estable (el equilibrio estable se
produce no sélo en el punto de minimo potencial V', sino en un dominio finito
en que las fuerzas de rozamiento garantizan la estabilidad).

Una consecuencia practica inmediata del teorema de Lejeune-Dirichlet es el
teorema de Torricelli, para sistemas sujetos al campo gravitatorio simplificado.
Este afirma que

Q

Para un un sistema sometido a un campo gravitatorio uniforme,
las posiciones de equilibrio estable son las que corresponden a los
minimos de la altura (coordenada vertical) del centro de masas.
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En efecto, el potencial del sistema es

V=Y migz = Mgz
i
por lo cual, el minimo de zg coincide con el minimo de V', lo que garantiza la
estabilidad.

3.4. Equilibrio de una particula

3.4.1. Particula libre

Para fijar ideas desarrollaremos en la practica los conceptos de equilibrio
expuestos arriba, comenzando por el sistema més simple, una particula o punto
material libre. Las coordenadas generalizadas pueden ser las tres coordenadas
cartesianas (x,y, z), o bién las coordenadas en otro sistema como cilindricas,
esféricas, etc. (ver apéndice B).

La condicién de equilibrio es

F=0 (3.13)

donde F es la resultante de todas las fuerzas ejercidas sobre la particula. En
general, F' serd funcién de la posiciéon de la particula, lo cual nos permite
plantear el sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas que define las posiciones
de equilibrio.

Si F' (bien todas o algunas de sus componentes) depende a su vez del
tiempo, es decir si se trata de un sistema no auténomo, para que haya equilibrio
sera necesario conseguir la anulacion de F'(t) en todo momento.

Si las fuerzas provienen de un potencial V', la condicion de equilibrio (3.13)
equivale a

ov._ov. oV

or oy 0z
es decir, V ha de tomar un valor estacionario. Para que este equilibrio sea
estable, tal y como hemos visto con anterioridad, este punto debe constituir
un minimo de V, lo que queda garantizado si la matriz de derivadas segundas
es definida positiva:

(3.14)

0’V 9’V 0%V
0x?2  Oxdy 0xdz
0’V 9’V 0%V
oyoxr  Oy?  Oyodz
0’V 9’V 0%V
020x 020y 022

>0
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Un resultado elemental de algebra matricial es que para que una matriz sea
definida positiva todos sus menores principales han de ser positivos, lo cual en
nuestro caso se traduce en tres inecuaciones, al ser la matriz de orden tres.

Conviene observar que, en el caso de emplear coordenadas curvilineas y que
estas no sean regulares en todo el dominio, en los puntos de singularidad no sera
posible aplicar el criterio anterior. Esto ocurre, por ejemplo, en coordenadas
esféricas para los puntos de latitud A = 4+7/2. En estos puntos es necesario
realizar un cambio a otras coordenadas regulares para estudiar el equilibrio.

Por iltimo, este caso sencillo permite hacerse una idea intuitiva de la na-
turaleza de las fuerzas estabilizadoras para una posicion de equilibrio estable.
En efecto, éstas quedan definidas por el gradiente de V' con signo cambiado,

F = —d—v =—gradV
dr
vector que va dirigido hacia los puntos de minimo valor de V', es decir en
direcciéon contraria a los puntos de méaximo V. Por tanto, en el primer caso
las fuerzas tienden a recuperar la posicién de equilibrio, mientras que en el
segundo alejan a la particula de esta posicion.

3.4.2. Particula ligada a una superficie

Consideramos la superficie definida por la expresion analitica

fr)=0 (3.15)

Figura 3.3: Particula ligada a una
superficie ’

Supondremos una particula ligada de forma bilateral a la superficie me-
diante un enlace liso, por lo que la reaccién sobre la particula serd normal a la
superficie:

N = \grad f (3.16)
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La condicién de equilibrio requiere la anulacién de la resultante de sumar
fuerzas aplicadas (F') y reaccion (IN):

F+)\gradf=0 (3.17)

Las cuatro incognitas (coordenadas (x,y, z) de la particula y multiplicador \)
se resuelven mediante las cuatro ecuaciones escalares que se deducen de (3.15)
y (3.17).

En el caso en que la ligadura no sea bilateral, pudiendo la particula aban-
donar la superficie por una de sus caras, la reaccion (3.16) no puede tomar
un valor cualquiera, sino que se vera limitado a A > 0 6 A < 0 segtn la cara
libre. El método a seguir en este caso es solucionar el problema igual que si
la ligadura fuera bilateral, para comprobar después el signo de A. Si éste es el
adecuado, se da por valida la solucién; si no, la particula habria abandonado
la superficie y se rehace el calculo consideréandola libre a partir de ese instante.

Por lo general, en lugar de resolver directamente para las cuatro variables
(z,y,2, ), es preferible un planteamiento mas sencillo empleando la definicion
paramétrica de la superficie, en funcién de dos parametros u y v. Notemos
que la ecuaciéon (3.16) expresa simplemente que la fuerza aplicada F' ha de
ser normal a la superficie, lo que equivale a que sea normal a dos vectores
tangentes a la misma, Or/du y Or/0v:

or or
F-—=0, F-—=0 3.18
ou ’ v (3.18)
estas dos ecuaciones, en funcién de las variables u y v, definen las posiciones
de equilibrio sobre la superficie. En el caso particular en que F' provenga de

un potencial, (3.18) equivale a:

ov. or oV (u,v)
o ow Y T T aw 0
ov. or ov(u,v)
I e

es decir, equivale a que el potencial V(u,v) expresado como funciéon de las
coordenadas (u, v) de la superficie, sea estacionario. De hecho, podriamos haber
considerado desde un principio (u,v) como las dos coordenadas generalizadas
del sistema, lo que nos habria conducido directamente al resultado anterior.

La estabilidad del equilibrio se estudiara mediante la matriz de derivadas
segundas de (u,v),

v oy
ou?  Oudv
v o |

Ovlu  Ov?
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analizando si es definida positiva. Volvemos a hacer la observaciéon, aqui méas
pertinente si cabe, de la comprobacion de la regularidad de las coordenadas.
En una superficie por lo general las coordenadas seran curvilineas y es bastante
comun que existan puntos en los que el mapa paramétrico no sea regular.

Quedaria por estudiar el caso de que la superficie no sea lisa, existiendo
una componente tangencial de la reaccion debida al rozamiento®.

3.4.3. Particula ligada a una curva

Consideramos la curva I' definida por las ecuaciones

Figura 3.4: Particula ligada a una

curva T' lisa: para el equilibrio la

fuerza aplicada F debe anular la N
reaccion normal IN .

Supongamos una particula ligada a I' mediante una ligadura bilateral y
lisa, por lo que la reaccién normal de I' sobre la particula serd normal a la
curva. Esta normal, como sabemos, no es tnica, expresandose en general como
combinacion lineal:

N =MXgrad f + pgradg

para A y u arbitrarias. Si ademas actiia sobre la particula una fuerza aplicada
F', el equilibrio requiere F' + N = 0, es decir

F+ \grad f+pugradg =0 (3.20)

El problema queda planteado pues con 5 ecuaciones escalares (3.19) y (3.20)
para las b incognitas (z,y, z, A, ).

3Véase Curso de Mecdnica, J.M. Goicolea (2010), apartado 13.7 para las resistencias
pasivas debidas al rozamiento.
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En la practica, el planteamiento expuesto arriba puede resultar demasiado
engorroso, pudiendo ser preferible el empleo de la descripcién paramétrica de
la curva, en funciéon de un parametro w:

': urr(u)

La expresion de equilibrio (3.20) establece simplemente que F' sea normal a la
curva, cuya direccién en un punto viene definida por su tangente dr/du. Por
tanto, equivale a 1
r
i 0 (3.21)

resultando una tunica ecuaciéon en funcién del parametro u, que define el o los
puntos de equilibrio.

En este caso, aunque F'(r) no se haya obtenido a partir de un potencial,
admitiendo que sea una funcién continua, siempre serd posible obtener una
determinada funcién potencial definida sobre la curva,

Vl(u):—/FF-dr

de forma que el equilibrio corresponde a los puntos en los que Vi(u) es esta-
cionario. En efecto, para un elemento dr sobre I,

F~dr:F~d—rdu
du

por lo que la derivada de V; coincide con (3.21):

dVi(u) . dr

|
du du

Si F' se obtuvo a partir de un potencial general en el espacio V (7), logicamente

el potencial sobre la curva coincidira con aquél:

Vi(u) = —/—gradV-dr:/dV:V((r(u))

La estabilidad del equilibrio correspondera légicamente a los minimos de la
funcién potencial,

d?v;

du?
Por 1ltimo, en los casos en que la ligadura no sea lisa y puedan existir fuerzas
de reaccién tangentes a la curva, habria que proyectar las fuerzas aplicadas
segin la tangente para establecer la inecuaciéon de rozamiento®.

> 0.

4Vease Curso de Mecdnica, J.M. Goicolea (2010), apartado 13.7 para las resistencias
pasivas debidas al rozamiento.
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3.5. Equilibrio de un sistema de particulas

3.5.1. Ecuaciones cardinales de la estatica

En el caso de un sistema de IV particulas, el equilibrio del mismo equivale
al de cada una de sus particulas:

F;=0 (i=1,...,N) (3.22)

donde F'; es la fuerza total sobre cada particula i, resultante de fuerzas exte-
riores e interiores:
— ext int
F;, =F{" + F;

La aplicacion de las condiciones de equilibrio (3.22) puede resultar muy traba-
josa, al tenerse que realizar para cada una de las IV particulas. En el caso de
medios continuos, rigidos o no, constituidos por infinitas particulas, es practi-
camente imposible. Por lo tanto es necesario obtener ecuaciones y condiciones
de tipo global que caractericen el equilibrio de un sistema en su conjunto. Ade-
maés, las ecuaciones (3.22) tienen el inconveniente de que intervienen tanto las
fuerzas activas como las reacciones, a menudo desconocidas a priori.

El estudio del equilibrio se puede hacer particularizando algunos de los
principios generales de la dindamica de sistemas estudiados en el capitulo 6.

En primer lugar, al sumar (3.22) para todas las particulas del sistema, las
fuerzas interiores se anulan dos a dos (apartado 1.3.1), por lo que se obtiene

N
F=) F"=0 (3.23)
=1

tomando momentos de las fuerzas respecto de un punto cualquiera, sumando
los mismos obtendremos otra ecuacion analoga:

N
Mo=) riNF{" =0 (3.24)
=1

Al igual que en el apartado 1.3.2 hemos considerado que las fuerzas internas
son centrales, por lo que sus momentos se anulan dos a dos.

Las ecuaciones (3.23) y (3.24), denominadas ecuaciones cardinales de la
estdtica, contituyen un conjunto necesario de condiciones que han de cumplir-
se para que todo sistema esté en equilibrio. En el caso general de un sistema
tridimensional serdan 6 ecuaciones, mientras que para un sistema plano se tra-
tard de 3 ecuaciones. Estas ecuaciones equivalen a establecer que el sistema de
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fuerzas, como sistema de vectores deslizantes, sea un sistema nulo (resultante
y momento en un punto nulos). Por otra parte, estas ecuaciones pueden con-
siderarse como un caso particular de las ecuaciones cardinales de la dinadmica
(1.66), (1.68) ya estudiadas anteriormente.

Como se ha dicho, las ecuaciones cardinales constituyen condiciones nece-
sarias pero no siempre suficientes para el equilibrio de un sistema. Dicho de
otra manera, el que en un sistema actiie un conjunto de fuerzas de resultante
y momento nulos no es garantia de que el sistema esté en equilibrio.

Figura 3.5: Dos sistemas en los que las fuerzas actuantes tienen resultante y
momento nulos, y sin embargo no estdn en equilibrio.

Como ejemplos ilustrativos de esta afirmacion basta considerar sistemas en
los que pueda haber movimiento relativo entre sus partes, como se muestra en
la figura 3.5.

Un método general para establecer el equilibrio es subdividir el sistema
global en subsistemas, de forma que al aplicar las ecuaciones (3.23) y (3.24) a
cada subsistema resulten condiciones necesarias y suficientes para el equilibrio
del mismo. Adelantaremos que para el caso de los sélidos rigidos estas ecua-
ciones si son suficientes para garantizar el equilibrio, lo que se demostrara en
el apartado 3.6; por tanto buscaremos una subdivisién en subsistemas rigidos,
sin movimiento relativo interno. Légicamente, al partir un sistema en varios
subsistemas las fuerzas ejercidas entre unos y otros, que antes eran internas
y no aparecian en las ecuaciones, pasan a ser externas y aumentan por tanto
el nimero de incognitas. Sin embargo también aumenta el ntimero de ecuacio-
nes (6 por cada subsistema nuevo), de forma que se obtiene finalmente igual
nimero de ecuaciones que de incognitas.
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3.5.2. Principio de los trabajos virtuales

Este principio fue enunciado en el apartado 1.5.1 como un principio bésico
de la mecanica, equivalente a las leyes o principios de Newton-Euler. Sus carac-
teristicas esenciales que nos seran de utilidad son dos: por una parte, establece
una condicion global para el equilibrio de un sistema; por otra, permite elimi-
nar todas las fuerzas de reaccion correspondientes a enlaces lisos, reacciones
que por lo general son desconocidas a priori.

Recordemos aqui simplemente el enunciado expuesto en 1.5.1. Se llaman
desplazamientos virtuales {d7; } a cualquier conjunto de desplazamientos infini-
tésimos (tan pequenos como se desee) tomados en un instante dado. En general,
no es necesario que los desplazamientos virtuales respeten los vinculos; sin em-
bargo nos interesa restringir éstos a los denominados desplazamientos virtuales
compatibles, que si respetan los vinculos lisos.

Se considera un sistema sometido a fuerzas activas {f;} y reacciones de
enlaces lisos { R;}. El trabajo virtual desarrollado por estas reacciones es nulo
para {dr;} compatibles. Por tanto, la condiciéon necesaria y suficiente para
el equilibrio es que el trabajo virtual de las fuerzas aplicadas sea nulo, para
cualquier conjunto de desplazamientos virtuales compatibles con los enlaces:

N
oW = Z fi-ori=0 V{or;} compatibles

En el caso en que existan enlaces no lisos, el principio se aplica igualmente
pero considerando las fuerzas de rozamiento (que si realizan trabajo virtual)
como fuerzas activas. lo mismo habremos de hacer si existe alguna reaccién de
un enlace, liso o no, cuyo valor deseemos calcular. Esto tltimo serd necesario
realizarlo en cualquier caso si los enlaces son unilaterales, con objeto de com-
probar a posteriori el signo de la reaccién obtenida, para ver si es compatible
con la inecuacién del enlace.

Como ejemplo de aplicacion, consideremos el sistema del muelle de la figura
3.5. Llamaremos x a la elongacion del resorte medida desde la posiciéon natural
del mismo, y sea su constante K. Tomaremos el desplazamiento virtual dzx,
obteniendo el trabajo virtual como

W =Fdx — Kxdx =0

donde Kz es la fuerza interna debida al resorte, que actia en sentido contrario
a x. Al ser dx arbitrario, se llega inmediatamente a la condicién de equilibrio

F=Kzx
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Como segundo ejemplo consideremos la aplicacion del principio para calcular
el valor de una reacciéon de apoyo. Sea la viga biapoyada de la figura 3.6, de

longitud total I, en la que se desea calcular el valor de la reaccién vertical en
A, Ry.

A

Sy

Q)

Figura 3.6: Para calcular la reac-
cion en A ‘“liberamos” la coaccion
correspondiente para calcular el tra-
bajo virtual considerando R4 como
fuerza activa ............................................ .................................

Ra

Para ello “liberamos” el apoyo en cuestiéon y lo sustituimos por una fuerza
incognita Ry. Los desplazamientos virtuales compatibles son los debidos al
giro respecto del apoyo B, que viene caracterizado por el descenso § en A.
Expresando la nulidad del trabajo virtual:

SW =P <§’5> —Ra(8) =0

al ser 4 un valor arbitrario, se elimina para obtener

b
Analogamente obtendriamos la reaccion en el otro apoyo, Rp = P%

3.6. Equilibrio del sélido rigido

3.6.1. Aplicacion del principio de los trabajos virtuales

Es posible obtener las condiciones generales de equilibrio del sélido rigido
en un caso general aplicando el Principio de los trabajos virtuales. Tomaremos
para ello desplazamientos virtuales compatibles con la condicién de indefor-
mabilidad del sélido. Estos han de cumplir una relaciéon similar a la (1.27) que
define el campo de velocidades del sélido:

’Ui:’UO—FQ/\T‘Z‘
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Las magnitudes v; pueden ser consideradas como “velocidades virtuales” com-
3
patibles. Analogamente, los desplazamientos virtuales compatibles son:

or; =0ro+dp Ar;

para valores arbitrarios pequenos de dro y dep.
Expresamos ahora el trabajo virtual:

5WZZFZ"5TO+Z(5‘P/\T1’)'F1‘

denominando

P F
7

def
Mo = E T‘Z'/\F?xt,
i

se obtiene
(5W:F~5ro+5cp-2ri/\Fi
=F -dro+ Mo dp

Puesto que drp y d¢ pueden tomar valores arbitrarios, se deduce inme-
diatamente que las condiciones necesarias y suficientes para el equilibrio son
F =0y Mo = 0, que coinciden precisamente con las ecuaciones cardinales
de la estatica, (3.23) y (3.24). Al contrario de la observacion realizada entonces
para un sistema general, en este caso particular (solido rigido) hemos conclui-
do, gracias al principio de los trabajos virtuales, que las ecuaciones no son sélo
necesarias sino también suficientes. Resumiendo, podemos afirmar:

En un sélido rigido la condicién necesaria y suficiente para el equi-
librio es que el Sistema de Vectores Deslizantes formado por las
fuerzas externas sobre el sélido sea un sistema nulo:

F:ZF?“:O

7
MO:ZTi/\fot:O
)

Podriamos haber alcanzado esta misma conclusion mediante la particu-
larizacion de las ecuaciones de la dindmica del solido, (9.1) y (9.2) 6 (9.3),
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para las condiciones de la estéatica. En efecto, en el equilibrio es ag = 0, y
H; = Hp = 0 (constantes), por lo que se deducen de las citadas ecuaciones
F =0y Mo = 0 como condiciones necesarias y suficientes.

Del resultado anterior se pueden deducir diversos corolarios de interés prac-
tico:

COROLARIO 1.- Sisobre un sélido acttia un sistema de fuerzas, éste puede
ser sustituido por otro sistema de vectores deslizantes equivalente (es decir, con
igual resultante y momento en cualquer punto, lo que se denomina también
equipolente), sin alterar las condiciones de equilibrio.

En efecto, la diferencia entre los dos sistemas serfa un sistema nulo, que
como hemos visto no altera el equilibrio.

COROLARIO 2.- Si sobre un so6lido actian dos fuerzas, estara en equilibrio
si y s6lo si ambas siguen la misma recta de accién, con el mismo médulo y
sentidos opuestos.

En efecto, es la tnica forma de que las dos fuerzas constituyan un sistema
nulo.

COROLARIO 3.- Si sobre un so6lido actian tres fuerzas, para que haya
equilibrio éstas deben ser coplanarias y cortarse en un mismo punto.

La justificacion es evidente, ya que de otra forma es imposible que el sistema
resultante sea nulo.

En el caso en que el solido tenga el movimiento restringido por enlaces o
ligaduras, vale la pena distinguir varios casos:

Solido libre: Los valores de los desplazamientos virtuales érp y d¢ son in-
dependientes; por tanto para el equilibrio han de ser nulas tanto la re-
sultante como el momento de las fuerzas aplicadas

F=Mo=0

Solido con un punto fijo: En este caso hay un punto O fijo por lo cual
podemos tomar dro = 0; la nulidad del trabajo virtual no impone por
tanto restriccion alguna sobre F', siendo la condicién de equilibrio

Mp=0

Solido con eje fijo: sea el eje fijo (O, e); los desplazamientos compatibles son
por tanto drp || e, d¢ || e, por lo que se obtienen las condiciones de
equilibrio

F-e=0, M-e=0
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es decir, las proyecciones de F'y M sobre e deben anularse para el
equilibrio.

3.6.2. Sistemas isostaticos e hiperestaticos

En la estética el objetivo suele ser determinar en primer lugar las configu-
raciones o cargas exteriores para el equilibrio, para a continuaciéon calcular las
reacciones en los enlaces o apoyos.

Los casos particulares comentados en el apartado anterior corresponden a
sustentaciones que dejan al sistema con algin grado de libertad. Al permitir el
movimiento, se necesita para el equilibrio que una o mas componentes de las
fuerzas o momentos sea nulo.

Si se aumenta el nimero de coacciones del sélido, se llega a un punto en
que no se permite ningin grado de libertad de movimiento: el sistema estara
entonces en equilibrio para cualquier conjunto de cargas exteriores (siempre que
no se supere la resistencia de rotura de los enlaces). Es el caso, por ejemplo,
de un so6lido con un eje fijo por un cojinete cilindrico, restringiendo ademas el
movimiento de traslacion en la direccién del eje y el de rotacién alrededor del
mismo. Las reacciones tendrian 6 componentes, que se determinarian mediante
las 6 ecuaciones cardinales de la estéatica (3.23) y (3.24).

tica e hiperestdtica de una viga: en
el seqgundo caso las ecuaciones de
la estdtica no son suficientes para

| n o o calcular las reacciones en los apo-

T yos; se dice que existen reacciones
A TYA TYC Yp  “redundantes”.

|
A Q Figura 3.7: Sustentaciones isostd-
by

a) isostética

b) hiperestdtica

Para fijar ideas consideremos un sistema plano, formado por una viga recta
biapoyada, en el que uno de los apoyos es una articulacién y el otro un apoyo
simple que permite el desplazamiento horizontal (figura 3.7,)

En este caso las tres ecuaciones de la estéatica (M = 0; F, = 0; Fy, = 0)
permiten calcular las tres reacciones incognitas, Xa,Ys e Yp, para cualquier
conjunto de cargas exteriores. Decimos que la sustentacion es isostdtica, ya que
el nimero de incégnitas a determinar, provenientes de las reacciones de enlace,
es igual al nimero de ecuaciones de la estatica.

Imaginemos ahora que a la misma viga se le coloca otro apoyo C' intermedio,
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que restrinja tan sélo el movimiento vertical en ese punto. Para un conjunto da-
do de cargas exteriores tenemos ahora 4 reacciones incognitas (X4, Ya, Yp, Yo)
y tan solo 3 ecuaciones de la estatica. Se dice que el sistema es estdticamen-
te indeterminado o hiperestdtico, debido a que posee apoyos redundantes, que
“sobran” para garantizar el equilibrio.

Desde el punto de vista de la estatica de sistemas rigidos no existe nin-
glin truco ni procedimiento que permita resolver este problema. Esta correc-
tamente planteado, ocurriendo que no tiene solucion mediante el sélo empleo
de las ecuactones globales de equilibrio. Es pues necesario obtener ecuaciones
adicionales que proporcionen alguna relacién més entre las incégnitas. Estas
ecuaciones se obtienen a través de considerar la deformabilidad de la estruc-
tura (aplicando las técnicas que se estudian en la resistencia de materiales o
en el célculo de estructuras). A partir del estudio de la deformabilidad de los
solidos y las estructuras, asi como de las ecuaciones de comportamiento de las
mismas que ligan las deformaciones internas con las tensiones, se obtienen las
ecuaciones adicionales necesarias. El estudio de estos aspectos se halla fuera
del alcance de este curso.
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Es muy comin que un sistema mecéanico (sea una estructura o un meca-
nismo) permanezca en una posicion de equilibrio estable, pudiendo realizar sin
embargo pequenos movimientos u oscilaciones alrededor de esa posicién. Un
ejemplo seria un puente, que admite pequenios movimientos debidos al trafico
sobre el mismo. Una variante seria un sistema cuyo movimiento sea una tra-
yectoria determinada, admitiendo pequenas oscilaciones o variaciones acotadas
respecto de la misma. Ejemplo de este caso seria el movimiento de un satélite
en orbita.
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Los efectos sobre un sistema debido a cargas dindmicas pueden superar no-
tablemente los de las mismas cargas en condiciones estaticas, es decir, aplicadas
de forma suficientemente lenta. Los disenos de ingenieria cada vez requieren
méas garantizar una adecuada respuesta dinamica. Esto puede deberse tanto
a que las cargas realmente se apliquen de forma muy rapida, como al hecho
de asignar una mayor importancia a aspectos como el mantenimiento de la
funcionalidad, la resistencia, y el confort ante las vibraciones. Estas condicio-
nes de disenio a menudo se afladen a las puramente estaticas, de estabilidad y
resistencia en la posiciéon de equilibrio.

En la mayoria de los casos practicos, estas pequenas oscilaciones se pueden
considerar como «lineales» (mas adelante se precisa el significado de este tér-
mino) pudiéndose analizar mediante la teoria que se expone en este capitulo y
en el capitulo 5 para sistemas con varios grados de libertad.

Comenzamos aqui por los casos mas simples de oscilaciones, los sistemas
con un grado de libertad. Aunque en la realidad casi todos los casos tienen
varios grados de libertad, en numerosas situaciones existe un grado de libertad
predominante, pudiéndose despreciar los otros «modos de vibracién» en una
primera aproximacion. Sera valido en estos casos el estudio como sistema de
un grado de libertad. En cualquier caso, los modelos con un grado de libertad
seran la base para el estudio de las oscilaciones con varios grados de libertad
que se tratan mas adelante (capitulo 5).

4.1. El oscilador armoénico simple

4.1.1. Ecuacién del movimiento

Sea una masa puntual, m, obligada a moverse segin una recta fija, sujeta
a un punto dado de la misma por medio de un resorte elastico (es decir, un
muelle que ejerce una fuerza proporcional a su elongacion), de constante k, sin
que existan otras fuerzas aplicadas. Si se denomina x la coordenada de m a
lo largo de la recta, el resorte elastico ejerce una fuerza recuperadora, que se
opone a la elongacién, de valor

F = —k(ﬂf - .%'(]),

siendo x¢ la que se denomina longitud natural del resorte, para la cual éste
quedaria sin tension. El signo ha de ser negativo puesto que la fuerza del resorte
tiene sentido contrario a la elongacion, es decir, es una resistencia interna que
se opone a ella.

Decimos que se trata de un resorte lineal, porque la fuerza desarrollada
en el mismo depende linealmente de la elongaciéon: a doble elongacién, doble
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fuerza, y a elongacion mitad, la fuerza se divide por dos.

X

Figura 4.1: Oscilador

J\W\/_" armonico simple

k m

Como podemos elegir el origen de coordenadas donde nos plazca, lo haremos
en el punto g, de forma que la expresiéon de la fuerza del muelle sea

F=—kx.

Aplicando el principio de la cantidad de movimiento (1.2), obtenemos la
ecuacion dindmica de este sistema:

mi= ks ()

Se trata de una ecuacion diferencial ordinaria con las siguientes caracteris-
ticas:

= de segundo orden, ya que intervienen derivadas segundas;

= [ineal, ya que asi es la dependencia en relaciéon con la variable x y sus
derivadas;

= de coeficientes constantes, pues supondremos fijos m (masa del sistema)
y k (rigidez del resorte);

= homogénea, pues la ecuacién esté igualada a cero, sin término indepen-
diente a la derecha del signo igual.

4.1.2. Energia

Antes de proceder a integrar la ecuacién, conviene analizar la energia aso-
ciada al resorte. La fuerza del muelle es conservativa, asociada a un potencial
V (z). Este se calcula inmediatamente integrando el trabajo realizado por aqué-
lla entre la posicién natural y una posicién genérica:

xr X 1
V:—/ Fdac:—/ (—kz)dx = —ka?.
0 0 2
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Al ser la fuerza conservativa, la energia total se conserva, siendo su valor en
un instante genérico

1 1
E=T+V = 5md32 + 5!{:932. (cte.) (4.2)

Si el movimiento es oscilatorio y acotado, la elongacion z(t) tendra méaximos
en los que la derivada es nula (¢ = 0). Particularizando para uno de estos
instantes, podemos escribir la ecuacion (4.2) en funciéon de una nueva constante
A cuya interpretaciéon es la elongacion maxima:

%mdﬁz + %ka = %k‘AQ. (4.3)

Fisicamente, podemos interpretar la ecuacién anterior observando que en
los puntos de elongacion maxima toda la energia es potencial (Vijax = %k:AQ),
mientras que en los puntos de elongacién nula toda la energia es cinética
(Thmax = %k:AZ). A lo largo del movimiento, la energia total se conserva, osci-
lando entre estas dos formas.

4.1.3. Integraciéon de la ecuacién

El objetivo es resolver la ecuacion (4.1), integrandola para obtener el mo-
vimiento z(t). No se pretende aqui explicar con caracter general los procedi-
mientos de integracién de ecuaciones diferenciales con una variable, por lo que
nos ceniremos a los detalles de la solucion de ecuaciones del tipo de (4.1), que
por otra parte reviste considerable importancia en la fisica y en la mecénica.

La forma maés sencilla es partir de la ecuacion (4.3), despejando en ella y
separando variables:

k k dx
2 = (A% — 2? \| —dt = ———=.
& m( %) = - v

La integracion se puede hacer para cada miembro de esta ecuacién de forma

independiente, resultando
k ‘4 T
\/— = arcsen —
m' Y A’

donde ¢ es una constante de integraciéon. Definimos ahora un nuevo parametro

e k
wo & Vo (4.4)

Wy COmo
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con lo cual despejando el valor de x resulta la ecuacién del movimiento buscada:
x(t) = Asen(wot + ). (4.5)

Esta ecuacion define un movimiento armonico (es decir, sinusoidal). Se
trata de un movimiento periédico, puesto que se repite idénticamente cada
cierto intervalo de tiempo T denominado periodo, de manera indefinida. En
este caso el periodo es T' = 27 /wy.

El pardametro wqg recibe el nombre de pulsacion o frecuencia angular natural
del sistema; representa la frecuencia angular con la que éste oscila cuando
se le separa de su posicién de equilibrio y se le libera para que se mueva
libremente!. La constante A es la amplitud de la oscilacién (médulo de la
elongacion maxima) y por ultimo ¢ es el dngulo de fase, ya que indica la fase
de la sinusoide en que se sittia el origen de tiempo.

z(t) = Asen(wot + ¢)

A

T
1
1
|
. 1
]
. 1
|
— . 1
|
= .
M|
o H—
\9 : 1
- - -

g 0 Do
20 o
] |
O . 1
— : 1
(<] H 1
]
. 1
H 1
. 1
|
0 1
M|

1 i 1 1 1

A T T 3T
0 33 s 27 3 4

2
fase (wot + ¢)

Figura 4.2: Oscilacion armdnica, abarcando dos periodos completos del movi-
miento. Un dngulo de fase ¢ # 0 equivale simplemente a una traslacion del
ortgen de tiempos.

La frecuencia angular o pulsacion se mide en radianes/segundo. La frecuen-
cia circular f —o frecuencia propiamente dicha—, indica el ntimero de ciclos o

'En contra de lo que pudiera parecer, la notacién wo no indica «valor inicial de w»,
tratandose de un valor caracteristico del sistema que se mantiene constante. El subindice en
wo se refiere a que el sistema no tiene amortiguamiento, en comparacién con la frecuencia
caracteristica w que obtendremos para los sistemas con amortiguamiento, ver ecuacion (4.11).
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revoluciones por unidad de tiempo, y se expresa mediante Hercios o ciclos por
segundo (Hz). La relacion entre ambas medidas de la frecuencia es por tanto
f = w/2w. También es posible expresar la frecuencia en otras unidades como
revoluciones por minuto (rpm).

Es inmediato observar de (4.5), que cuanto mas rigido sea el muelle (mayor
k) o mas ligera la masa (menor m), mayor sera la frecuencia natural de osci-
lacion wy. Por el contrario, sistemas mas flexibles (k pequeno) y méas masivos
(m grande) tendran frecuencias naturales bajas.

Si el valor de la constante k fuese negativo, esto corresponderia a una repul-
sion del resorte, y no seria posible la solucién anterior al no poderse obtener
wo = y/k/m. Fisicamente, este caso no corresponderia a un movimiento de
oscilacién, ya que la particula tenderia a alejarse cada vez mas del origen, sin
estar su movimiento acotado. Por tanto, para que el sistema tenga un movi-
miento oscilatorio acotado ha de poseer una rigidez k positiva, correspondiente
a una atracciéon hacia la posiciéon de equilibrio estable.

Los dos parametros A y ¢ quedan indeterminados en (4.5), siendo necesario
calcularlos a partir de las dos condiciones iniciales (posicion y velocidad inicia-
les). Por ejemplo, para una vibracion que parte desde una elongacion inicial a
en reposo,

ro=a;, =0 = A=a, p=m/2.

Para unas condiciones iniciales cualesquiera g y vg, particularizando (4.5) se
halla
xo = Aseny; vy = Awgcosp,

x wox
A=2 ;@ =tan"! <00> .
sen Vo

Como comprobacion, podemos evaluar la energia asociada al movimiento
definido por (4.5). En un instante genérico, la velocidad es

& = Awg cos(wot + ¢),

por lo que

1 1 1
T+V = - mw2 A% cos®(wot + @) + kA% sen®(wot + @) = kA%
20 2 2

=k

Como era de esperar se obtiene el mismo valor que en (4.3).
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4.2. Oscilaciones con amortiguamiento

4.2.1. Ecuacion del movimiento

Un amortiguador viscoso ejerce una fuerza de resistencia pasiva propor-
cional a la velocidad, F4 = —c&, de sentido contrario a ella. Este modelo

X

D Figura 4.3: Oscila-

dor con amortigua-

c 4. miento viscoso

AAAMANAA -

k

corresponde aproximadamente a la resistencia desarrollada por un émbolo en
un piston lleno de liquido, al fluir por el hueco libre entre pistén y émbolo.
Se trata de una fuerza necesariamente no conservativa. Es facil comprobarlo,
ya que en cualquier trayectoria cerrada (origen y final en el mismo punto), el
trabajo realizado por la fuerza de amortiguamiento es esencialmente negativo:

Wy = jg(—c(j{:)dx = ?{(—c:'cQ)dt < 0.

Aunque este modelo no representa de forma exacta la mayoria de las re-
sistencias pasivas reales, resulta sencillo y suficientemente aproximado para
una gran cantidad de casos préacticos, permitiendo considerar las inevitables
resistencias del medio en que se produce la vibracion.

Considerando la fuerza del amortiguador, y tomando el origen de coorde-
nadas en la posiciéon natural del resorte, la fuerza total sobre m es ahora

F=—ct—kx,

resultando la ecuacién:
m + ct + kx = 0. (4.6)

Esta sigue siendo una ecuacion diferencial de segundo orden, lineal, de coefi-
cientes constantes y homogénea.
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4.2.2. Integraciéon de la ecuacién

La solucion de la ecuacion (4.6) es del mismo tipo que en el caso anterior
sin amortiguamiento (4.1), es decir, basada en funciones armonicas. Tan solo
sera necesario aqui generalizar algo la expresion de las soluciones ensayadas,
para lo cual emplearemos una exponencial del tipo z(t) = ae™, basandonos en
la generalizacion de las funciones armoénicas mediante la notacion de Euler de
la exponencial imaginaria’. En principio, permitiremos que tanto a € C como
r € C sean ntumeros complejos, aunque por motivos fisicos deberemos exigir al
final que el resultado z(t) sea real.

Derivando y sustituyendo en la ecuacion (4.6), resulta

(mrl+cer+k)et=0 = mr? +cr+k=0. (4.7)

Esta expresion se denomina «ecuaciéon caracteristica,» proporcionando los va-
lores que debe tomar r para que exista la solucién buscada:

—c++/c? —4km

"= 2m

(4.8)

Segtin el valor del discriminante (c? — 4km) en la expresion general anterior,
pueden distinguirse varios tipos de solucion:

a) ¢ —4km > 0.- En este caso existen dos raices reales para 7 en (4.7):
rn =-—p, re = —q.

Sabemos que necesariamente ambas han de ser negativas, ya que empleando
la expresion (4.8) se comprueba que 11 + 179 < 0y 71 - r9 > 0. Mediante la
linealidad de la ecuacién diferencial se demuestra que, si existen varias solucio-
nes, cualquier combinaciéon lineal de ellas es también solucién de la ecuaciéon
(propiedad de comprobaciéon inmediata). Por tanto, la solucién general sera:

z(t) = are P + age 9"

En definitiva, se trata de una solucién exponencial decreciente, que no oca-
siona movimiento oscilatorio, debido a que el amortiguamiento ¢ es excesiva-
mente grande (amortiguamiento supercritico). En la figura 4.4 se muestra el
movimiento que se obtiene para un sistema de este tipo, en varios casos con
distintas condiciones iniciales.

2Empleamdo la notaciéon de Euler, € = cos @+isen 6, siendo i = v/—1. Para C 5 r = p+6i
es e = ePel = eP(cos @ + isend).
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AN To >0
. Figura 4.4: Movimiento de un
sistema definido por la ecuacion
. 29=0 mI—+ct+kx =0, con amortigua-
= miento supercritico (c > 2v/km),
s bajo distintas condiciones inicia-
, T les; Caso I) @9 > 0, Caso II)
i =0, Caso III) &g < 0.
.\\. 7 xe< 0
t

b) ¢> — 4km = 0.- Se trata del caso limite, en el que el amortiguamiento posee

el valor critico ceriy = 2V km. Existe una raiz real doble en (4.7), negativa al

igual que antes:
c

i T

correspondiendo a la solucion z(t) = ae™P!. Se puede comprobar que z = bte P!
también es solucién, por lo que la solucién general serd una combinacion de
estas dos:

x = (a+bt)e P,
Comprobamos por tanto que en este caso tampoco se produce un movimiento

de tipo oscilatorio.

c) ¢ —4km < 0.- Se obtienen en este caso dos raices complejas conjugadas
para (4.7),

le_p‘i‘Wi, TQZ_p_Wi7
siendo
c c2 N k
= —_— w = _—— —_—
p om’ 4m?2  m

La parte real de la solucién es negativa, dando lugar a una exponencial decre-
ciente, que multiplica a una funcién arménica:

& = apelTPHW p goe(-piw)t

_ e—pt (aleiwt + aQe—iwt)

=e P[(a1 + az) coswt +i(a; — ag) sen wi]
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Aunque en un caso general esta expresiéon pueda tener componente ima-
ginaria, por motivos fisicos sabemos que z debe ser real. Esto obliga a que

las constantes complejas a1, as € C den lugar a unas nuevas constantes reales
A, B eR:

a1=<B—iA)/2 B =a; +as
GQZ(B+ZA)/2 A:i(al—ag)
resultando
r=e P (Asenwt + Bcoswt). (4.9)

Otra forma equivalente de expresar esta solucién es mediante el cambio de las
constantes (A, B) a otras (a, ) definidas por:

A=acosyp; B=aseny,

resultando la expresion

r = ae P sen(wt + ). (4.10)

Este tltimo caso de amortiguamiento subcritico (¢ < cqit) es el que més
nos interesa, ya que es el tinico en que se produce un movimiento oscilatorio,
de vibraciones alrededor de la posicion de equilibrio. La expresion (4.10) repre-
senta un movimiento oscilatorio amortiguado de amplitud decreciente (ae ),
al estar modulado por una exponencial negativa. Aunque el movimiento es
oscilatorio, no seria correcto en rigor llamarlo periédico, ya que cada oscila-
cion es distinta, al disminuir la amplitud. Se define como amplitud (de forma
més rigurosa, «pseudo-amplitud») del movimiento al valor ae ™, que tiende
a 0 para t — oco. El movimiento desaparece en la practica para un tiempo
suficientemente grande. Es facil comprobar que el intervalo entre maximos, al
igual que entre pasos por cero, es constante e igual a T' = 27 /w (periodo de la
oscilacion). Por tanto, a w se le llama frecuencia angular natural del sistema
amortiguado (con mayor rigor formal «pseudo-frecuencia»).

El parametro a representa la amplitud inicial y ¢ el angulo de fase. Estas
dos constantes (o alternativamente las A y B si se opta por la otra repre-
sentacion de la solucion, definida mediante (4.9)) se calculan a partir de las
condiciones iniciales (zg, ).

En resumen, en funcién de los pardmetros del problema, la solucion quedaré
expresada como:

2
__c def k (&
r =ae 2m'sen(wt + @), conw = |/ — —

— (4.11)
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A menudo es 1util emplear una notacién alternativa para estas expresiones,

. . . . . def .
en funcion de la frecuencia natural sin amortiguamiento wg = +/k/m (ecuacion
(4.5)), y la denominada tasa de amortiguamiento critico &, definida como la
razon entre el amortiguamiento ¢ y el valor critico del mismo cit,

def C C

Cerit 2muwy

El significado de wy ya se discutié antes. En cuanto a &, se trata de un valor
adimensional, que para los sistemas oscilatorios (amortiguamiento subcritico)
se halla entre 0 y 1. En el caso en que fuese £ > 1 el amortiguamiento serfa
critico o supercritico y no se producirian oscilaciones. Para vibraciones estruc-
turales, los valores usuales de £ son pequenos: en una estructura real puede ser
del orden de ¢ = 0,02 = 2% o menor®.
En funcion de estos parametros, la ecuacion diferencial (4.6) se puede es-
cribir
&+ 28wod + wiz =0, (4.12)

mientras que la solucion (4.11) se expresa como

S0l sen(wt + ),  con w L o1 — £2. (4.13)

Se observa inmediatamente que la pseudo-frecuencia w de este movimiento
es menor que en el caso sin amortiguamiento (wp), debido al factor /1 — &2 <
1. Sin embargo, en la mayoria de los casos practicos, al ser £ pequeiio, ambos
valores resultan muy proximos (w & wp).

Una forma préctica eficaz de medir el amortiguamiento es observando la
disminuciéon de la amplitud de las vibraciones libres, en un determinado ntimero
de oscilaciones n. Aplicando la ecuacion (4.13) el cociente entre los dos instantes
seré

Tr = ae

ae—gwot
ae—§wo(t+nT)

tomando logaritmos y considerando T = 27/(wgy/1 — £2) se obtiene el deno-
minado decremento logaritmico, que representa la disminucion de la amplitud
entre dos méximos consecutivos:

1- ¢
3Por ejemplo, en la nueva norma para acciones de célculo de puentes de ferrocarril, en
los que las acciones dindmicas cobran especial relevancia para trenes de alta velocidad, se

proponen amortiguamientos de £ = 0,5 % para puentes metalicos o mixtos, y £ = 2,0 % para
puentes de hormigédn estructural

_ J&wonT

§=2m ~21¢ (para £ < 1). (4.14)
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EJeEMPLO 4.1: Una masa m de 400 kg puede deslizar sin rozamiento sobre un
eje horizontal, unida mediante un resorte elastico de constante & = 10° N/m a
una base fija en el eje. Existe ademéas un amortiguamiento viscoso, que reduce
la amplitud de la oscilacién a la centésima parte cada 10s. Se pide:
a. Valor de la constante ¢ de amortiguamiento y de la tasa & respecto del
critico;
b. Suponiendo que parte de xg = 0,05 m medido desde la posicion de equi-
librio en reposo, obtener la ecuaciéon del movimiento asi como el valor
numérico de la posicién al cabo de 2s;

Solucion.

a.— El movimiento es un caso de vibraciones libres con amortiguamiento,
dado por la ecuacion (4.13):

x = ae” 0 sen(wt + ¢y).
El valor de la frecuencia natural del sistema sin amortiguar es
wo =/ k/m = 15,811388rad/s = 2,51646 Hz. (4.15)

El decremento de la pseudo-amplitud permite calcular la razén de amortigua-
miento:
—fwl0 A In 100

00 57 10w

La constante de amortiguamiento vale ¢ = 2wy = 368,4136 N-s-m~!. El
decremento logaritmico vale

ae = 0,029126 ~ 2,9 %. (4.16)

_ &
V1—§€2
(Se comprueba que la aproximacion § = 2w§ = 0,1830 solo difiere en el cuarto
digito.)

§=2n = 0,1831.

b.— Una vez calculados todos los parametros, se pueden obtener las cons-
tantes a partir de las condiciones iniciales:
xo = Asen¢g N A =0,05002122
0 = —Afwq sen ¢y + Aw cos ¢y ¢o = 1,541667 = 0,4907287

La expresion numérica de la solucién es por tanto
z(t) = 0,05002122 ¢(—+4695170) gon) (15 80468 ¢ + 1,541667), (4.17)

y la posicion a los dos segundos z(2) = 0,01964561 m. Los resultados se mues-
tran de forma grafica en la figura 4.5. O
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Figura 4.5: Resultados del ejemplo j.1: (a) Grdfica para t € [0,10]; (b) Deta-
lle de la grifica para t € [0,2], en la que se aprecian mejor las oscilaciones
amortiguadas; (c¢) Detalle del comienzo del movimiento (duracion = 1/64 pe-
riodos) en el que se aprecia que en el instante inicial la curva no es tangente
a la envolvente de pseudo-amplitud, junto con el punto de tangencia en que
(wt + ¢o) = m/2; (d) Detalle de la fase final (t € [9,10]) comprobando que se
alcanza la centésima parte de la elongacion inicial (recta horizontal).
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4.3. Oscilaciones forzadas

4.3.1. Ecuacién del movimiento

En este caso consideramos que sobre la masa m actia una fuerza externa
f(t), ademas de las fuerzas internas antes descritas correspondientes al muelle
y al amortiguador (figura 4.6).

T
; Figura 4.6: Osci-
D lador simple con
Cf) amortiguamiento
c 4‘_> sometido a fuerza
externa.
W m
k
La ecuacién es ahora:
mi + cx + kx = f(t). (4.18)

Al incluir el término independiente f(t) la ecuacion diferencial deja de ser
homogénea. Esto da lugar a una estructura distinta para la solucién, como se
ve a continuacion.

4.3.2. Integracion de la ecuacion

Sean dos soluciones cualesquiera x1(t) y x2(t) de la ecuacion completa
(4.18):

mio + cTy + X9 = f(t),
miy + ck1 + x1 = f(t);

restando término a término se obtiene
m(i‘Q — i’l) + C(:i'z — i31) + k‘($2 — fEl) =0.

Por tanto su diferencia, zp(t) = x2(t) — x1(t), es solucion de la ecuacion ho-
mogénea (4.6). Esto nos sirve para poder expresar la solucion general de la
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completa como una solucién particular z,(t) de la misma, que ya veremos co-
mo se puede hallar, més la solucién general de la homogénea zp(t) que ya
sabemos calcular:

x(t) = xp(t) + xp(2). (4.19)

El problema se limita pues a calcular una solucion particular z,(t) de (4.18).
Cualquier procedimiento practico que nos permita hallarla sera vélido. Como
regla general, buscaremos una solucién particular del mismo tipo que el término
de fuerza f(t). Veremos a continuacion las soluciones particulares para algunos
casos significativos.

a) fuerza constante, f(t) = D.— Este caso puede corresponder a una
fuerza estatica, si su aplicaciéon ha sido lenta, o a una funcién escalén dinami-
ca, en el caso en que la aplicacién sea stbita. En cualquier caso, la solucion
particular es otra constante, de valor

D
Tp =7
La comprobacion es inmediata, al ser 2, = &, = 0.

Como ejemplos concretos de este caso se pueden citar el de un muelle en
posicion vertical sujeto a la gravedad, o la fuerza de rozamiento durante el
intervalo en que no cambia de signo (supuesta la reaccién normal constante).

Por otra parte, llamando =y = D/k (cte.), la adicion de una soluciéon
xp = xo puede interpretarse también como una simple traslacién del origen
de coordenadas, x'(t) = z(t) — xo = z1(t). De esta forma el movimiento puede
describirse como una oscilaciéon libre alrededor de un nuevo origen de coorde-
nadas, trasladado xg.

Esta puede ser la interpretaciéon, por ejemplo, de una masa m colgando
de un resorte de constante k en direcciéon vertical, sometida a su propio peso
(mg). El movimiento puede interpretarse como una oscilacion libre, alrededor

de un punto de equilibrio situado la distancia mg/k por debajo del punto de
longitud natural del muelle.

b) fuerza lineal, f(t) = Et.- Se trata de una fuerza que aumenta o
disminuye linealmente con el tiempo. Tanteamos la soluciéon z, = mt + n,
también lineal. Sustituyendo en (4.18) se obtienen los valores de m y n:

em +k(mt +n) = Et

m=FE/k
n=—cE/k?
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por lo que resulta

W E0-7)

Este caso sirve para definir un tramo en forma de rampa en una funcién de
fuerza.

c) fuerza armonica, f(t) = gsenQt.- Este caso tiene especial impor-
tancia, ya que no sblo sirve para una fuerza armoénica en si misma, sino que

servird también como base para calcular la solucién frente a una carga cual-

quiera, mediante el desarrollo en serie de Fourier?.

Tanteamos una soluciéon que sea igualmente armoénica, con la misma fre-
cuencia que la excitacion, pero admitiendo un posible desfase § respecto de la
carga:

xp(t) = Asen(Qt + 0).

Sustituyendo en (4.18):
(k — mQ?) sen(Qt + 8) + cQ cos(Qt + 6) = % sen ¢,

y particularizando para dos valores distintos de ¢ se puede calcular A y 9:

1. parat =0,
(k —mQ?)send + cQcosd = 0,

y despejando 4,

ey 25&}09
tand = — =— 4.2
an k — mQ? wi — 02 (420)

2. para Qt +§ =0,

Q) = Zsen(—é)
__41
A= o sen o

Para expresar A en funcién de los parametros del problema, debemos obtener

“Consultar Curso de Mecdnica, J.M. Goicolea (2010), apartado 3.7
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en primer lugar la expresion de sen d:

send = _ tand
+v/1 + tan? 6
—c)
- ¢ (4.21)
j:\/(k —m82)? + 20?2
B —2£Qwyq
/(W — Q2?2 + 4202
resultando finalmente las expresiones siguientes para A:
A q _ a/m (4.22)

+/(k—mQ2)2 + 202 +,/(w? — 02)2 + 420202

Debido a la indeterminacién del signo de la raiz en las expresiones anteriores
((4.21) para send y (4.22) para A), podria resultar un valor negativo para esta
ultima constante. A veces es conveniente sin embargo tomar el signo de la raiz
que hace A positivo, concordando con su interpretacion fisica como amplitud.
Esto obligaria a su vez a tomar el valor apropiado para d, de forma que sen §
tenga el signo que le corresponde. Conviene observar que para cambiar de signo
(send) basta con tomar (0 + 7) en lugar de §, es decir, se trata de un simple
cambio del origen de tiempo, lo que siempre es licito.

Una vez conocidos A y d es posible escribir la solucién general de la ecuacion
completa (4.18) que resulta:

2(t) = ae"*'sen(wt + ) + Asen(QU +6) . (4.23)
——_— ——

sol. gral. homogénea sol. part. completa

En esta expresion quedan tan sélo por determinar los pardmetros a y ¢, que se
obtendran particularizando para las condiciones iniciales. Conviene subrayar
que, aunque estos pardmetros afectan sélo a la parte de la solucién que proviene
de la homogénea, es la solucion completa (4.23) la que se debe particularizar.
No debe cometerse el error de particularizar el sumando correspondiente a la
solucién homogénea, sino que debe ser la suma de ambas.

Por otra parte, es importante observar que la soluciéon particular de la
completa que hemos obtenido es independiente de las condiciones iniciales, al
ser funcién unicamente de los parametros A y ¢, definidos por las expresiones
(4.21) y (4.22) en las que no influyen dichas condiciones iniciales.

Régimen transitorio y permanente.- En el caso en que exista amorti-
guamiento, la solucién de la homogénea al cabo de cierto tiempo —cuénto
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tiempo sea dependeré del amortiguamiento— desaparece. El intervalo durante
el que no se puede despreciar el término correspondiente a la solucién de la
homogénea, siendo significativos ambos sumandos en (4.23), se llama régimen
transitorio. El movimiento durante este régimen posee dos componentes armo-
nicas de distinta frecuencia, la de la excitacion (€2) y la natural del sistema en
vibracion libre (w).

El régimen permanente es el que se alcanza cuando el término correspon-
diente a la solucion de la homogénea en (4.23) se amortigua hasta hacerse
despreciable, quedando tan sélo la solucién particular de la completa. Como
se ha dicho antes, esta solucién particular se puede escoger de forma que no
dependa de las condiciones iniciales®. Por lo tanto, éstas solo tendran influencia
durante el régimen transitorio. Dicho de otra manera, en un movimiento for-
zado y amortiguado, al cabo de un tiempo el movimiento es siempre el mismo
independientemente de las condiciones iniciales.

t

Figura 4.7: Movimiento oscilatorio forzado, para dos condiciones iniciales
distintas; al cabo de cierto tiempo, el régimen permanente es el mismo.

Para una excitacion peridédica de tipo armoénico, el régimen permanente
tiene la misma frecuencia que la excitacion, y un desfase § respecto a ella, dado
por la expresion (4.21). De ésta se desprende que si no existe amortiguamiento,
el desfase es también nulo. El desfase también depende de la relacion entre (2

v wo, de forma que, por ejemplo, para 2 = wp, resulta send = +1 y por tanto
0 ==+m/2.

5La eleccion de solucién particular no es tnica, siendo por tanto también posible escoger
ésta de forma que una parte de ella si dependa del estado inicial; sin embargo, en el limite
cuando t — 00, esta parte de la soluciéon particular también se verd reducida a cero.
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4.4. Amplificacién dindmica y resonancia

Una carga aplicada de forma dindmica puede producir un efecto considera-
blemente mayor que aplicada de forma estatica, es decir, suficientemente lenta
para que no se llegue a producir oscilaciéon. Este efecto se denomina amplifica-
cion dindmica.

Un ejemplo sencillo es la aplicacién de una carga constante Py, sobre un
sistema formado por una masa m y un resorte k, sin amortiguamiento. Si
se aplica de forma estatica (mediante una rampa suficientemente lenta), el
desplazamiento seria zest = Po/k.

Si se aplica de forma subita, como un escaléon de carga, suponiendo que
inicialmente el resorte esta en su posicién natural y sin velocidad, la respuesta
es

Rk R

Zain(t) = = % cos(wot).

El desplazamiento méximo se produce para wot = ™ y vale Zdin max = 2P /k.
Por tanto, la amplificaciéon dinamica de la carga es

Ldin,max

f.ampl. = =2,

Lest
es decir, el efecto dindmico es el doble del estatico.

Supongamos ahora que se aplica la misma carga, pero modulada por una
funcion armonica, Py sen(§2t). Supondremos que existe un pequeno amortigua-
miento inevitable, por lo que el movimiento llega a un régimen permanente,
pero que sin embargo se puede despreciar su efecto en la ecuacion de dicho
régimen, al ser su valor muy pequeno. Decimos, abusando de la expresion,
que es un caso «sin amortiguamiento,» aunque queda claro implicitamente que
algin amortiguamiento, por pequeno que sea, ha debido existir para que des-
aparezcan los términos transitorios. En el régimen permanente la respuesta es
un movimiento igualmente armoénico, cuya amplitud se puede deducir de la
ecuacion (4.22):

P
Ldin,max = A(Q) = k— mQ2 .
La amplificacién dinamica es
fampl. = Tdin;max _ ! . (4.24)
Test 1-02 /wg

Si 2 = 0, el factor de amplificacién es la unidad, como deberia ser en buena
logica, al tratarse de una carga estatica. Si {2 — oo, el factor de amplificaciéon
tiende a cero, lo que quiere decir que la excitaciéon es demasiado rapida y el



152 Capitulo 4. OSCILACIONES LINEALES CON 1 GRADO DE LIBERTAD

resorte no tiene tiempo para deformarse, la masa no llegaria a moverse. Por
altimo, si € — wy, el factor de amplificacion tiende a co.

Se denomina resonancia al fenémeno por el cual la amplitud de la oscilacion
se hace maxima para determinadas condiciones de la excitacion®.

Como se ha visto en el ejemplo anterior, la amplitud puede tender a oo
bajo determinadas circunstancias (ecuacion (4.24)). En este caso la resonancia
conduciria a un fallo completo del sistema, por una amplitud de movimiento
excesiva.

En un caso general con amortiguamiento, la expresion (4.22) proporciona
la amplitud (A) del régimen permanente. Utilizando dicha ecuacion, es posible
dibujar la gréafica de la amplitud obtenida para un valor dado del amortigua-
miento (&), en funcion de la frecuencia de excitacion (2) (figura 4.8). Se observa
que para amortiguamiento £ # 0 la curva muestra en general un maximo de la
amplitud, mientras que para £ = 0 no existe maximo, tendiendo la amplitud
resonante a oo.

Desde un punto de vista de célculo, la frecuencia de resonancia se obtiene
hallando el maximo de (4.22):

q/m ,
V(WE = 02)2 + 420203
puesto que el numerador es constante, se busca el minimo del radicando en el
denominador,
d
dQ

obteniéndose finalmente:

2
Y LN 7] (4.25)

m  2m?2

[(wh — 9%)° +462Q%0] = 2(wf — 0%)(—2Q) + 8% = 0,

La amplitud resonante se obtiene sustituyendo el valor de €2, en la expresion
(4.22) de A:

¢ ___alc (4.26)

q
cwoy/1— €2 cw [k 2
m 4m?2
SEstrictamente hablando, la definicién hecha corresponde a la resonancia en amplitud.
Cabe definir también la resonancia en energia cinética, como aquella que hace maximo
T = ma? /2, pudiendo demostrarse que corresponde a una frecuencia de excitacion igual
a wo (frecuencia propia sin amortiguamiento). Si existe amortiguamiento, esta frecuencia
de resonancia es ligeramente distinta a la obtenida en (4.25). Al ser la energia potencial

proporcional al cuadrado de la elongacion, la resonancia en energia potencial equivale a la
resonancia en amplitud.

Ay
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Conviene observar que las expresiones (4.4), (4.11) y (4.25) definen tres fre-
cuencias caracteristicas del sistema, que ordenadas de mayor a menor quedan:

w Q,

w0>w0\/1—§2>w0\/1—2§2.

Aunque sus valores sean distintos para un caso con amortiguamiento, en los
casos practicos reales, el amortiguamiento £ suele ser pequenio y las tres frecuen-
cias tienen valores muy préximos. Para los valores usuales del amortiguamiento
en vibraciones estructurales (del orden de 1 %2 % o incluso menores), la reso-
nancia se produce muy proxima a wqg, como se aprecia en la figura 4.8. Por ello,
en la préctica ingenieril a menudo se confunden las dos frecuencias wg y €.
La diferencia de frecuencias es mayor para valores altos del amortiguamiento
&, aunque entonces también ocurre que la resonancia tiene menor importancia.
Si €2 >1/2 (£ >0,71) no se llega a producir maximo de A, por lo que no hay
resonancia. En este caso la funcion A(€2) es monotona decreciente y no tiene
maximo local, como puede apreciarse en la figura 4.8.

EJEMPLO 4.2: Como continuacién del ejemplo 4.1, resolver las siguientes cues-
tiones adicionales:

a. Suponiendo ahora que a la base se le comunica un movimiento impuesto
armoénico, de amplitud 0,05 m y frecuencia 2 Hz, obtener el movimiento
tanto durante el régimen transitorio como en el régimen permanente.
Como condiciones iniciales, se admitira que parte del reposo en la posicion
de equilibrio.

b. Obtener la frecuencia de la excitacién anterior que produce la méaxima
amplitud del movimiento, el valor de dicha amplitud méxima y el factor
de amplificacion.

Solucion.

a.— Sea z(t) el movimiento de elongacion del resorte, relativo a la base, y
xp(t) el movimiento impuesto de la base. El movimiento absoluto es por tanto
X (t) = z(t) + xp(t). La ecuacion del movimiento es:

mX +ci+kr=0 = mi+ci+kr=—mip.
Teniendo en cuenta x(t) = Bsen(Qt), resulta

mi + ci + kx = mBQ? sen(Qt). (4.27)
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Figura 4.8: Amplitud de oscilacion para una excitacion armdnica, en funcion
de la frecuencia de excitacion €2, para diversos valores del amortiguamiento .
Los ejes representan magnitudes adimensionales, en abscisas B = Q/wy, y en
ordenadas D = A/(q/k) (factor de amplificacion dindmica).
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La solucién general consta de la soluciéon general de la homogénea més una so-
lucion particular de la completa, z(t) = zp,(t) +z,(t). Suponiendo una solucion
particular del tipo

2p(t) = C'sen(Q + 0), (4.28)

y obligando a que z(t) cumpla la ecuaciéon anterior, se obtiene

0
(5 = arctan <’n’]/(§2k}> = —0,125031 rad; (4 29)
BQO? '
C = m — —0,0850728 m.

/2 + (mQ2 — k)2

(Estos parametros podrian haberse deducido también directamente de aplicar
las expresiones (4.20) y (4.22), con ¢ = mBQ?2.) La solucién completa de la
ecuacion es

2(t) = C'sen(Qt + 8) + Ae™ ! sen(wt + ¢y). (4.30)

Obligando a que cumpla las condiciones iniciales (zg = 0,9 = 0), se obtienen
las constantes A y ¢q:

2
¢p = arctan <Q2 §2wwo2 5 2) = —0,157492 rad;
o —wy 287w (4.31)
A=—22 00676418 m.
w

Con estos datos y los parametros &, wp calculados anteriormente (ecuaciones
(4.15) y (4.16)) queda determinada la ecuacion del movimiento (4.30):

z(t) = —0,0850728 sen(4nt — 0,125031)
4 0,0676418 ¢~ 04605170 5oy (15 80468 ¢t — 0,157492).  (4.32)

Esta solucion es la «completa», que corresponde al llamado régimen transitorio.
Pasado suficiente tiempo, el segundo sumando en esta expresion (la soluciéon
de la homogénea) desaparece, debido a la exponencial decreciente, y queda el
denominado régimen permanente, que se identifica con la solucién particular
(4.28). En la figura 4.9 pueden observarse estas dos soluciones. Refiriéndose al
régimen permanente, el factor de amplificacién dindmica (respecto a la ampli-
tud del movimiento impuesto en la base) es FA = 0,0850728/0,05 = 1,701457.
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0.05

—0.05

—0.1

Figura 4.9: Régimen transitorio y permanente, pudiendo observarse como a
medida que avanza el tiempo el movimiento se va aproximando al Tégimen
permanente.

b.— Para hallar el maximo de la amplitud en régimen permanente, basta
con derivar la expresion de C' en 4.299 e igualar a cero. Desarrollando las
operaciones se obtiene la frecuencia de resonancia:

Q= —=0 1582482 rad/s. (4.33)

V1 - 282

Obsérvese que para este caso en que la excitacién es por movimiento armoénico
en la base la frecuencia de resonancia no coincide con la obtenida anteriormente
para una fuerza armonica (4.25). El motivo es que el numerador en la expresion
4.29, también depende ahora de €2, y el maximo no coincide para ambos casos.

Sustituyendo esta frecuencia en 4.299 se calcula la amplitud méaxima (re-
sonante):

C = —0,858714m. (4.34)

El factor de amplificacion lo expresamos en este caso como cociente entre la
amplitud dindmica obtenida y la amplitud de la excitacion:

~0,858714

FA = = 17,17428.
0,05 ’
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En la figura 4.10 se aprecia la variaciéon del factor de amplificacion con la
frecuencia €2, marcandose claramante el pico de resonancia. O

16
14
12

10

FA

Omena

Figura 4.10: Factor de amplificacion dindmica en funcion de la frecuencia de
excitacion de la base. Se marcan con lineas verticales la situacion para la ex-
citacion definida en el primer apartado y la situacion de resonancia.
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5.1. Ecuaciones del movimiento

5.1.1. [Ecuaciones acopladas en sistemas lineales

Consideremos un sistema definido por n coordenadas generalizadas ¢;, que
denotaremos también mediante el vector de coordenadas q € R™ para sim-
plificar. Un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en funcién de las
incognitas q(t) se denomina lineal cuando las ecuaciones homogéneas corres-
pondientes cumplen dicha condicién de linealidad en relaciéon a las soluciones:
si q1(t) y qa2(t) son dos soluciones de las ecuaciones homogéneas', cualquier
combinacion lineal de ambas a1q (t) + a2qa(t) para aj, as € R arbitrarios sera
también solucion de la ecuacion.

En el caso de los sistemas mecéanicos, las ecuaciones generales de la dinamica
(2.37) son de segundo orden en funcion del tiempo. Cuando son lineales adoptan
la forma siguiente:

mijd; + cijd; + kijq; = fit), (5.1)
donde el rango de los indices? es 4,7 = 1...n. Si todas las matrices de co-
eficientes m;;, ¢;j, ki; fuesen diagonales, es decir que sblo fueran distintos de
cero para i = j, las ecuaciones anteriores serian en realidad un conjunto de
n ecuaciones desacopladas de 1 gdl cada una. En este caso se podrian resol-
ver independientemente mediante los procedimientos del capitulo 4. En el caso
general si alguna de las matrices de coeficientes no es diagonal se produce
un acoplamiento entre los distintos grados de libertad, debiendo resolverse de
manera conjunta el sistema de ecuaciones acopladas.

A continuacion se desarrolla un ejemplo representativo de un sistema di-
némico lineal con tres grados de libertad acoplados, en el cual se obtienen las
ecuaciones mediante el procedimiento de Lagrange (capitulo 2).

EJEMPLO 5.1: Supongamos un sistema formado por tres carros que pueden
considerarse como masas puntuales, conectadas entre si por resortes lineales y
amortiguadores. La primera esta conectada de igual manera a un punto fijo, y
estan obligadas todas ellas a moverse segiin una misma recta (figura 5.1).

!Se denomina homogénea a una ecuaciéon diferencial en la que no hay términos indepen-
dientes de las funciones q y de sus derivadas q, q.

2En esta expresion y en el resto del capitulo se sobreentenderan los sumatorios sobre
los indices repetidos, extendidos a lo largo de su rango, salvo indicacién en contra. Quedan
exceptuadas también las expresiones en las que estos indices afecten a vectores o matrices,

en cuyo caso se indicara de forma expresa el sumatorio si lo hay.
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- il 3
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HA- A AN

k1 ko ks

Figura 5.1: Sistema lineal con 8 grados de libertad, formado por tres masas
unidas mediante resortes y amortiguadores lineales.

Obtendremos en primer lugar las ecuaciones de Lagrange del movimiento.
Para ello tomamos coordenadas absolutas de cada masa en relacién con la
posicion de equilibrio, q = (z1,22,23). La posicién de equilibrio seria por
tanto qo = (0,0,0). La energia cinética es

1 1
T = 577“.75% + 577121‘% + §m33':§,

v la energia potencial
1 1 1
V= Eklx% + 51@‘2(:62 — $1)2 + 5]{}3(3}3 — x2)2.
Derivando se obtiene
A(OTN_ Ao dor
At \oir ) VY @t \ain ) T ET @t \owg) 2P

Las fuerzas generalizadas deben incluir los términos conservativos y los no
conservativos provenientes de los amortiguadores:

Q=g +aQb

= —kix1 + ko(z2 — 1) — 181 + co(d2 — 31)
Qa2 = —ka(z2 — 1) + k3(23 — 22) — a2 — 1) + c3(23 — 32)
Q3 = —k3(r3 — x2) — c3(d3 — @2)

Resultan por tanto las ecuaciones del movimiento siguientes:

m1@1 + (k1 + k2)w1 — kawa + (c1 + c2)@1 — cadp =0
modg — kox1 + (k)z + /Cg)xg — ksx3 — coq + (CQ + 63)1'2 —c3x3 =0

msis — ksxo + k3xrs — c3Z9 + c323 =0
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En estas ecuaciones se pueden identificar los coeficientes de las ecuaciones (5.1):

m1 0 0 c1 + ¢y —Cy 0
[’mz’j] = 0 ma2 01, [Cz‘j] = —C2 ca+c3 —c3 |,
0 0 m 0 —c c
’ 2T (5.2)
k1 + ko —ko 0
[kij] = —ko ko + ks —k3
0 —k3 ks

Se obtiene por tanto un sistema de 3 ecuaciones diferenciales lineales y acopla-
das, al no ser diagonales ni los coeficientes c;; ni los k;;.

5.1.2. Linealizacion de las ecuaciones

Para un sistema general las ecuaciones serdn no lineales. Sin embargo, si
existe una posicion de equilibrio estable, por la propia definicién del mismo
(ver apartado 3.3) se produciran pequenas oscilaciones o vibraciones alrededor
de esta posicion si la excitacion del sistema es suficientemente pequeiia. En este
caso podremos linealizar las ecuaciones admitiendo la hipétesis de pequenas
oscilaciones: las fuerzas desarrolladas dependeran linealmente de las coorde-
nadas y de las velocidades, y los pardmetros del sistema se podran considerar
constantes e iguales a los correspondientes a la posiciéon de equilibrio. En lo que
sigue de este apartado se discute la obtencién de estas ecuaciones linealizadas
en un caso general, asi como las propiedades del sistema de ecuaciones y sus
matrices de coeficientes. Como veremos méas adelante el movimiento oscilato-
rio que se produce tiene naturaleza armoénica, similar al caso de un grado de
libertad que se estudi6 en el capitulo 4.

La dindmica analitica proporciona un marco teérico adecuado para plantear
las ecuaciones en este tipo de sistemas. Adoptamos para ello las siguientes

HIPOTESIS.—

1. El sistema es holonomo con vinculos esclerénomos (es decir, vinculos
que no dependen de t). En estas condiciones la energia cinética es una
expresion homogénea de segundo grado en las velocidades generalizadas



Aptdo. 5.1. Ecuaciones del movimiento 163

¢; (ver apartado 2.2.4, ecuaciones (2.30) y (2.33))% *:

T 1m q4iq siendo m;; < 782T i\f:m ory, Jry
= ~my;d;g;, sien - i .
2 Y Y040 =" 0ai g
2. Existe una posicion de equilibrio estable, en la que tomaremos conven-
cionalmente el origen de coordenadas (g; = 0), con objeto de simplificar

las expresiones.

La condicion de equilibrio se puede definir por la ausencia de movimiento,
¢ = ¢; = 0. Se puede comprobar facilmente que esta condicion es equiva-
lente a la anulacién de las fuerzas generalizadas @Q;. En efecto, partiremos
de las ecuaciones de Lagrange (2.27),

d (OL\ 0L .y
i (o7) o =@ o)

Desarrollando de forma general estas ecuaciones (2.37), y teniendo en
cuenta que se trata de un sistema esclerénomo (9r;/dt = 0), se obtiene:

. q. ov
mijdy + [kl i]ded = “aq " QY = Qi (5.5)
(2
siendo [kl, 1] = %(8mlk /O0qi+0my; | Oq, — Omy; /0g;). Particularizando pa-
ra unas condiciones iniciales de reposo (¢; = 0), se comprueba facilmente®
que la condicién de equilibrio (§; = 0) es equivalente a la condicion de
nulidad de las fuerzas generalizadas, @); = 0.

3. Al ser estable la posicion de equilibrio, una perturbacién pequeiia del
mismo producird igualmente oscilaciones pequenas respecto de la posi-
cion de equilibrio. Supondremos pequenas tanto las coordenadas relativas
a la posicion de equilibrio (g;), asi como las velocidades y las aceleracio-
nes (¢;, g;), por lo que los términos cuadraticos de estas componentes se
pueden despreciar en relacion con los términos lineales. Asimismo, los
parametros del sistema se podran considerar constantes, al suponer que
no varia apreciablemente la configuracién del mismo.

3En esta expresion y en el resto del capitulo se sobreentenderan los sumatorios sobre
los indices repetidos, extendidos a lo largo de su rango, salvo indicacién en contra. Quedan
exceptuadas también las expresiones en las que estos indices afecten a vectores o matrices,
como en el tltimo término de (5.3), en cuyo caso se indicara de forma expresa el sumatorio.

4Por conveniencia, para este capitulo se han modificado los simbolos de los indices mudos
en relacion con las ecuaciones citadas del capitulo anterior (2.30) y (2.33)

"Téngase en cuenta que la matriz de coeficientes m;; es definida positiva y por tanto
regular.
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Desarrollaremos ahora las fuerzas generalizadas @); de las ecuaciones (5.5).
Admitiremos que estas fuerzas puedan depender de las coordenadas generali-
zadas q = (q1,42 - - . qn) y de sus velocidades ¢ = (41,42 - - - n), y supondremos
también que no dependen explicitamente del tiempo (0Q;/0t = 0). Esto equi-
vale a considerar un sistema autdnomo, en el que las tnicas fuerzas actuantes
provienen de cambios en la propia configuracion del sistema (fuerzas interio-
res), o de la velocidad (resistencias viscosas), no existiendo fuerzas debidas a
agentes exteriores variables con el tiempo. Con estas premisas realizamos un
desarrollo en serie de primer orden alrededor de la posiciéon de equilibrio, que
nos permitra linealizar la expresion de las fuerzas generalizadas en funcién de
coordenadas y velocidades:

. 0Q; 0Q;| . .
Qi) = Qo+ 22| g+ 2% 4 v o(e?) + 0@)
\Yod dq; 0 9g; 0

Emplearemos la notacion siguiente para los coeficientes que aparecen:

90
k;j def Qi Coeficientes de rigidez
95 |
90:
Cij def _ ;,21 Coeficientes de amortiguamiento viscoso
95 1o
Supondremos aqui que las fuerzas provienen de un potencial (Q; = -9V /dg;),

por lo que los coeficientes de rigidez seran:

0*V

kij = .
7 9q;i0q; |,

(5.6)

Es facil comprobar la simetria de estos coeficientes, heredada de las propiedades
de las derivadas: k;; = kj;.

Anéalogamente, para las fuerzas dependientes de la velocidad, se puede
adoptar la hipotesis de que provienen de una funciéon R, denominada fun-
cion de disipacion de Rayleigh. A partir de esta se obtendrian los coeficientes
simétricos ¢j; como:

0’R
K aQian 0
En el caso en que los coeficientes fueran constantes, la expresion de R seria
una forma cuadratica:

r ..
R = icijqiqj, (5.8)
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El significado fisico de R puede relacionarse con la tasa de energia disipada
por unidad de tiempo por las fuerzas viscosas no conservativas:

D = —Q}"¢i = (cijdj)di = 2R

Por el segundo principio de la termodindmica esta disipacién debe ser positiva
o nula, lo que conduce a la condicién R > 0, o de forma equivalente, a que los
coeficientes c¢;; definen una forma cuadrética semidefinida positiva.

Las ecuaciones del movimiento (5.4) quedan pues expresadas como:
mijd; + [kl ilgedr = —kijq; — cijd; + O(a®) + O(4?)

Empleando ahora la hipdtesis 3 arriba enunciada de pequenas oscilaciones, se
puede aproximar la ecuaciéon anterior eliminando los términos de orden cua-
dratico. Se obtienen asi las ecuaciones linealizadas del movimiento:

mijijj + Cij(jj + kiij = 0; 1=1...n (59)

Estas ecuaciones son vélidas siempre que el sistema sea auténomo, sin fuer-
zas exteriores que lo exciten. Este caso se denomina de vibraciones libres. En
caso contrario se obtendria un sistema con wvibraciones forzadas, en el que ha-
bria que anadir a la derecha de la igualdad los términos de fuerzas exteriores
correspondientes:

mijdj + CiJQj + kijqj = fi(t); 1=1...n (5.10)

Las ecuaciones (5.9) 6 (5.10) gobiernan el estudio de las vibraciones en
sistemas lineales, siendo validas también de forma bastante aproximada para
el estudio de pequenias oscilaciones en la mayoria de los sistemas reales no
lineales. Como se comprueba inmediatamente, son una generalizacién directa
de la ecuacion (4.18) para las oscilaciones con un grado de libertad estudiada
en el capitulo 4:

mi + ck + kx = f(t).

5.1.3. Formulacion matricial

En las ecuaciones (5.9) los coeficientes m;; juegan el papel de masas, los ¢;;
definen el amortiguamiento viscoso, y los k;; la rigidez del sistema. Podemos
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emplearlos para definir las matrices siguientes®:

[M] = [my;] Matriz de masas

[C] = [cij] Matriz de amortiguamiento

K] = [kij] Matriz de rigidez

{a} ={q¢;} Vector columna de coordenadas

Qj} Vector columna de fuerzas externas

De esta forma para el caso de oscilaciones libres (5.9) la ecuacion matricial
resulta ser

M]{a} + [C]{q} + [K]{q} = {0} (5.11)
y para oscilaciones forzadas (5.10),
[M[{a} + [Cl{q} + [K]{a} = {f}. (5.12)

La matriz [M] define la energia cinética como una forma cuadratica de las
velocidades (ecuacion (5.3)),

1 .. 1. )
T= 5Mii4idi = §{Q}T[M]{Q}
La matriz [M] = [m;;], por la definicion de sus componentes (ver (2.30)) es
simétrica. Por otra parte, la energia cinética, por su definicién, es esencialmente
positiva, por lo que la matriz de masa ha de ser ademés definida positiva:

. 1 ..
Vi, imijq,-qj >0 & [M] > 0. (5.13)
Restringiéndonos al caso en que las fuerzas provienen de un potencial, la
definicion de las componentes de [K] = [k;;], ver ecuacion (5.6), la caracteri-
za también como simétrica. Para estudiar su signo, desarrollamos en serie de
potencias el potencial V' alrededor de la posicién de equilibrio,

ov 1 9*v

V(q) = V(0) + G+= | Ggi+-.. 5.14
=0 k
= =k;;

SEmplearemos la notacion habitual en este curso para las expresiones matriciales: {q} =
{g¢:}, {a} = {a;} (negritas entre llaves) para matrices columna (n x 1), ||a|| = {a}T =
lasll, llall = {a}" = ||| para matrices fila (1 x n), y [M] = [My], [K] = [K,;], [A] = [A;]
(negritas rectas o corchetes) para matrices de 2 indices (n X n). Reservaremos las “negritas
italicas” (x, a, R, I) para vectores o tensores. Procuraremos distinguir de esta manera
entre el tensor R y la matriz de componentes del mismo en un triedro dado, [R].
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La condicién para que el equilibrio sea estable, en virtud de lo cual las oscila-
ciones alrededor del mismo se mantienen pequenas, equivale a que el potencial
V tenga un minimo local, es decir que sea V(q) — V' (0) > 0. Esta afirmacion la
demostraremos mas adelante (apartado 5.2.2). Supondremos ademas que los
coeficientes de las derivadas segundas k;; en el desarrollo anterior son significa-
tivos, sin que se necesite recurrir a derivadas de orden superior para establecer
la condicién de minimo. En virtud de ello, se deduce que la forma cuadratica
definida por k;; es definida positiva ademéas de simétrica:

Y qi, kijq,’qj >0 & [K] > 0. (515)

Por ultimo, como ya se justificé en el apartado anterior, los coeficientes de
amortiguamiento viscosos definen una matriz simétrica y semidefinida positiva:

Vg, cijdigp >0 < [C]>0. (5.16)

EJEMPLO 5.2: Para el caso del ejemplo anterior 5.1, expresar las ecuaciones
matriciales y las matrices del sistema, comprobando sus caracteristicas.

Estas ecuaciones se pueden expresar matricialmente en la forma definida
por (5.11),

M]{4} + [C{q} + [K]{qa} = {0}

siendo las matrices del sistema las obtenidas en (5.2):

mi 0 0 c1+ca  —ca 0
M= 0 me 0 |; [C]= —cg co+c3 —c3 |
0 0 mg 0 —C3 C3

k1 + ko —ko 0
[K] = —ko ko + ks —ks
0 —k3 ks

Las tres matrices son obviamente simétricas. Teniendo en cuenta que todos los

paradmetros my;, ¢;, k; son positivos, las matrices son también definidas positivas.
Por ejemplo para la matriz [K] los menores principales son todos positivos

My =k + ko >0; My = kiky + koks + ksk1 > 0; Mg = ki1koks > 0.

La comprobacion es similar para la matriz [C], y méas obvia para [M].
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5.2. Oscilaciones libres

5.2.1. Oscilaciones sin amortiguamiento; problema de autova-
lores

En este caso no existen fuerzas dependientes de la velocidad, ni fuerzas
exteriores aplicadas, por lo que las ecuaciones del movimiento (5.12) quedan

M]{4} + [K]{a} = {0}, (5.17)

0 en componentes,
m;;q; + k‘ijqj =0. (5.18)

Buscaremos una solucion de la forma
{q} = C{a}e™" & ¢ = Caje™". (5.19)

En la expresion anterior C = D + ¢ € C es una constante compleja, en

funcion de la unidad imaginaria 4 def v/—1; {a} es un vector de constantes que
més adelante (apartado 5.2.2) demostraremos es real (€ R"), y ™! indica la
notacién de Euler para la exponencial compleja:

et = coswt + isenwt .

La utilizacion de magnitudes complejas en (5.19) se realiza unicamente por
conveniencia, para facilitar los desarrollos. Logicamente el movimiento fisico
corresponde a coordenadas reales, por lo que habra que tomar tnicamente la
parte real de esta expresion. La notacion compleja facilita la representacion de
funciones armoénicas, ya que la constante compleja C' incluye dos constantes
reales. En efecto, desarrollando la parte real de (5.19),

{a) = RI(D +iE)(coswt + isenet)] a}
= (D coswt — Esenwt){a};

y si definimos unas nuevas constantes (B,d) como B = vVD?+ E? y tgd =
—FE/D, esta expresion equivale a su vez a

{q} = {a}R [Be“wt—(”} = {a)} B cos(wt — 9). (5.20)

La solucion considerada debe cumplir la ecuacion del movimiento (5.17).
Para ello se deriva dos veces (5.19),

{} = —w*C{aje = —w*{a).
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y sustituyendo en la ecuacion (5.17),
(—wQ[M] + [K]) {a}C ™! = {0}.
De esta ecuacion se puede eliminar el escalar C'e™! # 0, resultando
(—w’[M] + [K]){a} = {0} (5.21)

Esta expresion define un sistema de ecuaciones lineales homogéneas en funcion
de las incognitas {a}, lo que constituye un problema de autovalores generaliza-
do. En efecto, denominando A\ = w?, se trata de obtener los vectores {a} que
verifican

[Kl{a} = AM]{a} (5.22)

para algun valor de A. Para que existan soluciones distintas de la trivial {a} =
{0}, el sistema de ecuaciones homogéneo (5.21) debe ser singular, es decir,
debe anularse el determinante de la matriz de coeficientes:

det([K] — A[M]) = 0. (5.23)

Esta ecuacion de compatibilidad se denomina la ecuacion caracteristica del pro-
blema de autovalores (5.22). La ecuacion (5.23) resulta un polinomio de grado
n en A (polinomio caracteristico), que poseera en general n raices g, k =
1,2...n. Estas raices A\; se denominan autovalores o valores propios, corres-
pondiendo a los valores de A que hacen posible una solucién no trivial de (5.22);
cada uno de ellos esté asociado a un vector solucion {ay}, estos se denominan

autovectores o vectores propz'os7.

5.2.2. Frecuencias propias y modos normales de vibraciéon

Las raices cuadradas positivas de los autovalores wy, = /A, se denominan
frecuencias propias del sistema, debido a que representan las frecuencias an-
gulares de las posibles soluciones armonicas del tipo (5.19). Los valores de Ay
son positivos al ser las matrices [K] y [M] simétricas y definidas positivas, por
tanto admiten raiz cuadrada real y positiva.

La linealidad de la ecuacion (5.17) lleva aparejada la linealidad de las so-
luciones: si {x1} y {x2} son soluciones de la ecuacion, cualquier combinacion
lineal de las mismas (u{x1} + v{x2}) también es solucién. La comprobacion es

"En inglés los valores y vectores propios se denominan respectivamente eigenvalues y
eigenvectors.
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inmediata, sin mas que sustituir en (5.17):
M](p{x:1} + v{%a}) + [K](u{x1} + v{x2}) =
p (IM{Z1} + [K]{x1}) +v ([M]{X2} + [K]{x2}) = {0}.
{0} {0}

Supondremos en principio que los autovalores A; son todos distintos, no exis-
tiendo soluciones multiples de (5.23). El caso de autovalores multiples se tratara
més abajo. Por tanto, cada A; definird una solucion posible del tipo (5.19), en
funcién de una constante arbitraria C). Por lo dicho antes la soluciéon més
general serd una combinacién lineal de las mismas, del tipo

{q} = C1{a;}e™! + Co{ag}e™? 4 ... + C,{a, }e™n!

k=1

En esta expresion, los valores de {a;} y wy vienen dados por la solucion del
problema de autovalores (5.22). Quedan 2n constantes por determinar, corres-
pondientes a las constantes complejas Cr, = Dy +1 Ey, que se definiran a partir
de las 2n condiciones iniciales.

Adelantando algunos resultados que demostraremos més adelante, los n
autovalores )\, son reales y positivos, por lo que w; = v/, son nimeros reales.
Tomaremos solo la raiz positiva, ya que la negativa carece de sentido fisico.
Por tanto, la solucién sera, tomando la parte real de (5.24)

{q} = Z(Dk coswit — By senwyt){ay} (5.25)
k=1

o bien con la notacion alternativa (5.20),

{a} = Bi{aw} cos(wit — d) (5.26)
k=1

siendo By = \/D,%, + E,%

Esta expresion ofrece una interpretacion del movimiento como la suma de n
“modos de vibracion” {ay}, cada uno de ellos vibrando segtn una ley armonica
con su frecuencia caracteristica, wy. La amplitud de cada modo en funcién del
tiempo es By cos(wyt — Of).

La solucion general, en cualquiera de las formas (5.24), (5.25) 6 (5.26)
depende de 2n constantes que se determinan a partir de las 2n condiciones
iniciales del problema: coordenadas iniciales {qo} y velocidades iniciales {qo}.
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Propiedades de los autovalores y modos normales (autovectores)

1. Todos los autovalores son reales: A\, € R.

Para demostrarlo emplearemos la propiedad de hermiticidad® de las ma-
trices [K] y [M]. Sea un autovalor \x, que cumple:

[Kl{ar} = \x[M]{ar} (k no sumado). (5.27)
Tomando conjugados de los traspuestos de esta expresion,
{ar} K] = Ap{ar} M. (5.28)

Pre-multiplicando la ecuacion (5.27) por {ay}, post-multiplicando (5.28)
por {a;} y restando ambas expresiones se obtiene:

0= (% — Ap){ar} M){as}- (5.29)

Veamos ahora que el segundo factor de esta expresiéon no puede ser nulo.
Suponiendo en general una expresién compleja para el autovalor como

{ar} = {an} +i{Br}; {ar}T = {a} —i{B}",
resulta
{ar} M{ar} = {ox} " MI{ar} + {8} IM]{Be}
+i ({on} "IMI{B} — {8k} IM{c})

=0

La condicion de definida positiva de la matriz [M] obliga a que la expre-
sion anterior sea estrictamente positiva. Por tanto, de la expresion (5.29)
se deduce

A = )\Z = M €R,

como queriamos demostrar.

2. Todos los autovectores son reales: {a;} € R".

Sea un autovector cualquiera {a} = {a;}, del cual ya sabemos que su
autovalor asociado es real, A € R. La ecuacion (5.27) es un sistema
homogéneo con coeficientes reales, que en componentes puede expresarse
como

(kij — )\mij)aj = Qa5 = 0, Qyj € R.

8Se dice que una matriz es hermitica cuando su adjunta, es decir la conjugada y traspuesta,
es igual a ella misma: [A]T = ([A]T)* = [A]. Esta propiedad es evidente para una matriz
real simétrica.
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Las posibles soluciones a este sistema tienen la propiedad de que el co-
ciente entre dos componentes cualesquiera es real: a;/a; € R. Por tanto,
dada la indeterminacién que existe para la solucién, podremos escoger de
forma arbitraria una componente real, p. €j. a3 = 1, con lo que el resto
de componentes habra de ser igualmente real.

Los autovalores son positivos: A\ > 0.

Se parte de la igualdad (5.27),
K]{ar} = \[M]{ax}. (5.30)
Pre-multiplicando por {a;}" y despejando ), se obtiene

(o) " Kl{au)
M= fa TMI{a ) o3

Tanto el numerador como el denominador en esta expresion son estricta-
mente positivos, al ser definidas positivas las matrices [K] y [M] respec-
tivamente. Por tanto, A > 0, como queriamos demostrar.

Si algtn autovalor fuera negativo, A\; < 0, la frecuencia propia asociada
serfa imaginaria, wy = +£1/A;, = £(a + ib), y sustituyendo en la solu-
cion (5.19) se obtendria una exponencial real creciente, no acotada, que
indicaria un equilibrio inestable e invalidaria la hipotesis hecha de pe-
quenas oscilaciones. Esto podria ocurrir en el caso en que no se tuviese
un minimo del potencial, en cuyo caso los coeficientes [K] podrian no ser
definidos positivos. Este razonamiento prueba que para la estabilidad del
movimiento se requiere la condicién de minimo del potencial.

Ortogonalidad:

Dos modos de vibraciéon {a;} y {a;}, correspondientes a autovalores dis-
tintos Ay # \;, son ortogonales respecto a la matriz de masa [M]:

{ar} " [M{a;} =0 (5.32)

La expresion anterior se puede interpretar como la anulacién del producto
interior de los vectores {ax} y {a;}, en la métrica definida por [M].

En efecto, debe cumplirse:

Me[MJ{ay} = [K]{ax}
A[M{ar} = [K[{a}
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Premultiplicando la primera igualdad por {a;}T, la segunda por {a;}T y
restando ambas entre si, gracias a la simetria de [M] y de [K] obtenemos

(A = M){ax} [M]{a;} = 0 (5.33)
Al ser \; # A; queda demostrada la ortogonalidad.

5. Los autovalores y autovectores son intrinsecos:

Esto quiere decir que son independientes de la elecciéon de coordenadas.
En efecto, si suponemos un cambio de coordenadas cartesianas definido
por la matriz [U],

{a} = [Ul{y}, (5.34)

al sustituir en la ecuacion matricial (5.17) resulta:
M][U{¥} + [K][U{y} = {0};
la ecuacién caracteristica es ahora:
| = AM][U] + [K][U]| = |[U]| - | = AM] + [K]| = 0.

Si el cambio de coordenadas es regular, es decir |[U]| # 0, se deduce
por tanto la misma ecuacion caracteristica (5.23). De ella resultaran los
mismos autovalores \p. Los vectores propios correspondientes estaran
ligados a los obtenidos con las coordenadas originales {q} mediante las
relaciones de cambio de coordenadas (5.34).

6. Los vectores propios son linealmente independientes.

Los vectores propios asociados a autovalores distintos son linealmente in-
dependientes. En efecto, si suponemos una combinacién lineal cualquiera

ar{ar} + aof{as} + ... + ap{ag} + ... + an{a,} = {0}

premultiplicando por {a;}T[M] obtenemos ay = 0. Puesto que esta ope-
raciéon se puede realizar para todos los valores £k = 1,--- ,n, se deduce
que la tnica posibilidad es que todos los coeficientes «aj sean nulos. Los
n vectores propios forman por tanto una base del espacio vectorial R™.

Masas modales y normalizacién de los modos

Como se ha indicado antes en la propiedad de ortogonalidad, el producto
de un modo de vibracién por si mismo a través de la matriz de masa sera
distinto de cero,

{ar} " M]{ar} = M . (5.35)
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El valor M}, se denomina masa modal del modo {ay}, y debe ser estrictamente
positivo My > 0 como consecuencia de ser la matriz de masa [M] definida
positiva.

Conviene advertir que esta masa modal no es una magnitud intrinseca de
los modos de vibracién, sino que depende de cémo estos se hayan escogido
y normalizado. Efectivamente, al ser solucién de un sistema homogéneo, los
vectores propios estan indefinidos respecto de, al menos, un parametro. Asi, si
{ax} es vector propio, cualquier vector paralelo al mismo u{ay} (para p € R)
también lo es:

(=A[M] + [K])p{ar} = p{0} = {0}

Podemos por tanto escoger los vectores propios de forma que cumplan algin
criterio de normalizacién, por ejemplo que su norma respecto de la matriz de
masa sea unidad:

{ap}T[M}{ar} =1 (k no sumado). (5.36)

Para hacer esta normalizacién, el procedimiento que se sigue en la practica
es tomar en primer lugar una soluciéon cualquiera para (5.30), que podemos
denominar {vy}. A continuacion, cada vector propio se normaliza dividiéndolo

por su norma
{vi} ~ Awvi}

Vi TM[{vi} VMg

En este caso, considerando (5.32) y (5.37), las masas modales seran todas
unitarias y se verificara

{ar} = (5.37)

{ar} "M} =0 (O =0sik#L y=1sik=1) (5.38)

Esta normalizacion segin (5.37) puede no ser la mas conveniente en la
practica, y no es la tnica opcion posible. Otra posibilidad seria adoptar el
convenio de que la primera componente de cada vector propio fuese de valor
unidad, o bien que la maxima componente de cada vector propio fuese la
unidad. Estas alternativas pueden ser preferibles para expresar los vectores
propios en calculos manuales, con objeto de evitar las operaciones aritméticas
que implica (5.37). En general la expresion del producto interno de dos modos
sera

{a;,}T[M]}{a;} = 6iuM;,  (k no sumado). (5.39)

La ortogonalidad respecto de [M] implica también ortogonalidad respecto
de [K]: premultiplicando (5.30) por {a;}",

{al}T[K]{ak} = {al}T(w,%[M]{ak}) = 0 Mpw?  (k no sumado).  (5.40)
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5.2.3. Caso de autovalores multiples

La propiedad de ortogonalidad (5.32), conducente a obtener un conjunto de
n vectores propios normalizados y ortogonales entre si respecto de [M], se ha
basado en la no existencia de soluciones multiples de la ecuacién caracteristica
(5.23), por lo que todos los autovalores en (5.33) eran distintos.

En el caso en que existan autovalores multiples como soluciéon de (5.23) es
posible también obtener un conjunto de vectores propios normalizados y mu-
tuamente ortogonales. A continuacién se describe en lineas generales el proce-
dimiento de obtencioén.

Supongamos que uno de los autovalores A es una solucién doble. En ese
caso, el sistema de ecuaciones homogéneo (5.21) poseera como soluciones para
este valor de A un subespacio de dimensién 2, por lo que se podran escoger dos
vectores solucion independientes, {a}.} y {a]}, que supondremos ya normaliza-
dos, es decir cumpliendo cada uno la condicion (5.36).

Deseamos obtener dentro de este subespacio dos vectores {a;} v {a;},
ortogonales entre si y a todos los deméas vectores propios correspondientes
a los otros autovalores. Escogemos para ello el primero directamente como
{ar} = {a}}. Este vector cumple la condicion de ortogonalidad respecto a
los vectores propios de autovalores distintos, ya que es valido el mismo razona-
miento seguido en (5.33). Para el otro vector {a;}, suponemos una combinacion
lineal arbitraria de {a},} y {a]}, en funcion de dos escalares ¢; y ca:

{a} = ar{ar} + c2{a}
imponiendo la ortogonalidad con {ay},
{ar} " M{ar} = 1My, + co{a)} T [M]{a)} = 0, (5.41)
de donde se obtiene una relacién entre c1 y co,

a_ {2 Mi{a}

C2 M, k
Obtenemos otra relacion expresando la masa modal de {a;},
{a}"[M{a;} = My = ¢} + &3 + 2c1capu. (5.42)

De las dos ecuaciones (5.41) y (5.42) determinamos los valores precisos de ¢;
y c9. De esta forma se obtienen dos vectores propios asociados al autovalor A,
que son ortogonales a todos los demas y entre si.

En el caso de haber autovalores de multiplicidad mayor (m > 2), se sigue un
procedimiento similar. En primer lugar se escoge un primer vector normalizado
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del subespacio asociado de dimensiéon m; a continuacién se aplica el procedi-
miento anterior para obtener un segundo vector dentro de este subespacio,
ortogonal al primero; y asi sucesivamente, imponiendo cada vez las condicio-
nes de ortogonalidad con todos los vectores anteriores, hasta obtener los m
vectores ortogonales entre si.

El método descrito es analogo al procedimiento clasico de ortogonalizacion
de Gram-Schmidt, que se puede consultar en los textos de algebra lineal”.

5.2.4. Analisis modal; coordenadas normales

La solucion general de las ecuaciones (5.17), debido a la linealidad de las
soluciones, se puede expresar como una combinacién lineal de las mismas, de
la forma (5.26):

{a} = Z Br{ag} cos(wit — o) . (5.43)
k=1

Denominando ag; a la componente ¢ del vector propio {a}, la expresion ante-
rior se puede escribir en componentes como

qi = By ay; cos(wit — ) (5.44)

donde se sobreentiende el sumatorio implicito en el indice repetido k. Definamos
ahora unos coeficientes (funcion del tiempo)

we(t) € By, cos(wit — &) (5.45)
que denominamos coordenadas normales. En funcion de ellas (5.44) queda
qi(t) = Qk; uk(t) (5.46)

Esta expresién puede interpretarse como un cambio de coordenadas para
obtener las coordenadas normales ug(t) a partir de las coordenadas originales
qi(t). La matriz del cambio es la definida por los coeficientes ag;, que son
constantes en relacion al tiempo, y que como hemos visto son precisamente las
componentes de los modos normales de vibracion.

Las componentes ay; definidos para la expresion (5.44) constituyen la lla-

mada Matriz Modal, [A] ey [aki]. Segun la definicion hecha antes de estos

coeficientes, esta matriz estd formada por los modos normales como filas,

9Cristobal Mateos: Algebra Lineal, Servicio de Publicaciones de la E.T.S.1.C.C.P. de Ma-
drid; Juan de Burgos: Algebra Lineal, McGraw-Hill, 1993
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{ai}” (a1 a2 - a)
A] %! {af}T - (afl e azz") . (5.47)
{an}T (anl an2 - ann)

El cambio de coordenadas establecido por (5.46) esta definido por la tras-
puesta de la matriz modal, [A]T. La expresion de la solucion {q} en funciéon
de las coordenadas normales {u} es pues:

{a} = [A]"{u}

=wui(t){ar} +ua(t){ag} + ... +un(t){an}. (5.48)

Las coordenadas normales asi definidas poseen una propiedad notable, ya
que en funcién de ellas las ecuaciones del movimiento quedan desacopladas.
Al realizar el cambio a las coordenadas normales, en lugar de un sistema de
n ecuaciones simultaneas acopladas (5.17), se obtienen n ecuaciones indepen-
dientes, cada una con una sola variable, que se pueden solucionar una a una.
En efecto, sustituyendo (5.48) en (5.17),

[M][A]" (@} + [K][A]" {u} = {0}
y premultiplicando por la matriz modal [A],
[A][M][A]" {a} + [A][K][A]" {u} = {0}

Desarrollando en componentes los productos de matrices en esta ecuacion,
la componente (i) de [A][M][A]" corresponde a

([AIIMJ[A]Y) s = aimpag = {ai} M{a;} = 6;;M;,

es decir, se trata del producto interior a través de [M] del modo {a;} (fila
i de [A]) y el modo {a;} (columna j de [A]T), que como se vio en (5.39)
son las deltas de Kronecker multiplicadas por las masas modales. Por tanto el
resultado es una matriz diagonal:

M,y
My
[A]M][A]" = [Mp] = (5.49)
M,

En el caso en que la normalizacién se haya hecho con masas modales unitarias
(5.38), esta serfa la matriz identidad.
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Anélogamente, el otro producto de matrices, empleando (5.40), resulta otra
matriz diagonal

2
lel

[AJK][A]" = [Kp] = s (5.50)

2
Mywy,

Por lo tanto, la ecuacion (5.17) queda expresada en coordenadas normales
como

Mpl{i} + [Kp[{u} = {0} . (5.51)

En componentes, equivale a n ecuaciones desacopladas (independientes)
Myiig, + Mywiug =0 (k= 1...n no sumado). (5.52)

Este resultado no deberia extranar si se recuerda la definicion de wug(t) rea-
lizada antes (5.45). En efecto, esta ecuacion define las u(t) como funciones
armoénicas de frecuencias wy, que son precisamente las soluciones generales de
ecuaciones del tipo (5.52). Existe una identidad formal entre definir u(t) ex-
plicitamente en funciéon de constantes By y d; por determinar como en (5.45),
o definirlas como soluciones de las ecuaciones (5.52). En definitiva, las ecua-
ciones (5.52) en uy son n ecuaciones desacopladas, correspondientes cada una
a un sistema de un grado de libertad: la amplitud del modo de vibraciéon co-
rrespondiente.

Esta observacion permite interpretar las vibraciones libres de un sistema
de n grados de libertad como la suma de las oscilaciones por separado de n
modos normales de vibracion, independientes unos de otros. Asi las coordena-
das normales ug(t) son las amplitudes de cada modo, coeficientes variables con
el tiempo por los que multiplicamos a los modos de vibracién para obtener la
vibracion total del sistema.

Hacemos notar que el desarrollo realizado arriba para demostrar la exis-
tencia y propiedades de ortogonalidad de los modos de vibracién, resumido en
las ecuaciones (5.49) y (5.50), puede resumirse mediante el llamado teorema
de diagonalizacién simultanea'’. Este afirma que, dada una matriz simétrica
[M] definida positiva, y otra matriz [K| simétrica, existe siempre una matriz
[A] no singular tal que [A][M][A]T = [1] y [A][K][A]T = D], siendo [1] la
matriz unidad y [D] una matriz diagonal. Si ademas [K] es definido positivo,
los términos de la diagonal de [D] seran todos positivos como es nuestro caso.

Y Consultar por ejemplo J.A. Fernandez Palacios: Mecdnica Tedrica de los Sistemas de
Sdlidos Rigidos, 1989.
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EJEMPLO 5.3: Sea un péndulo doble, formado por dos masas iguales m unidas
por varillas rigidas sin masa de longitud [, la primera de las cuales esta articu-
lada en un punto fijo (figura 5.2). Estudiar las pequenas oscilaciones alrededor
de la posicion de equilibrio vertical calculando las frecuencias propias y modos
normales de vibracion.

Figura 5.2: Péndulo doble formado por masas
puntuales m unidas por varillas de longitud
l

Empleando las coordenadas (o1, ¢2) definidas en la figura 5.2, la Lagran-
giana es:
1 . . .
L= 5ml2 [2@% + 5 4 2019 cos(pg — <p1)} + mgl(2 cos p1 + cos @3).
Las ecuaciones de Lagrange del movimiento resultan:
0 = 2ml%@; + mi? cos(a — ©1)P2 — mi*p3sen(ps — @1) + 2mgl sen ¢y
0 = mi?@1 cos(pa — 1) + mi2@y + mi*$3 sen(pa — 1) + mgl sen o
Las ecuaciones se linealizan despreciando términos de segundo orden:
0 = 2mi*@y + mi%py + 2mgle;
0 = mi?@1 + mi?@s + mgles
La expresién matricial de las ecuaciones es:
[M]{4} + [Kl{q} = {0}
2ml? mil? 2mgl 0
= ( )i ma= (" .

mi?>  mi? mgl
La ecuacién caracteristica resulta

det(K] = AM]) =0 = 2 (f - )\>2 ~A2=0,
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cuyas soluciones son

A= (2 - \fz)% A= (24 \/i)%

A partir de éstas podemos calcular los vectores y frecuencias propias asociados
a cada una, el resultado es:

Wy = m\/?; {ai} = {\}5}
wy = mﬁ, {ag} = {_1/5} :

Para estos modos las masas modales valen respectivamente
=0 vime (2 N oz eve)
1 1) \V2
M;= (1 —V?2) mi? 21 L mi?(4 — 2v/2)
1 1) 1-V2 '

5.2.5. Condiciones iniciales

Los 2n coeficientes (By, 0) de (5.43) se obtendran a partir de las 2n con-
diciones iniciales ({qo}, {qo}). Desarrollando esta expresion,

{q} = Z By {ay} cos §y, coswyt + Z By {ay} sen oy sen wyt (5.53)
k k

por otra parte, la derivada de (5.43) es

{q} =- Z Bi{ak fwy sen(wit — )

k

particularizando ambas en t = 0,
{qo} = Z By {ay} cos o
k

{ao} = Z Bywr{ay} sen oy,
k

premultiplicando por {a;}T[M] identificamos los coeficientes:

BlMl COSs (Sl = {al}T[M]{qo}

- ) (I no sumado)
BlwlMl sen (Sl = {al} [M]{QQ}
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Sustituyendo en (5.53) podremos expresar la solucion directamente en funcion
de las condiciones iniciales como

fa} = Z ™M (o) cosint + L (andseniat ) G 659)

EJEMPLO 5.4: Demostrar que un sistema sometido a un desplazamiento ini-
cial proporcional a un modo de vibracién, partiendo del reposo, desarrolla un
movimiento de oscilacién pura en que solo se excita ese modo de vibracion.

En efecto, sea {qo} = {a,}, {do} = {0}. Los coeficientes entre corchetes
del sumatorio (5.54) seran

(o] = {ar}[M]{a,} coswyt = M}d, coswyt.

Por tanto, el movimiento resultante sera

n
1
{a} = E ka(Skp coswit{ay} = coswpt{a,}.
k=1

5.2.6. Oscilaciones libres con amortiguamiento

Se considera ahora el caso mas general de vibraciones libres en las que
puedan existir fuerzas de amortiguamiento, dependientes de la velocidad. La
ecuacion del movimiento es (5.11):

[M[{a} + [Cl{q} + [K]{a} = {0}

Buscamos la soluciéon mediante funciones del tipo

{a} = C{b}e™*

donde al igual que antes, sblo tiene significado fisico la parte real de la expre-
sién, aunque con objeto de simplificar el desarrollo, emplearemos las constantes
y la notacién complejas.

En este caso, a diferencia del caso sin amortiguamiento, tanto {b} como w
pueden pertenecer al campo complejo. Sustituyendo en la ecuaciéon matricial
(5.11) y dividiendo por Ce™? 2 0,

(~MJw? +i[Clw + [K]){b} = {0}

Para simplificar las expresiones, realizamos el cambio v = iw. Resulta entonces

(IM]y* + [C]y + [K]){b} = {0},
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sistema homogéneo que define un problema de autovalores complejo. Para tener
solucion distinta de la trivial, ha de cumplir la condicién de que el determinante
de la matriz de coeficientes sea nulo:

det([M]~* + [C]y + [K]) = 0 (ecuacion caracteristica)

Esta ecuacién tendra en general soluciones complejas que vendran dadas por
parejas de autovalores y autovectores conjugadas del tipo

v = —s+ i, v = —s — Qi
{b} ={a} +{B}i, {b}"={a} {8}

La contribucion de esta pareja de soluciones conjugadas en la soluciéon general
serd, si las afectamos de constantes (escalares) arbitrarias C y Co,

{a(®)} = C1{b}e" + Co{b} e
— Oy (fa) + {81 + Co({a} — i{B))e ]

Desarrollando la exponencial compleja y considerando tan solo la parte real de
la expresion resultante,

{q(t)} = e (O + C)[{a} cos Ut — {B} sen Q1] (5.55)

Para que la expresion anterior permanezca acotada, la parte real de v, (—s),
ha de ser negativa o nula. En caso contrario, el médulo de (5.55) creceria de
forma exponencial, en contra de la hipétesis de movimiento acotado y pequenas
oscilaciones. Si s = 0 no existird amortiguamiento para esa frecuencia caracte-
ristica, mientras que si s > 0, se producird un amortiguamiento que provocaré
que al cabo de un cierto tiempo el valor de (5.55) se haga tan pequeno como
se quiera.

La soluciéon general sera, por combinacion lineal de todas las soluciones del
tipo (5.55),

{q} = Z Bre 5k ({ay,} cos Qit — {8}, } sen Qt) (5.56)
k=1

Esta solucién consta pues de un sumatorio de armoénicos, cada cual con su
fase y frecuencia propias, afectados cada uno de ellos por términos exponen-
ciales decrecientes (e~ %) que representan la pérdida de energia por el amor-
tiguamiento viscoso. Al cabo de suficiente tiempo el movimiento se detiene en
la practica.
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En este caso, la transformacion a coordenadas normales exigiria un cambio
a ejes principales que diagonalice simultaneamente las tres matrices [M], [K], [C].
En general no es posible realizar esta triple diagonalizacién simultanea. Tan
s6lo seré factible en algunos casos particulares, como por ejemplo, bajo la hi-
poétesis comtin en dindmica estructural del amortiguamiento de Rayleigh, por
la que se considera la matriz de amortiguamiento proporcional a las de masas
y de rigidez:
(C] = a[M] + SK] (5.57)

En este caso se comprueba facilmente que la diagonalizacién simultdnea se
alcanza con la misma matriz modal [A] que se obtuvo en el caso sin amorti-
guamiento (ecuaciones (5.49) y (5.50), ya que

[A][C][A]" = o[Mp] + B[Kp)
Mi(a+ 5@0%)

_ My (o + fuws) (5.58)

M, (o + Bw?)

que es también una matriz diagonal.

Para obtener la matriz modal [A] se emplearan por tanto los mismos modos
normales del problema sin amortiguamiento. Hecha la diagonalizacién, resultan
las ecuaciones desacopladas

My, + Myc 0y + Mkw,% ur =0 (k no sumado), (5.59)

donde 0 < ¢, = o + Bw? son los coeficientes de la matriz diagonal [Mp]~![C]
n (5.58). La solucién general de cada una de estas ecuaciones de 1 gdl tal
como se expuso en el apartado 4.2 es

uj, = C 5t (5.60)

donde Cj, es en general un nimero complejo, al igual que wj. De la misma
forma que antes, de esta expresion se considerara tan solo la parte real.
Sustituyendo en la ecuacion (5.59), las wj, deben satisfacer

2.
—W'p Fiwper +wi =0
ecuacion de segundo grado que posee dos soluciones,

wy, =1 +4\/wi—c2/4

(o

Sk =0
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Sustituyendo en (5.60) y tomando la parte real,

up(t) = R(Cre’™ + Ce ! )e s
= By, cos(Qpt — g )e k.

Esta ecuacion caracteriza a la amplitud modal como un movimiento afectado
de una exponencial decreciente, cuya energia disminuye con el tiempo debido
al amortiguamiento.

La ecuacion (5.59) se puede escribir también en funcién de las tasas de
amortiguamiento respecto al critico, haciendo el cambio ¢, = a+ Bw,% = 2&pwi:

tig + 28wy Uy + w% ur =0 (k no sumado); (5.61)

En este caso, la solucion de cada amplitud modal serd uy(t) = By cos(Qxt —
5k)e_£kwkt.

Un caso que reviste especial interés en la practica es aquél en el que se
conoce directamente la tasa de amortiguamiento de los modos de vibracion,
obtenida mediante un analisis modal experimental o a partir de una especifi-
cacién en una norma, aunque se desconoce la forma exacta que tenga la matriz
de amortiguamiento. Supongamos que los amortiguamientos modales unitarios
son &, medidos como razén del amortiguamiento critico. En este caso puede
obtenerse esta matriz mediante

n

©)= Y- 260 - (MI{ae)) (a0} D). (5:62)

k=1

En efecto, realizando el producto por los vectores propios en esta matriz resulta,
una expresion diagonal,

{a;}T[CHay} = 26w M6y, (1 no sumado). (5.63)
La ecuacion desacoplada resultante para cada modo seré

g, + 28wty + w,%uk =0 (k no sumado). (5.64)

5.3. Oscilaciones forzadas

5.3.1. Oscilaciones sin amortiguamiento; Resonancia

La ecuacién matricial incluye en este caso un término independiente, debido
a las fuerzas de excitacién externas:

[M[{a} + [K[{q} = {f(t)} (5.65)
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Esta ecuacién tiene por solucién general una solucién particular de la com-
pleta (5.65) mas la solucién general de la homogénea (5.17):

{a} = {a}" + {q}” (5.66)

La solucién general de la homogénea es la obtenida anteriormente para las
vibraciones libres (5.26).

Para la solucién particular de la completa estudiemos el caso concreto en
que las fuerzas son armonicas,

{£(t)} = {F}senat,

siendo {F} un vector de constantes.
Busquemos una solucién particular del mismo tipo,

{q}? = {D}senat.

El vector de constantes {D} se calcula sustituyendo {q}? en la ecuacion (5.65):
(—a*[M]{D} + [K]{D})senat = {F} sen at

por lo que
{D} = (—=a*M] + [K])"'{F} (5.67)

En el caso en que « coincida con una de las frecuencias propias del sistema
(v = wg), la matriz a invertir en (5.67) se hace singular y no tiene solucion por
lo tanto. Esto fisicamente equivale a una resonancia del sistema, debido a que
el modo de vibracién afectado absorbe constantemente la energia de excitacion
suministrada con su misma frecuencia propia, hasta que la amplitud del mismo
se hace infinita.

Otra forma de estudiar las oscilaciones forzadas es mediante el analisis
modal; haciendo el cambio (5.48) a las coordenadas normales en (5.65) y pre-
multiplicando por la matriz modal [A],

[A][M][A]" {it} + [A][K][A]" {u} = [A}{f(1)} (5.68)

Los productos de matrices de esta expresion se simplifican empleando (5.49) y
(5.50),

{a} + [Q*{u} = [Mp] '[A}{(1)} (5.69)
donde hemos denominado [2] = diag(w; ...wy,) a la matriz diagonal con las
frecuencias propias. En componentes,

iy, + wiuy, = M 'ni(t) (k= 1..n no sumado) (5.70)
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donde los coeficientes 7y (t) representan

N (t) def ai;fj (t) (k no sumado), (5.71)
denominindose “fuerzas modales”. Se pueden interpretar también como las
proyecciones del vector de fuerzas sobre cada modo de vibracién,

me = {ax} T {F} = ap; f - (5.72)

Resulta por tanto un conjunto de n ecuaciones desacopladas (5.70) de 1 grado
de libertad cada una, que podremos resolver independientemente.
En el caso particular en que las fuerzas sean armonicas,

{ft)} ={F}senat <« f;(t) = Fjsenat, (5.73)
resultando las ecuaciones
iy, + wiug = M, ' (t) = Tgsenat  (k no sumado), (5.74)

denominandose I'y = M, "{a,}T{F} el “coeficiente de participacion modal” de
{F} en el modo k.

Se producira resonancia si coincide la frecuencia de la excitaciéon con algu-
na frecuencia propia (o = wy para fuerzas armoénicas del tipo arriba descrito).
En este caso la amplitud de ese modo tenderia a infinito, en el caso tedrico
en que no hubiera amortiguamiento. En los casos reales debera considerarse
el amortiguamiento que conducird a un valor finito aunque elevado de la am-
plitud modal (ver apartado siguiente). Ademés en cualquier caso interviene la
participacion modal I'y que puede ser mayor o menor.

En la préctica los coeficientes de participaciéon modal de las fuerzas habitua-
les suelen ser altos para los modos mas bajos (wy pequenas), y progresivamente
méas pequenos para los modos altos (wy grandes). Es por esto que los modos
més bajos suelen ser los que mas importancia tienen en la dinamica estructu-
ral, al ser los que concentran la mayor parte de la energia en las vibraciones.
A menudo se hace la simplificacién consistente en considerar inicamente un
nimero limitado de modos de vibracién, despreciando los de frecuencias més
altas. Esto resulta de gran utilidad cuando los modelos de calculo poseen un
nimero elevado de grados de libertad, ya que se llega a tener decenas de miles
para algunos calculos tridimensionales reales.

5.3.2. Oscilaciones con amortiguamiento; régimen transitorio
y permanente

En este caso la ecuacion matricial del problema es la (5.12) completa,

[M[{a} + [Cl{q} + [K]{a} = {f(1)} - (5.75)
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En el caso en que la matriz de amortiguamiento [C] sea diagonalizable
simultaneamente con [M] y [K] tal y como se ha considerado en el aparta-
do 5.2.6, se podra hacer una descomposicion modal resultando n ecuaciones
desacopladas de un grado de libertad:

iig, + 2&pwrt + wiug = M, 'n(t) (k= 1..n no sumado). (5.76)

La solucién de estas ecuaciones proporciona el procedimiento denominado and-
lisis modal que suele ser en la practica el mas conveniente. Ademas de por el
desacoplamiento de las ecuaciones, como ya se ha comentado antes no suele
ser necesario considerar més que un nimero reducido de modos.

Estudiamos a continuacién el régimen permanente y transitorio a partir
de la ecuacion matricial (5.75). Al igual que en el apartado 5.3.1, la solucion
general se podra expresar como una solucién particular de la completa més la
solucion general de la homogénea (5.11):

{a} = {q}? + {a}" (5.77)

La solucién de la homogénea corresponde al caso de vibraciones libres con
amortiguamiento, y tiene un valor apreciable s6lo durante un tiempo limitado
llamado régimen transitorio, desapareciendo al cabo del tiempo. Esta solucién
se ha estudiado antes, en el apartado 5.2.6.

La solucion particular de la completa es la que define el llamado régimen
permanente. Supongamos el caso particular més significativo, una excitacion
armonica del tipo

{£()} = R({F}e')
= {F} cos at

Buscaremos una solucién particular del tipo {q}? = {D}e! para lo que
sustituimos esta expresion en (5.12) obteniendo

(—~a®[M] + ia[C] + [K]){D} = {F} (5.78)

Esta ecuacion lineal se resuelve mediante la regla de Cramer, obteniendo los
elementos del vector solucion {D} como:

det; ()
D;=—2
7 det(a)
donde det(a) = | — a?[M] + ia[C] + [K]|, y det;() es el determinante de la

matriz de coeficientes anterior en la que se ha sustituido la columna j-ésima por
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el término independiente {F}. No hace falta repetir que, de estas expresiones
complejas, al final se consideraré sélo la parte real.

Los valores de la frecuencia de excitaciéon « que hacen minimo el denomi-
nador, det(«), son los que producen resonancia en el sistema, para el régimen
permanente que es el méas significativo. Debido al amortiguamiento, aqui la
amplitud de oscilacién no tiende a infinito, sino que se mantiene acotada, aun-
que con valores elevados que pueden provocar la pérdida de linealidad o incluso
la rotura del sistema.

Si el amortiguamiento es suficientemente pequefio, como suele ocurrir en
numerosas aplicaciones practicas, las frecuencias de resonancia tienen un va-
lor aproximadamente igual a las frecuencias propias sin amortiguamiento wy.
A menudo sera valido también el considerar de forma aproximada que el ré-
gimen permanente es el que sale de la solucién particular a la ecuacién sin
amortiguamiento (5.67). Esto equivaldria a considerar que existe un pequeno
amortiguamiento (inevitable), pero que para el calculo de régimen permanente
se puede despreciar el valor del mismo, lo que puede ser una aproximacién
valida en numerosos casos préicticos de la dindmica estructural.

5.4. Meétodos para la obtenciéon de modos y frecuen-
cias propias

En sistemas con pocos grados de libertad (2 6 3) la obtencién de frecuencias
propias y modos normales de vibracién se puede realizar manualmente, resol-
viendo la ecuacién caracteristica y el problema de autovalores asociado. Para
casos con mayor numero de grados de libertad existen otros procedimientos,
susceptibles de tratamiento numérico y resoluciéon en el ordenador. Expondre-
mos aqui un método basado en la “deflaccion” de matrices (Método de Stodola),
aplicable a casos con un nimero moderado de grados de libertad. Para los casos
con un elevado ntimero de grados de libertad, existen procedimientos mas efi-
caces, como los métodos de iteraciéon por subespacios o el método de Lanczos,
que pueden consultarse en la bibliografia de métodos numéricos en mecanica
computacional y elementos finitos''.

Supongamos, para no complicar la exposicién, que todos los autovalores
son distintos y no nulos. El problema de autovalores definido por

(—w?[M] + [K]){u} = {0}

Yyer p.ej.: T.J.R. Hughes, The Finite Element Method, capitulo 10, Prentice-Hall Inc.,
1987; K.J. Bathe, Finite Element Procedures in Engineering Analysis, Prentice-Hall, 1982.
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se puede expresar también, multiplicando por [K]~!, como
[D{u} = p{u}
siendo
def _
D] = K] - [M]
L L Jw?

Empezamos por tomar un vector {u;} cualquiera, que sera combinacién lineal
de los vectores propios o modos normales de vibracién, ya que como vimos
éstos forman una base de R™. Si multiplicamos {u;} por la matriz [D], cada
componente en esta base se verad multiplicada por el autovalor u; correspon-
diente. La componente en la direccion del mayor autovalor, y = p; (supuesto
1 > fg > p3 > ... > i), se vera multiplicada por un valor mayor que las
demas. Al vector resultante lo denominamos {ug}

{uz} = [DJ{u}

Repitiendo el proceso sucesivamente, se obtienen una sucesiéon de vectores

{u,}:
{us} = [D{ua};  {ws} = [Dl{us}; ... {un}=[Dl{un1}

En el limite (n — o0), en el vector {u,,} predominara el autovector correspon-
diente al maximo autovalor, uq (es decir, para el minimo valor de la frecuencia
que serd wi ). Hemos de tomar la precaucion de normalizar el vector {u,} tras
cada iteracion, para evitar valores numéricos excesivamente grandes. Cuando
se hayan realizado suficientes iteraciones sera por tanto

[Di{un} = pfun}

con un error menor que una tolerancia prefijada. Entonces se adopta u; = u
como autovalor, y {u,} como vector propio correspondiente. La frecuencia
propia es wy = 1/,/u1, y llamamos {a;} al vector propio una vez normalizado,

_ {un}
Vi T M{u,}

Consideramos ahora la nueva matriz

{a1}

[Dz = D] = ju {a1 Hau}' -[M] (5.79)
—_—

nxn
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Vemos que, al multiplicar esta matriz por {a;} el resultado se anula:

[Dl2{ai} = [D{a1} — p{ai}- 1= {0}

mientras que para los otros vectores propios (k # 1) se obtiene el mismo
resultado que antes,

01,=0
——

[D]2{ax} = [Dl{ar} — pi{ai} {ai} " [M]{a} = [D]{as}

Repitiendo el proceso de deflacciéon con esta matriz [D]q2, obtendremos el au-
tovalor/autovector siguiente (ug = 1/w3).

Una vez obtenido, normalizariamos el vector propio y obtendriamos la ma-
triz [D]3 de la misma forma que (5.79). Proseguiriamos asi sucesivamente,
hasta obtener todos los autovalores y vectores propios.

Este procedimiento tiene la ventaja que los modos se obtienen de forma
sucesiva, comenzando por los de frecuencias propias mas bajas. Estos suelen
ser los mas importantes en cuanto a su participacién en la solucién real, por lo
que a menudo basta con obtener los m modos mas bajos. Este método permite
calcular sé6lo los modos més importantes, deteniendo el proceso cuando se ha
calculado el modo m.
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6.1. Velocidades y aceleraciones del sé6lido rigido

La segunda parte del curso trata de la dindmica del movimiento general en
tres dimensiones del solido rigido. En este capitulo se estudia la caracterizaciéon

191
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del movimiento o cinemdtica, lo que resulta clave para aplicar més adelante
las leyes de la dindmica y obtener las ecuaciones pertinentes.

En este estudio del movimiento comenzamos por estudiar la expresion de
la derivada temporal de un vector material ligado al s6lido, que como veremos
es la base para las expresiones de los campos de velocidades y aceleraciones
del s6lido. Estos campos se caracterizan mediante la velocidad y aceleraciéon de
traslacion de un punto de referencia del sélido y la velocidad y aceleracion an-
gulares del sé6lido.Tanto las velocidades como las aceleraciones son derivadas del
movimiento del s6lido, o lo que es lo mismo descripciones de sus movimientos
infinitesimales. Una vez caracterizados estos campos se analiza la composicion
de movimientos ya que en numerosas ocasiones el movimiento de un soélido
viene definido como superposicién de movimientos elementales o bien en rela-
cion a otro sistema movil. Por altimo estudiaremos los movimientos finitos del
solido, en particular las rotaciones finitas, que como se vera precisan una inter-
pretacion rigurosa como tensores o matrices de rotacién, cuya parametrizaciéon
se aborda mediante los angulos de Euler.

6.1.1. Derivada de un vector material del s6lido

Consideremos un sélido B, dotado de un movimiento general, esto es tanto
de traslaciéon como de rotaciéon. Supondremos un sistema de referencia ortonor-
mal (triedro) ligado al sélido (O, e;), con origen en O € B y vectores unitarios
materiales e; que se mueven con el solido (figura 6.1). Las derivadas (tempora-
les) relativas de estos vectores para un observador ligado al solido seran nulas.
Sin embargo, sus derivadas «absolutas» para un sistema de referencia inercial

Figura 6.1: Sdlido rigido B, con el trie-
dro movil (del solido) {O, e;}, y un vec-
tor material w ligado al solido rigido. Este

E; vector puede considerarse como si estuvie-
ra «pinchado» en el sdlido.
Oo
E,

(«absolutor) no seran nulas:

du du
< de >rel,B o dt ?é (6 )
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Aunque los vectores e; del triedro sean moviles, sus productos escalares si son
constantes, y por tanto las derivadas de estos productos nulas:

d ) .
e -ej =0, = Oza(ei~ej):ei-ej+ei-ej. (6.2)
Definimos unos coeficientes
Hij déf €; - éj 5 (63)

que debido a las relaciones (6.2) resultan ser hemisimétricos:
e; - éj = —€;- é; = Hi]’ = *Hji . (64)

Las expresiones (6.3) indican también que los coeficientes H;; se pueden inter-
pretar como las componentes del vector derivada é; en la base {e;}:'

éj = Hije,- . (65)
Supongamos ahora un vector material cualquiera u ligado al sélido,
U = uje;; (6.6)

en el triedro del solido las componentes u; de este vector serdn constantes, por
lo que su derivada sera, empleando la linealidad de la misma y (6.5),

du d de;
v = T a(ujej) = uj(TtJ =u;Hije;. (6.7)

Podemos escribir las componentes de esta expresion en forma matricial, em-
pleando la matriz de las componentes hemisimétricas [H] = [H;;|, en la cual
so6lo hay tres componentes independientes y no nulas:?

{v} = {u} = [H{u}

vy 0 Hys Hiz uy Hiouo + Hygus
vy p = | —Hjo 0 H23 ug p = & —Hyoui + H23U3 . (6.8)
U3 —Hy3 —Hsz 0 us3 —Hyguy — Hyzug

'En lo sucesivo adoptaremos el convenio de sumacién implicita de Einstein, por el que,
salvo indicacién en contra, los indices repetidos se deben entender sumados a lo largo de
todo su rango.

2 Adoptaremos en lo sucesivo la siguiente notacién para las expresiones matriciales: {b} =
{b;} para matrices columna, {a}T para matrices fila, y [C] = [Ci;] para matrices de dos
indices.
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Realizaremos ahora un cambio de notacion para las componentes [H;jl:

[H] = | —-Hps 0 Hoz | = Q3 0 -] . (69)
—Hiz3 —Hys 0 Qs 0

Este cambio permite interpretar la derivada como un producto vectorial por el
vector que denominaremos velocidad angular o velocidad de rotacion del sélido
B,

Q =Q1e + Qses + Nses; (610)

desarrollando el producto vectorial:®
(4] €9 €3
QAu=|Q21 Q9 Q3= Eiijinek
up U2 U3

= (QQUg — Q3U2)€1 + (QSUI — Qlu?,)eg + (Qﬂig — qul)eg

Qzng — QgUQ
= (61 €9 63) Q3u1 — Q1U3 s (611)
Qrug — Qouy

expresion que comprobamos se corresponde con (6.8). De esta forma, la expre-
sion vectorial de la derivada del vector material u seré

w=QAu. (6.12)

Hacemos notar que la velocidad angular €2 es una propiedad del movimiento
del solido en su conjunto, independientemente del vector u considerado. Asi,
para dos vectores materiales wy, uo de B sera

U =D Aup; us =L Aus. (613)

Podemos definir asimismo la notacién asociada del operador matricial hemisi-
métrico como

[©2] = [H] (6.14)

de forma que la derivada admitird una interpretaciéon equivalente mediante un
producto vectorial o una aplicacién hemisimétrica*asociada [€]:

w=QAu = {u}=[Q{u}. (6.15)

3Las componentes ¢; ;5 corresponden al tensor permutacion, siendo su valor +1 6 —1 segtn
la permutacién sea par o no, e igual a cero si algtin indice se repite.

4De forma mas general y sin hacer mencién a coordenadas, puede considerarse que este
operador es un tensor de segundo orden hemisimétrico, que define una aplicaciéon lineal por
la que @ = Q- u. Por otra parte puede comprobarse que la relacién entre las componentes
del vector axial € y del tensor hemisimétrico asociado 2 son Qij = Qperji, Qi = %Ejiijk
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El vector €2 caracteriza el movimiento del sistema de referencia del sélido,
y se corresponde con el concepto intuitivo de velocidad angular de rotacion del
solido rigido. Para comprender esto, consideremos la velocidad de un punto
definido por el radio vector r = u con origen en O (o lo que es lo mismo, la
velocidad del extremo de u respecto a O) cuando el triedro gira con velocidad
angular © alrededor de un eje dado (figura 6.2).

______
- ~

\ ~._d ! Figura 6.2: Interpretacion de 2
v = Od como una velocidad de rotacion.

_______

Si el punto en cuestion se halla situado a distancia d del eje, su velocidad es
Qd, en direccion tangencial a la circunferencia situada en un plano perpendicu-
lar al eje de rotacién y cuyo centro es la intersecciéon del eje con el plano. Este
mismo resultado se obtiene del desarrollo geométrico de la expresion 2 A r.

Por ultimo, este resultado para la derivada de un vector material sirve tam-
bién para derivar un vector cualquiera no ligado al solido, pero cuya definicién
se realice a través del sistema de referencia del sélido, p = p;e;. En este caso
las componentes p; no seran en general constantes, por lo que la derivada es

dp . . . .

q — Piei tpigi = piei +pi(2 N €;) =pie; + QA (piei) ; (6.16)
en esta expresion, el primer término corresponde a la derivada relativa, que
mediria un observador ligado al sélido. Asi se llega a

. dp dp
- (= QAD. 6.17
P=a < di )rel,B " P (6.17)

Esta expresion indica que la derivada de un vector cualquiera a través del sis-
tema de referencia ligado al s6lido se puede expresar como suma de la derivada
relativa y un término complementario definido por el producto vectorial por la
velocidad angular.

EJEMPLO 6.1: Se considera una curva I' en R3, en la cual se puede definir el
vector tangente t = dr/ds, siendo ds = |dr|. Se sabe por la primera férmula
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de Frenet que dt/ds = kn, siendo el vector unitario n la denominada normal
principal y £ la curvatura. La binormal se define a su vez como b = t A n.
Estos tres vectores unitarios forman un triedro a derechas (¢, n,b) denominado
triedro de Frenet (ver apartado B.4 en apéndice B, o para una descripcion mas
completa un libro de geometria diferencial como el Struik®). Por tltimo, la
tercera formula de Frenet indica que db/ds = —7n, siendo 7 la torsion de la
curva. El triedro de Frenet puede considerarse como un sistema rigido.

Deducir la velocidad de rotacion del triedro de Frenet cuando un punto se
mueve por la curva I' con velocidad v.

Figura 6.3: Vectores del triedro intrinseco de Frenet.

Solucion. La derivada temporal de t es
dt _ dtds
dt  dsdt

Interpretando la derivada mediante la velocidad de rotacién €2,

= KNnov.

dat t n b
E:Q/\t: Qr Q Bl =-Q, b+ n,
1 0 0

y de la comparacion de ambas expresiones se deduce 2, = kv; €, = 0. Por
otra parte,

db dbds n
— =——=—-Tnuv;
dt  dsdt ’
e interpretandola como producto vectorial
db

a tTn +

De donde se deduce que €; = 7v. Por tanto, la velocidad angular buscada tiene
la expresion
Q=vrt+vkb.

5D.J. Struik: Geometria Diferencial Cldsica, Aguilar 1973.
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Esta ecuacién permite interpretar la evolucién del triedro intrinseco de Frenet,
al desplazarse con velocidad v segin la curva, como una rotacién con dos
componentes: una de torsiéon, alrededor de la tangente, con velocidad angular
vT, y una de curvatura, alrededor de la binormal, con velocidad angular vk. [

6.1.2. Campo de velocidades del sélido rigido

Consideramos un sistema de referencia inercial («fijo») So = (Oo, E;), y
otro movil S = (0, €;) ligado a un sélido B. El vector posiciéon de un punto ma-
terial cualquiera del solido respecto de Sy es 7, y respecto de S lo denominamos
p. La relacion entre los vectores posicion (figura 6.4) es

r=ro+p, (6.18)

donde 7o define la posicion del origen O de S. La velocidad la obtenemos

Figura 6.4: Vectores posicion (r, p) en
las referencias fija So = {Oo, E;} y movil
S ={0, e;} respectivamente.

derivando esta igualdad, ro se deriva directamente y para el vector material
p tendremos en cuenta la regla de derivacion en sistemas moviles (6.12):

v=vo+R2Ap. (6.19)

En esta ecuacion, los dos sumandos que componen la velocidad tienen una
interpretacion clara. En primer lugar, vp es una componente de traslacién,
comin para todos los puntos de B. Por otra parte, 2 A p es la velocidad
correspondiente a una rotacién instantanea de velocidad angular €2 alrededor
de un eje que pasa por O.

La expresion (6.19) define los movimientos infinitesimales del solido: con-
siderando un tiempo elemental dt, podemos escribir dr = vdt, d@ = Qdt y la
ecuacion es equivalente a

dr=dro+d@ Ap. (6.20)
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Por otra parte, la ecuaciéon (6.19) caracteriza el campo de velocidades del
solido rigido como un campo de momentos, o lo que es equivalente, como un
Sistema de Vectores Deslizantes (SVD)°. Como tal, queda descrito por los
siguientes elementos bésicos:

= Resultante: Q;

= Momento en un punto O: vp;

= Campo de momentos: para un punto cualquiera P € 5
vp=v0+QArop

=wvo+rpo NSL.

De la ecuacion del campo de momentos se deducen algunas propiedades intere-
santes:

1. Equiproyectividad: La proyecciéon de las velocidades de dos puntos cua-
lesquiera sobre la recta que les une es igual,

Y(O,P)e B, wo-rop=vp-Top;

2. Invariante escalar: La proyeccién de la velocidad de un punto cualquiera
sobre la velocidad angular es una constante o «invariante escalary,

VP e B, wvp-Q=cte

Cuando esta invariante escalar sea nula diremos que el movimiento es
una rotacion instantdinea.

3. Eje central y momento minimo:
Existe un eje en el cual el momento (v) es igual para todos los puntos
del mismo, con la particularidad de que es paralelo a la propia direccién
del eje (2) y ademés el minimo (vpiy). En nuestro caso, llamaremos a
este Eje Helicoidal Tangente (EHT), cuya obtenciéon y propiedades las
veremos a continuacion.

5Para una descripcién y resumen de las propiedades de los Sistemas de Vectores Desli-
zantes y los campos de momentos resultantes, consultar J.A. Fernandez Palacios: Mecdnica
Tedrica de los Sistemas de Solidos Rigidos, Anejo 1B, o M. Prieto Alberca: Curso de Mecd-
nica Racional — Cinemdtica y Estdtica, Cap. I: Calculo Vectorial
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Movimiento helicoidal tangente

Busquemos en primer lugar los puntos en los que la velocidad dada por
(6.19) se anula:

v=v0+QAp=0 = QAp=-vp;

se obtiene una ecuacion vectorial en la que son datos € y vp, con la incog-
nita p. Para que tenga solucién, es necesario que se cumpla la condicién de
compatibilidad”:

Q- -vpo=0. (6.21)

En un caso general, no tienen porqué existir puntos de velocidad nula; Sélo
los habra si se cumple esta condiciéon de compatibilidad. Si existen puntos de
velocidad nula diremos que el movimiento instantaneo es una rotacién.

Generalizando algo méas, busquemos ahora puntos en que la velocidad sea
paralela a €2, es decir, v = \2:

vo+ QA p=2Q,

o bien
QAp =22 —wvo. (6.22)

Esta es, de nuevo, una ecuacién vectorial en p. Es facil comprobar que su
solucién no es tnica: si se conoce una solucién y se suma a esta un término
paralelo a €2, el resultado también cumple la ecuacion. En definitiva la soluciéon
general serd una recta paralela a €2. A través de algunas sencillas operaciones
vectoriales® se puede obtener la soluciéon de (6.22) que resulta:

- Q Nvo

T
Esta expresion define un eje paralelo a €2, en funcion del parametro «. Por
otra parte, la condicién de compatibilidad exige que:

+ af2. (6.23)

Q- M2—v0)=0 = Q- vo=\0
es decir, define el valor de A en funcién del invariante escalar, pudiendo distin-
guirse dos casos.

a. Si Q-vp # 0, es XA # 0, y la velocidad en el eje es v = AQ # 0. No
existen puntos de velocidad nula, se trata de un movimiento helicoidal
tangente general.

"El producto vectorial es normal a los dos argumentos
8Véase Curso de Mecdnica, J.M. Goicolea (2010), apartado 4.3.1
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b. Si Q-vp =0, es A =0, y la velocidad en el eje es v = 0. El movimiento
es una rotacion instantdnea.

Todos los puntos del eje definido por (6.23) tienen la misma velocidad; en
efecto, si dos puntos definidos por p; y ps pertenecen al eje:

0
py—p1 =B = vy=uvi+ QB

Por otra parte, si se toma como referencia un punto A del eje, la velocidad
en otro punto cualquiera P queda descompuesta como suma de un término
constante en direccion del eje, v4, y otro perpendicular a este, por serlo a 2
(figura 6.5):

V=vA+QAp=)2+QAp. (6.24)

Es féacil comprender por tanto que el eje contiene los puntos de velocidad mini-
ma del so6lido: la velocidad de cualquier otro punto, ademas de la componente
constante (v4 = AQ2), tiene una componente adicional perpendicular a la ve-
locidad del eje, por lo que siempre serd mayor en moédulo.

Figura 6.5: Descripcion del campo de velocidades como un movimiento heli-
cotdal tangente. La velocidad de un punto P cualquiera se obtiene sumando la
velocidad de deslizamiento de los puntos del eje (v4) y el momento QA p

Esta descripciéon del campo de velocidades caracteriza el llamado mouvi-
miento helicoidal tangente, es decir como una hélice o «sacacorchos», cuyo eje
queda definido por (6.23). Los puntos que no estén sobre el eje tienen una
componente adicional de la velocidad (€2 A p) perpendicular al mismo.

Esta caracterizaciéon del movimiento varfa con el tiempo, tanto por el cam-
bio de la direccién de €2 cémo de su modulo. Por lo tanto, en cada momento
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existe un movimiento helicoidal, tangente al movimiento en ese instante. De-
bido a esto, (6.23) se llama «eje instantaneo» del movimiento.

Por otra parte, se denomina «tangente» porque caracteriza, al igual que
las tangentes, tan solo la derivada primera del movimiento. El movimiento
helicoidal tangente sirve para interpretar el campo de velocidades, pero en
cambio no es valido para interpretar el campo de aceleraciones, caracterizado
por la derivada segunda, como veremos més abajo.

Axoides del movimiento.— A lo largo del movimiento el eje instanté-
neo del movimiento helicoidal tangente ocupa una posicién distinta en cada
instante, describiendo una superficie reglada denominada azoide. La ecuacion
paramétrica del axoide sera simplemente la expresada por (6.23), tomando co-
mo parametros « y el tiempo t. Segin describamos el axoide desde el punto
de vista del sistema de referencia moévil o del fijo obtendremos dos superficies
regladas distintas, denominadas respectivamente azoide mdvil o azxoide fijo:

n Azxoide movil

Q ANvo
s Azoide fijo
QA
r=7ro+ T’UO + af) (626)

Por su definicién, ambos axoides son superficies regladas. En cada instante
tienen en comun la generatriz, que es precisamente el eje del movimiento he-
licoidal tangente en ese instante. Una propiedad importante de los axoides es
que son tangentes entre st en todos los puntos del eje. Esta afirmacion, a pesar
de lo que pudiera parecer intuitivamente en una primera consideraciéon, no es
evidente. Conviene precisar que una superficie reglada, en general, no tiene
necesariamente un dnico plano tangente a lo largo de una generatriz; sélo se-
ra asi si la superficie reglada es ademés desarrollable, como es el caso de los
conos o los cilindros. Sin embargo, un hiperboloide reglado (de una hoja) no
es desarrollable y el plano tangente es distinto en cada punto de la genera-
triz. Los axoides son en general superficies regladas pero no necesariamente
desarrollables.

6.1.3. Campo de aceleraciones del sélido rigido

Derivando otra vez la expresion de la velocidad (6.19) y aplicando de nuevo
la regla de derivacion en sistemas moviles (6.12) se obtiene la expresion general
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del campo de aceleraciones del soélido:
a=ap+QAp+QA(QAp). (6.27)
El significado de cada uno de estos tres términos es el siguiente (figura 6.6):

Figura 6.6: Campo de ace-
leraciones del solido rigi-
do: Interpretacion geomé-
trica de los distintos térmi-
nos (Recordamos que por la
formula de expulsion para el
doble producto vectorial resul-
ta QA (QAP)=(-p)Q—
2%p.)

— ap es la aceleracion del origen O, comun para todos los puntos del sélido
(aceleracion de traslacion).

- QA p es un término perpendicular a Q y p. Aunque por similitud con las
formulas del movimiento circular pudiera parecer en primera instancia
que este término corresponde a una aceleracién tangencial, no es asi
en un caso general. S6lo sera tangente a la trayectoria si vp = 0 y la
direccion de € no varia, correspondiendo entonces el movimiento a una
rotacion permanente alrededor de un eje fijo por O. En un caso general
este término no serd tangencial ni siquiera en el movimiento plano (ver
més abajo en el apartado 6.1.4 la descomposicién en aceleraciéon normal
y tangencial para el movimiento plano).

— QA (Q2Ap) = Q22 p) — p? es una aceleracion axipeta (dirigida hacia
el eje), descompuesta en los dos términos anteriores, uno dirigido hacia
el centro O (—pQ?) y otro segiin el eje (2(N - p)).

Se denomina polo de aceleraciones al punto en que la aceleraciéon se anula.
En general, existe un Gnico punto en que se verifica esto, salvo casos particu-
lares, en que puede no existir, o bien existir una recta de polos. Para obtener
el polo, buscamos la solucion para p de la expresion (6.27) igualada a cero,

0=a0+QAp+QA(QAp).

Para obtener la soluciéon de esta ecuacion representaremos los productos vec-

~

toriales como productos por matrices hemisimétricas (6.15). Denominando [€2]
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~

y [] a las matrices hemisimétricas asociadas respectivamente a los productos
vectoriales por € y €2:

{0} = {ao} + [Q{p} + [Q(Q){p}) = {ao} + (€ + [Q*){p},

cuya solucién, R
{p} =~ + [2*)"{a0},

es por lo general tnica, siempre que ([€] + [ﬁ]z) sea regular y admita inversa.
En caso contrario, si ([€2] + [€2]2) es singular, en principio no existira polo de
aceleraciones, salvo casos degenerados en los que puede existir una linea o un
plano entero de polos.

6.1.4. Caso particular del movimiento plano

Decimos que un sélido tiene un movimiento plano cuando las velocidades
de todos sus puntos son paralelas a un plano II fijo. Para que esto se cumpla, la
velocidad de rotaciéon €2 ha de ser perpendicular al plano. En efecto, recordando
la expresion del campo de velocidades (6.19),

v=vo+QAp,

tanto v como v pertenecen al plano II, por lo tanto, para que XA p pertenezca
también al plano II, 2 ha de ser normal al mismo.

Bastara con estudiar el movimiento de una seccién plana del sélido paralela
al plano dado para caracterizar el movimiento de cualquier punto, aunque el
s6lido en si no sea plano. Los puntos fuera de esta seccién tendrén idéntica
velocidad que sus proyecciones sobre el plano de referencia.

Tomaremos convencionalmente el triedro de referencia de forma que el ver-
sor k defina la normal al plano. Asi, la velocidad de rotacién se puede repre-
sentar tan sélo por una magnitud escalar, = Qk (figura 6.7).

L.

EHT .
@ Figura 6.7: Orientacion del triedro en

Q= Ok 3 el movimiento plano.

71 (CIR)
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Centro instantaneo de rotacion

En un movimiento plano, el eje del movimiento helicoidal tangente (EHT)
es una recta con la direccion de € y por tanto normal al plano II. Al estar
contenida la velocidad de un punto cualquiera del sélido vp en el plano, se
cumplird € -vp = 0, por lo que el movimiento es una rotacion pura. El eje del
movimiento (EHT) tiene velocidad nula en todos sus puntos, serd por tanto un
eje instantdneo de rotacion (EIR). La interseccion de este eje con el plano se
denomina centro instantdineo de rotacion (CIR). Para definir las coordenadas
de este punto en el plano, particularizamos las del eje del movimiento helicoidal
(6.25):

QAv 0
p=—az— +0T,

Q
va que « = 0 en el plano II. Sustituyendo 2 = Qk obtenemos
kANvo
= ) 6.28
p O (6.28)

En el movimiento plano se puede medir la rotacién absoluta mediante un pa-
rametro angular ¢, angulo girado por una recta determinada del plano mévil
con respecto a una referencia fija. Teniendo en cuenta entonces Q2 = dp/dt y
vo = drp/dt, se puede expresar (6.28) como

d’l“o
=kN——. 6.29
p a4 (6.29)
Curvas polares.— Analogamente a los axoides definidos para el movimien-

to tridimensional general, el CIR en el movimiento plano describe unas curvas
determinadas dentro del plano a lo largo del movimiento. Este lugar geomé-
trico se llama polar movil, si es el observado desde la referencia movil, y polar
fija si es el observado desde la referencia fija. Alternativamente, se pueden lla-
mar también ruleta y base, respectivamente. Las expresiones de estos lugares
geométricos son:

s Polar movil

kAvo dro
= =k AN —2 6.30
Q de ( )
s Polar fija
kA d

de
La expresion en coordenadas cartesianas de las curvas polares se puede obtener
directamente desarrollando en componentes estas ecuaciones vectoriales (6.30)
y (6.31), empleando las coordenadas moviles del triedro del solido o las del
triedro fijo en cada caso.



Aptdo. 6.1. Velocidades y aceleraciones del sélido rigido 205

Aceleraciones

Desarrollando los distintos términos de la expresiéon general del campo de
aceleraciones (6.27) para el caso particular del movimiento plano:

Q =0k,
QAp=QkAp,
QA (RN p) = —0%p;
de donde obtenemos la siguiente expresion
a=ap+QkNp—Qp. (6.32)
Los términos en esta ecuacion tienen la siguiente interpretacion:

= ap es la aceleracion de O, término comin de traslacién para todos los
puntos del sélido;

» Ok A p es una componente perpendicular al radio vector p (no necesa-
riamente tangencial a la trayectoria, tan s6lo lo sera en el caso de que O
coincida con el CIR);

» —02p es una componente «centripeta», dirigida hacia O (direccién que
no tiene porqué ser normal a la trayectoria, salvo en el caso arriba men-
cionado).

El polo de aceleraciones se obtiene igualando a cero la expresion (6.32)
y despejando p. Para ello, multiplicamos vectorialmente la igualdad por k,
y eliminamos (k A p) entre la nueva expresion obtenida y (6.32), resultando
finalmente:

_ QkAao+Q%ao
02 4 Q4

p (polo de aceleraciones)

Otra forma de estudiar la aceleracion en el movimiento plano es mediante
la consideracién del movimiento como una rotacién instantianea en torno al
CIR (figura 6.8). Asi, la velocidad de un punto cualquiera P se puede expresar
como:

v=QAd=QkA(r—r¢), (6.33)

donde 7 es el vector posicion de P, r¢ el del CIR (C), yd =rcp =7 —rc.
Derivando (6.33) respecto a t:

a=QkANd+QkA(v—veo),
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Figura 6.8: Velocidad de un punto cualquiera
en relacion al CIR (C).

donde v es la velocidad del punto P del s6lido, mientras que v es la velocidad
de sucesion del punto geométrico C' (CIR)?.

Considerando finalmente que v = Qk A d, resulta la siguiente expresion de
la aceleracién, en la que el término es tangencial a la trayectoria, els segundo
normal, y el tercero tiene componentes segtin estas dos direcciones:

a= QkAd — Q°d — QkAvc . (6.34)
— ~~ ——
tangenc. normal tangenc.
+ normal
Aceleraciéon del centro instantaneo de rotacion.— Otra consideracion

interesante surge al desarrollar el campo de aceleraciones en relaciéon al punto
material situado en un instante dado sobre el CIR Para diferenciar este punto
material del solido del punto geométrico CIR, denominaremos C* al punto
material, mientras que el CIR (punto geométrico) es C'. Aunque en un instante
dado la posicién de ambos coincide (r¢ = re+), su velocidad difiere:

_dre
dt
vox = 0.

7 0,

el

El campo de aceleraciones puede calcularse particularizando la expresion
general (6.27) para O =C*y p=d=r —r¢,

a=ac +QNd+ QA (QA).

9Notese que C, Centro Instantaneo de Rotacién, queda definido por una condicién geo-
métrica, por lo que no coincidird necesariamente con una misma particula del so6lido a lo
largo del movimiento. Seria incorrecto por tanto asignar a la derivada de r¢ el valor (nulo)
de la velocidad del punto del solido situado en C. En general, drc/dt = ve tiene un valor
no nulo, que para distinguir de la velocidad del punto del sblido, denominamos «velocidad
de sucesiony.
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B

Figura 6.9: Ejemplo 6.2; escalera que desliza
sobre el suelo horizontal y se apoya sobre un
muro de altura h.

A v

o

Otra expresion equivalente para el campo de aceleraciones es la proporcionada,
por (6.34).

Si se particulariza la expresion (6.34) para el propio centro instantaneo de
rotacion P = C*, teniendo en cuenta d = 0, resulta

ac- = —Q Nve.

Como consecuencia, es interesante observar que, aunque la velocidad del punto
del solido situado en el CIR sea nula (ve« = 0), su aceleracion no lo tiene
porqué ser (ac+ # 0). Esto se debe a que el CIR coincide con distintos puntos
del solido en distintos instantes, y una particula que esta situada sobre el CIR
en un momento dado dejara de tener velocidad nula al instante siguiente, por
lo que su aceleraciéon no sera en general nula.

EJEMPLO 6.2: La escalera recta de la figura 6.9 se mueve en un plano vertical,

apoyandose sobre la arista superior de un muro vertical de altura h perpen-

dicular al plano del movimiento, mientras el extremo A desliza sobre el suelo

horizontal con velocidad constante v dirigida hacia el muro. En el instante

inicial la distancia entre el muro y el extremo A tiene un valor b. Se pide

determinar, en funcién del angulo ¢ que forma la escalera con la horizontal:
a. Velocidad y aceleracion angulares de la escalera;

b. Posicion del centro instantaneo de rotaciéon y velocidad del punto C' de
la escalera;

c. Ecuaciones de las polares fija y moévil.
Solucion.
a.— La velocidad del punto C' de la escalera ha de ser paralela a la propia

escalera. Como también conocemos la velocidad del punto A, trazando perpen-
diculares a ambas se obtiene el CIR que llamaremos [ (figura 6.10). Escribiendo
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vl B
b Figura 6.10: Ejemplo 6.2; El CIR (I) se encuen-
tra sobre las perpendiculares a las velocidades
h de los puntos A y C' de la escalera.
Y ¢ Y
v X

la relacién geométrica que define el dngulo ¢ y derivando:

vh

_ h ] 2 —

b— vt

De aqui despejamos la velocidad angular €2 = gb

é o Uh
~ (b—vt)2 + A2’
Derivando una segunda vez se obtiene la aceleracion:
. 2hv? (b — vt
5 2hPb—on)

[(b— vt)? + n2)*

Otras expresiones de velocidad y aceleracion que resultan convenientes son en
funcién del propio angulo ¢:

h ho LU,
X)) = =__"7 = — 6.35
(—Xa) — = v — = ¢ hsen¢ (6.35)
. v 1)2
o= E2¢ sen ¢ cos ¢ = Qﬁ sen® ¢ cos ¢ (6.36)
b.— El centro instantaneo de rotacién tiene las coordenadas:
h
Xi=——=—(b—vt);
o 7" (6.37)
 h (b—vt)2+h2
sen2¢ h

la velocidad del punto C' de la barra se puede obtener empleando la pro-
piedad de equiproyectividad, con el punto A de velocidad conocida. Llamando
a al dngulo que forma la velocidad en cada punto con la recta que los une:

VA COSQ4 = Vo COSQC = Vg = VCOoS §.
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También podria haberse obtenido v considerando que es una rotaciéon alrede-
dor del CIR: ‘ ‘
ve = ¢IC = @Y7 cos ¢ = v cos .

En expresion vectorial,

vo =vcos(cospI +sengJ).

c— La polar fija (base) viene definida por la ecuacion del CIR (6.37), de
forma paramétrica a través de ¢ (o t). Eliminando este parametro se puede
escribir la ecuacién implicita:

X2
Y=h+—.
h
Se trata de una parabola de eje vertical cuyo vértice estd en C.

La polar movil (ruleta) se define a través de las coordenadas del CIR en la

referencia movil (Azy):

h z h
xr = —-: = =
sen ¢’ Y tgp sendtgo
En la figura 6.11 se dibujan las polares en varias configuraciones distintas del

movimiento, pudiéndose observar el movimiento de rodadura sin deslizamiento
de la polar movil sobre la fija.

O

6.2. Composicién de movimientos

6.2.1. Composicion de movimientos infinitesimales

El campo de velocidades del s6lido es equivalente a la definicién de los
movimientos infinitesimales, como queda expresado en la ecuacion (6.20). Su-
pongamos que se efecttian dos movimientos sucesivos de un sélido B, el primero
caracterizado por la velocidad de rotacién €2; y el segundo por €2,. Las rota-
ciones infinitesimales seran respectivamente d@; = 21dt y d@s; = Q-odt. El
desplazamiento infinitesimal relativo a O para el primer movimiento sera

dp; =dr — (drp)1 =d61 Ap. (6.38)
El desplazamiento debido al segundo movimiento es

dp, =dO2 A p; =dO2 A (p+dp,) =dO2 A p, (6.39)
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Palar mévil
|

() (d)
Figura 6.11: Ejemplo 6.2; configuracion del sistema, CIR y dibujo de las polares
fija y movil en distintas posiciones (a) ¢ = /5 (b) ¢ = /4 (¢) ¢ = w/3 (d)
¢ =2m/5
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donde se han despreciado los infinitésimos de segundo orden. Sumando los dos
desplazamientos (6.38) y (6.39),

dp=dp; +dpy = (dB2+dO1) A p. (6.40)

En definitiva, el movimiento relativo a O, que corresponde a las rotaciones in-
finitesimales, se obtiene como la suma vectorial de dichos vectores de rotacion.
Esto es equivalente a considerar una velocidad de rotacién resultante como
suma de las dos velocidades:

Respecto a las traslaciones de ambos movimientos es obvio que se verifica
también la suma,

drp = (dro)1 + (d’l“o)g = wvp = (UO)I + (Uo)2 . (6.42)

Un corolario importante de este resultado es, puesto que la suma de vectores
es conmutativa, que la composicién de velocidades hereda dicha propiedad, es
indiferente el orden en el que se consideran los movimientos individuales.

6.2.2. Composicion del movimiento de 2 sistemas

A continuacién realizaremos la interpretacién de la composicién de movi-
mientos a partir de las propiedades de los campos de momentos o sistemas de
vectores deslizantes (SVD) correspondientes. Comenzaremos por el caso ele-
mental de la composicién de movimientos relativos a dos sistemas. Suponemos
uno Sy «fijoy y otro Sp «movily (figura 6.12). Segin la expresion del campo

p Figura 6.12: Composicion de movimientos

ro P entre dos sistemas Sg y S1.
So

Op

de velocidades en el movimiento relativo (1.26) las velocidades son:

Vabs = VO, +Q/\p+vrel;

Vs Varr Vs,
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donde se han tomado las magnitudes vg, como relativas, y vg, como absolutas.
Asi, para obtener las velocidades respecto a Sy basta con sumar a la velocidad
respecto a S7 el término de arrastre correspondiente al movimiento del punto
como solido rigido.

6.2.3. Composiciéon del movimiento de n sistemas

Supongamos ahora el caso general de composicién de n movimientos, en el
que el movimiento esté definido respecto de un sistema Sy, el de éste a su vez
respecto de otro S,,—1, y asi sucesivamente hasta llegar a Sy. Interesa conocer
el movimiento absoluto (respecto de Sp), resultante de esta composicion de n
movimientos.

El campo de velocidades de S, respecto a S;,—1 es un campo de momentos:

Upjn—1 = VO, + Qn A py,

siendo vp,, la velocidad del origen O,, de Sy, relativa a S,,—1, y €2, la velocidad
de rotacién de S,, relativa a S,,_1.

Para obtener el movimiento respecto a S,,_o basta considerar la expresion
anterior de v,,,_; como velocidad relativa respecto a S,—1, y sumarle el tér-
mino de arrastre correspondiente al movimiento de S,_1 respecto a S,,_s:

Unjn—2 = V0,1 S Pn—1+v0, + Q, A Pn>

,Uarr:vn_l‘n_g Ivrel:vn\n—l

A continuacion se repite la operaricion, considerando vy, como velocidad
relativa, y asi consecutivamente hasta llegar a Sy.

Se puede interpretar esta composiciéon considerando cada campo de velo-
cidades relativo como el campo de momentos de un sistema de vectores desli-
zantes (SVD). La velocidad absoluta, composicion de los diversos movimientos
relativos, es el resultado de la suma de los campos de momentos. Esta suma es
igual al campo de momentos del sistema suma, composiciéon de todos los cam-
pos de momentos. La composicién de SVD se realiza sumando las resultantes
(=371, Q) y los momentos en un punto O dado (vo = > i (v0)iji—1)-
Por lo tanto, realizando la suma de los SVD relativos tendremos caracterizado
el SVD que corresponde al movimiento absoluto composiciéon de los mismos.

El campo de aceleraciones (1.29) en un movimiento relativo no se puede
interpretar como la suma de un campo de momentos. Por tanto no se puede
aplicar el método de composicion de SVD. Para calcular las aceleraciones es
necesario ir componiendo uno a uno los movimientos relativos, calculando para
cada composicion los términos de aceleracion relativa y Coriolis correspondien-
tes.
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EJEMPLO 6.3: Composiciéon de dos traslaciones.

Solucion. Cada traslacion como SVD se reduce a un par (momento vp # 0,
resultante 2 = 0). La suma los dos SVD se reduce a otro par, suma vectorial de
los dos; por lo tanto, el movimiento compuesto es otra traslacion, de velocidad
la suma v = v1 + vs. O

EJEMPLO 6.4: Composiciéon de dos rotaciones de ejes concurrentes.

Solucion. Son dos sistemas con resultante no nula (2 # 0) y momento nulo
en el eje (vp = 0 para O € ¢je). La suma es otra rotacién pura, de resultante
Q + Q9, aplicada en el punto de intersecciéon de los ejes de rotacion. O

EjEMPLO 6.5: Composicidon de dos rotaciones de ejes paralelos.

Solucion. Se puede interpretar como un caso particular de ejes concurrentes
que se cortan en un punto impropio. El resultado es otra rotaciéon, de eje pa-
ralelo y coplanario a los anteriores, situado a la distancia adecuada (se calcula
ésta de forma que el momento v en un punto sea igual y de signo contrario para
cada una de las rotaciones componentes). En el caso degenerado en que ambas
rotaciones sean iguales y de distinto signo, el resultado es una traslacion pura,
con velocidad igual al producto de la velocidad de rotacién por la distancia
entre los ejes. O

EJEMPLO 6.6: Composicion de dos rotaciones de ejes no concurrentes ni pa-
ralelos.

Solucion. El resultado es un sistema general (traslacion més rotacion), por lo
que la interpretaciéon como SVD no ofrece ventaja especial. O

EJEMPLO 6.7: Interpretacion del movimiento de la tierra (figura 6.13).

Solucion. Se trata de un caso particular interesante, que se puede interpretar
como resultado de la composiciéon de dos movimientos elementales:

a. Traslacion de la Tierra alrededor del Sol, con érbita eliptica (aproxima-
damente circular)'’, a la distancia media de 149 millones de kilometros.
El periodo orbital es de 365,2564 dias. La trayectoria de esta érbita forma
un plano denominado «eclipticas.

10No debe confundirse una traslacion circular o eliptica con una rotacién; en la traslaciéon
todos los puntos del s6lido tienen igual velocidad en un instante dado, aunque esta velocidad
del conjunto varie con el tiempo, describiendo asi trayectorias curvas para cada punto.
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Figura 6.13: Movimiento de la tierra: composicion de traslacion y rotacion.

b. Rotacion w de la Tierra en torno a su eje Norte-Sur, que mantiene su
direccién aproximadamente invariante, con una inclinacién aproximada
de 23,4° respecto de la normal al plano de la ecliptica. La rotacién propia
de este movimiento es la rotacién sidérea, que tiene un periodo (dia
sidéreo) algo menor a 1 dia solar'!.

Por consiguiente, el movimiento de la Tierra es un movimiento helicoidal tan-
gente general con deslizamiento, no equivale a una rotacién instantanea salvo
en dos puntos singulares de la 6rbita: los solsticios de verano e invierno, en los
que se cumple w - vp = 0.

En la realidad, el movimiento de la tierra tiene algunas perturbaciones
adicionales sobre el sencillo esquema delineado arriba, como por ejemplo, las
pequenas oscilaciones de la direccion del eje de la Tierra, o el fenémeno de
precesiéon de los equinoccios. Este tltimo consiste en una lenta variaciéon de
la orientacion del eje de rotacion de la tierra, precesionando alrededor de la
perpendicular al eje de la ecliptica, de periodo 26.000 afios (ver el apartado 8.4
para una discusion de éste fenomeno desde el punto de vista de la dindmica).

O]

HPara volver a estar enfrentado con el sol, un punto de la superficie de la tierra tiene que
girar algo mas que 360°, ya que durante ese tiempo la tierra se ha trasladado algo en su
orbita alrededor del sol; por tanto, 1 dia solar (86400s.) equivale a un giro algo mayor a los
360° del dia sidéreo (86 164s.).
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6.2.4. Movimiento de sé6lidos tangentes

Consideremos dos solidos, S7 (fijo) y Sz (movil) que permanecen tangentes
durante el movimiento. A lo largo del mismo, el punto de tangencia A defi-
ne sendas curvas en cada uno de los dos sélidos, que denominamos C7 y Co
(figura 6.14). Es posible imaginar intuitivamente estas curvas como dibujadas
por una particula entintada, que se sitiia constantemente en el punto A, y que
va, manchando los dos s6lidos. Expresando la velocidad de sucesién del punto

. Ny L7 (77 7
Figura 6.14: Huella de- N SR AL )
g R S 4

jada por el punto de
contacto A sobre los so-
lidos tangentes S1 y Ss.

geométrico A en cada sistema:
Vabs = Varr T Urel = VAl = Varr T V4|2 (6.43)

v |1 es tangente a C1, y vq)2 lo es a C2. A su vez, ambas velocidades pertenecen
al plano tangente comtn. Por lo tanto, va;y = v 41 —v )2 (velocidad del punto

del solido Sy que coincide con A en un instante dado) ha de ser tangente

a ambos sélidos. Esta velocidad se llama welocidad de deslizamiento: vq def

VAl — Va2

El movimiento (relativo) en el punto de contacto se puede reducir entonces
a una velocidad de deslizamiento vy y una rotaciéon de velocidad instantanea
€2, cuyo eje pasa por el punto de tangencia.

En un caso general, € tendré una proyeccién sobre el plano tangente, lla-
mada velocidad de rodadura €2,, y otra normal al mismo, llamada velocidad
de pivotamiento €, (figura 6.15). Denominando N a la normal comin en el
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Figura 6.15: Componentes de ro-
dadura y pivotamiento de la velo-
cidad de rotacion, @ = )+ €2,

punto de tangencia,

Q,=(Q-N)N

o %Y0-q,
Cuando la velocidad relativa en el punto de contacto es nula (vg = 0) no hay
deslizamiento entre ambos solidos. Se dice entonces que un sélido «rueda sin
deslizar» sobre el otro. Este término no implica, por lo general, que la rodadura
se efecttie sin pivotamiento, sino tan sélo la ausencia de deslizamiento.

EJEMPLO 6.8: Un cilindro recto de radio r se mueve manteniéndose tangente
a un cono fijo, de radio de la base r y semidngulo «, de forma que comparten
en todo momento una generatriz. Una base del cilindro rueda con velocidad
uniforme sin deslizar sobre la base del cono, de forma que realiza una revolucién
completa alrededor del eje del cono en un tiempo 7. La otra base del cilindro
se mantiene en contacto con el vértice del cono. Obtener las expresiones de:

Figura 6.16: Ejemplo 6.8; seccion del
cono y cilindro por el plano meridional.




Aptdo. 6.2. Composiciéon de movimientos 217

a. velocidad de rotacién del cilindro, calculando la componente de pivota-
miento;

b. axoides del movimiento y aceleracién angular del cilindro;

c. aceleracion del punto A de la base del cilindro en contacto con la base
del cono.
(Examen parcial, 3/2/1995)

Solucion.

a.— FEn la figura se muestra una seccién por el plano meridional, que
contiene a los ejes del del cono (BC) y del cilindro (QM), asi como a la
generatriz comun AB. El punto A de contacto entre las bases tiene velocidad
nula, debido a la condicién de rodadura. Asimismo, el punto O de corte del eje
del cilindro con el eje del cono es un punto fijo del movimiento. Por lo tanto,
el movimiento instantaneo es una rodadura alrededor del eje OA. A su vez,

Figura 6.17: Ejemplo 6.8; eje instan-
tineo de rotacion y descomposicion del
vector £

en los sucesivos instantes del movimiento, el plano meridional de la figura va
girando alrededor del eje OC'. En consecuencia, a lo largo del movimiento el
eje instantaneo OA define un cono de eje OC.

En la figura observamos que el angulo COM = «. Asimismo, los tridngulos
rectangulos AOC' y AOM son iguales por compartir hipotenusa y tener un
cateto igual (r), por lo que los dngulos AOC = AOM = «/2 son iguales.

El punto @ del eje del cilindro desarrolla un movimiento circular, alrededor
del eje OC. Su velocidad es

s
VQ = —TCoS
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por otra parte, interpretando el movimiento como rotacion de velocidad
alrededor del eje OA
a . cosa @

Qr sen —
2 sen o 2

vg = Q- 0Q sen

Igualando ambas expresiones, y en funcion del versor w = rp4/|roal, se ob-
tiene
Q= 4—7T cos & u.
T 2
La componente de pivotamiento es la proyecciéon sobre la normal a AB:

2
Qp:Qsen% = Qp:—wsena.
T

b.— En el movimiento, el eje O A gira alrededor del eje OC' con velocidad
angular w = (27/7)k, siendo k = roc/|roc|. Por tanto los axoides son:
Azoide fijo: cono de eje OC, vértice O, semiangulo a/2.
Azoide movil: cono de eje OM, vértice O, semiangulo a/2.

La aceleracion angular, al ser constante el moédulo de €2, proviene de la

rotacion w: )

. 4
Q:w/\Q:T—WQsenaj.

siendo j el versor normal al plano de la figura.

c.— Para obtener la aceleracion de A se aplica la expresion general

as = aop -i-Q/\TOA-I-Q/\(Q/\TOA)
~~ ——

=0 =0
obteniéndose
472 sena 872 «
ap=—r V=—5TCosS—v.
72 sen§ 72 2
siendo v el versor perpendicular a OA dentro del plano de la figura. O

6.3. Rotacion finita del sélido

6.3.1. Composicion de rotaciones finitas

Como se ha visto antes (seccion 6.2.1) la composicion de rotaciones infi-
nitesimales es conmutativa, el resultado es independiente del orden en que se
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produzcan dichas rotaciones. Este resultado es relevante para la expresion del
campo de velocidades a partir de la velocidad de rotacién.

Al contrario que para las rotaciones infinitesimales, la composicidn de ro-
taciones finitas no es una operacion conmutativa. Esto se puede comprobar
facilmente mediante un ejemplo significativo, aplicando sucesivamente a un so-
lido dos rotaciones finitas elementales segin ejes distintos, en diferente orden
(figura 6.18). Esta falta de conmutatividad se debe a que, como se vera a con-

A

k k k

A j/z- j%

a) rotacion Sk seguida de 5.

A j/ jz

b) rotacién 7j seguida de Tk.

Figura 6.18: Las rotaciones finitas no son conmutativas: en el caso a) se realiza
primero la rotacion (w/2)k sequida de (7/2)j; en el caso b) (7/2)j sequida de
(m/2)k, siendo el resultado claramente diferente.

tinuacion, las rotaciones finitas se caracterizan como un tensor de rotacion. De
forma equivalente, en componentes seria el producto de la matriz de compo-
nentes del tensor por el vector posiciéon. La composicién de rotaciones equivale
pues al producto de tensores (o de matrices en componentes), operacion que
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no es conmutativa.

6.3.2. La Rotacién finita como cambio de base

Comenzaremos por desarrollar una interpretacién matricial de la rotacion
finita a través del cambio de base asociado. Sea (O; 4, 7, k) una base ortonormal
ligada al solido (triedro del cuerpo) y (O;I,J,K) una base ortonormal fija
(triedro fijo). Se puede interpretar la rotacion del sélido a partir del cambio de
base entre ambos triedros. Supongamos este cambio definido por una matriz
[R], de forma que'?:

(ijk)=(IJK) [R)]. (6.44)

Figura 6.19: La
rotacion  finita
equivale a un
cambio de base
definido por la
matriz [R], que
permita  pasar
del triedro  fijo
(IJK) al trie-
dro del cuerpo

(25 k)

I

La relacion de cambio de coordenadas asociada, denominando (X,Y,7) a
las coordenadas en el triedro fijo y (z,y, z) las del triedro del cuerpo, es

X
Y S = [R]
Z

(6.45)

INEI SO

12Recordemos que, segiin A.5, otra manera de definir el cambio de base es mediante las
siguientes expresiones de transformacion de los vectores de la misma: ¢ = R-I; j = R-J; k =
R - K, donde el tensor R es aquel cuya matriz de coordenadas en la base (I,J,K) es
precisamente [R], la misma matriz de la expresion (6.44).
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La rotacion del sélido puede por tanto interpretarse como un cambio de
base, definido por la matriz [R], que multiplica al vector columna de coorde-
nadas «convectivasy (xyz)T para obtener las nuevas coordenadas (XY Z)T.
En esta interpretacion, se trataria de distintas coordenadas (segin dos triedros
diferentes) para un mismo vector.

La superposicion de dos rotaciones sucesivas, asociadas a dos matrices [R;]
y [R2], equivale al producto de las mismas'?®, [Ry][R1]. Como se sabe, el pro-
ducto de matrices no es una operacion conmutativa: [R1]|[Rg] # [R2|[R1].

La condicién de que ambos triedros sean ortonormales obliga a que la matriz
de cambio sea ortogonal, [R]" = [R]™! (cf. apéndice A). La matriz [R] es
de dimensiéon 3 x 3 y tiene por tanto 9 componentes, pero la propiedad de
ortogonalidad impone 6 condiciones escalares:

3
Y R Rj =6 (i,j =1,2,3; i < j), (6.46)
k=1

por lo que el conjunto de componentes de dicha matriz se podré por tanto
representar mediante 9 — 6 = 3 parametros independientes. De esta manera,
la orientacion del triedro del cuerpo (i j k) queda definida por tres grados de
libertad. Estos caracterizan el cambio del triedro fijo (I J K) al triedro del
cuerpo (2 j k), que se mueve con el solido y define por tanto su orientacion.

6.3.3. La Rotacién finita como transformaciéon ortogonal

El movimiento méas general de un sélido rigido con un punto fijo se repre-
senta mediante una transformacién lineal R, es decir, un tensor de orden dos
(cf. apéndice A). Veremos ademés que este tensor es ortogonal propio.

Sea x° el vector posiciéon de una particula del sélido, medido desde el punto
fijo O, en un instante inicial que tomaremos como configuracion de referencia.
Este vector x° se denomina convectivo, siendo constante a lo largo del mo-
vimiento para una particula dada del solido (representa el vector posicién en
la configuracion de referencia). De forma equivalente, ° puede considerarse
como el vector posicién medido por un observador mévil con el sélido, para el
que la situaciéon de los puntos materiales del solido es fija.

Por otra parte, sea x el vector posicién de un punto del sélido, para un
observador fijo o inercial, en un instante genérico del movimiento, que deno-
minaremos configuracion rotada. La relacion con el vector posicién convectivo

13En efecto, si {x'} = [R1]{z}, {?} = [Ra2]{x"} = [R2][R:1]{z"}
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x° se establece mediante un tensor'* R:
r=R-2° = ;= Rjzj. (6.47)

Es facil comprobar porqué esta transformacion debe ser ortogonal: al tratarse
de un solido rigido, la distancia al punto fijo tiene que coincidir en ambas
configuraciones, la inicial y la rotada; desarrollando esta condicién,

z-z=(z° R")- (R z°)=2° (R"-R) z°)

=z° - x°.

Se deduce por tanto que el tensor R debe cumplir la condicién de ortogonalidad
(cf. apéndice A):
RT.R=1 = R'=R" (6.48)

Tomando determinantes en la expresiéon anterior,
det(RT)det(R) = (det(R))*=1 = det(R) = £1. (6.49)

De las dos posibilidades que se ofrecen para el signo del determinante, debe
tomarse +1, lo que corresponde a una transformacion ortogonal propia. Las
transformaciones ortogonales cuyo determinante vale —1 se denominan impro-
pias, y producen, ademés de una rotacién, una inversiéon en los ejes equivalente
a la imagen reflejada en un espejo, lo que conllevaria inversién de los volamenes.

Resumiendo lo expuesto en este apartado y el anterior (6.3.2), es posible
interpretar la rotacion R desde dos puntos de vista distintos:

1. Rotacion activa: El tensor R transforma el vector x° en otro vector
distinto € = R - x°.

2. Rotacion pasiva: El tensor R, o su matriz de coordenadas asociada [R] =
[Ri;], define un cambio de base, del triedro fijo (E;) = (I,J,K) al
triedro del cuerpo (e;) = (4, j, k), segin las relaciones de cambio (6.44):
e; = R-E; = R;;E;. Denominando {z}° = (zy2)" alas coordenadas del
vector posiciéon de un punto en el triedro del cuerpo y {z} = (XY Z)T a
las del triedro fijo, la relacion entre éstas debe ser (6.45): {x} = [R]{x}°.

4Puede demostrarse que esta transformacioén es necesariamente lineal, teniendo en cuenta
en primer lugar la conservacién de las distancias relativas entre & y su producto por un
escalar az, que conduce a R(ax) = aR(x); por otra parte, la conservaciéon de los angulos
entre 1 y (z1 +x2) conduce a R(x1 +x2) = R(x1)+ R(x2), por lo que se puede identificar
con un tensor.
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Noétese que en la acepcidén como rotacién pasiva, se consideran distintas coor-
denadas (es decir, en dos bases distintas) para un mismo vector: el solido
permanece mientras es el triedro de referencia el que rota. Por el contrario,
la interpretacion activa de la rotacién considera dos vectores distintos: es el
propio sélido el que rota.

La interpretaciéon segiin uno u otro punto de vista es equivalente en cuanto
a las expresiones en coordenadas, pudiendo adoptarse la que méas convenga en
cada caso. En lo que sigue consideraremos en principio la interpretacion activa.

Por tltimo, afiadamos que una forma explicita de obtener el tensor de
rotacién, a partir de los vectores unitarios de los triedros fijo y rotado, es
mediante el producto tensorial o diadico de los vectores de los triedros (ver
apéndice A):

3
R=) Eyve=I0i+Joj+Kak. (6.50)
k=1

6.3.4. Angulos de Euler

Como se ha dicho (seccién 6.3.2), el movimiento de rotacion de un sélido
tiene tres grados de libertad, revistiendo especial interés la definicién de unos
pardmetros adecuados que los caractericen. Hay diversas opciones para ello,
unas basadas en la elecciéon de tres parametros libres, otras basadas en un
conjunto mayor de pardmetros pero sujetos a restricciones. Un ejemplo de esta
dltima opcién son los cuaternios formados por los pardametros de Euler. En
este curso emplearemos por el contrario la opcidén maéas directa de elegir tres
pardmetros, que seran los denominados dngulos de Fuler.

Definiremos los angulos de Euler a partir de tres rotaciones elementales, que
interpretaremos como sucesivos cambios de base (apartado 6.3.2), partiendo del
triedro fijo (I, J, K), hasta obtener el triedro del cuerpo (2, 7, k). Estos cambios
son rotaciones del triedro efectuadas por orden segiin el esquema «313%: primer
giro respecto del eje 3, seguido de un giro respecto del eje transformado 1, y
por dltimo un nuevo giro alrededor del nuevo eje 3.

Precesion, Y K.— En primer lugar se efecttia un giro de dngulo v en torno
al eje K, pasando del triedro (I, J, K) al triedro (u,w, K). Refiriéndose a la
figura 6.20, las expresiones de los vectores del nuevo triedro son:

u = I cosy + Jsen,
w = —Isenvy + J cos.
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Figura 6.20: rotacion Y K (prece-
sion)

La expresion matricial equivalente es

cosy —seny 0
(u,w,K)=(I,J,K) [seny) cosy 0
0 0 1

[Ry]
La matriz de rotacion inversa es:
costy sentp 0

Ry =[Ry]" = | —senyy cosyp 0],
0 0 1

equivalente a un giro de (—1) alrededor de K.

Nutacién, fu.— Se define como un giro de édngulo 6 en torno al nuevo
eje u, obteniendo a partir del triedro (u,w, K) el llamado triedro intermedio,
(u,v, k). La operacion queda ilustrada en la figura 6.21, siendo la expresion
matricial del cambio:

1 0 0
(u,v,k) = (u,w,K)- [0 cosf —send
0 senf cos@

[Ro]

Rotacién propia, pk.— La dltima operacién consiste en un giro de angulo
@ alrededor del eje k, obteniendo finalmente a partir del triedro intermedio
(u,v, k) el triedro del cuerpo (¢, 7,k) (figura 6.22). La expresion matricial es:
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Figura 6.21: rotacion Ou (nuta-
cion)

Figura 6.22: rotacion ok (rota-
cion propia)

cosp —senp 0
(2,7, k) = (u,v,k)- | senp cosp O
0 0 1

R,

La rotacién total hasta obtener finalmente el triedro del cuerpo sera la
composiciéon ordenada de las tres rotaciones consecutivas:

(w,w,K)=(I,J,K) - [Ry]
(uvv7k) = (u,w,K) : [RG] = (i7j7k) = (I7J7K) : [RTZ)] : [RQ] ' [R<p]a

(ivja k) = (u7'vvk) ’ [RSO}
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por tanto la matriz de rotacion total es'®
[R] = [Ry] - [Ro] - [Ry].

Su expresion en funcion de los dngulos de Euler resulta

[R] =
cos 1) cos p — sentp cos@sen p;  —cospsen p —sen) cosfcosy;  sentpsenl
sen 1 cos ¢ + cosp cosfsen p; —sen ) sen p + cos cos f cos p; — cossend

sen 6 sen g; sen 6 cos g; cos @
(6.51)

Dejamos como ejercicio sugerido al lector la comprobacién de que se verifica
la condicién de ortogonalidad, [R]™! = [R]™.

De los triedros definidos anteriormente los més utilizados a efectos practi-
cos son el triedro fijo (I,J, K) y el triedro del cuerpo (,7,k). A veces interesa
también emplear también el denominado triedro intermedio, (u,v, k) cuya re-
lacion con el triedro fijo viene dada por

(u,v,k)=(I,J,K)- [R’t/)] ) [RG]

La matriz de transformacién correspondiente al triedro intermedio es

cosy —sencosf senipsend
[Rint] = [Ry] - [Rg] = | seny) cosipcos®  —costpsend
0 sen 6 cos

Para calcular las matrices inversas haremos uso en general de la condicién
de ortogonalidad, evaluando en su lugar las traspuestas:

[Rine) ' = ([Ry] - [Ro]))T = [Rg]" - [Ry]";
R]™" = ([Ry]- Ra] - [Re])" = [Ry]" - [Re]" - [Ry]" .

Hacemos notar que una rotacién general siempre se puede descomponer de
esta manera, por lo que los dngulos de Euler (1,0, ¢) son una parametrizacion
adecuada de las rotaciones.

Sin embargo, existen posiciones singulares en las que la representaciéon me-
diante dngulos de Euler no es tnica. Por ejemplo, basta considerar los casos
6 =06 0 = m, correspondientes a rotaciones alrededor del eje (O, k), en los
que la descomposicion del giro entre 1 y ¢ no es univoca.

15T a interpretacion de esta rotaciéon como transformacién activa indica que sobre el sélido
se efecttia primero R, seguida de Ry y por ultimo R,. Por el contrario para la interpretacion
pasiva como cambios del triedro o base sigue el orden inverso, en el que el primer cambio ha
sido [Ry] seguido de [Ry] y de [Ry].
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6.3.5. Expresiones de la velocidad de rotacion

Interesa expresar la velocidad de rotaciéon €2 a través de sus expresiones en
alguno de los triedros descritos en el apartado anterior, especialmente en el del
solido (¢, 7, k), intermedio (u,v,k) o fijo (I,J, K). Segtun la definiciéon reali-
zada de los angulos de Euler en el apartado anterior, €2 se puede descomponer

segiin las tres direcciones correspondientes a éstos como'’:

Q=K + bu + pk. (6.52)

Las componentes de esta expresion no estan definidas segin direcciones orto-
normales, es decir (K, u, k) no forman triedro, por lo que resulta conveniente
desarrollarlas en alguno de los triedros definidos anteriormente. En cualquier
caso debemos notar que las distintas expresiones de €2 que se desarrollan a
continuacion se refieren siempre a la velocidad de rotaciéon total o absoluta del
s6lido, no se trata en ningin caso de la velocidad de rotacién relativa a uno u
otro triedro.

Expresion de 2 en el triedro del cuerpo
Denominamos (p, ¢, 7) a las componentes de € en este triedro:
Q=pi+qj+rk

Para obtenerlas desarrollamos K y u en la expresion (6.52). La expresion de
K se obtiene de

(I,J,K) = (i,4,k) - (Ry] - [Ro] - [Ry]) "
resultando
K =senflsenpt+senfcospj+cosbk. (6.53)
La expresion de u se obtiene de
(u,v,k) = (4,5, k) - [Ry] ",
resultando
U =Ccospi—senyj.
Se obtiene finalmente:
p= écoscp + &sen@sennp,
g = —0seny + 1 send cos o, (6.54)
r= ¢+ 1) cosb.

En esta expresién se ha tenido en cuenta que, al referirse la velocidad a rotaciones
infinitesimales (dy) = dt,...), éstas si se pueden sumar vectorialmente al contrario de lo
que ocurre para rotaciones finitas.
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Expresion de €2 en el triedro intermedio
En este caso denotamos las componentes por (p', ¢, 7’) :
Q=pu+qdv+rk.
Desarrollamos K en la expresion (6.52) mediante
(,0,k) = (u,0, K) - [Ry),

resultando’”
K = senfv + cos 0k.

Se obtiene asf )
P =40,
¢ = thsen, (6.55)
' =¢+icosh [=r].

La expresion anterior prodria haberse deducido también de particularizar (6.54)
para ¢ = 0, ya que el triedro intermedio no es sino el triedro del cuerpo anu-
lando la rotacion propia, ¢ k.

Expresion de (2 en el Triedro Fijo

Por ultimo, si llamamos (P, @, R) a las componentes en este triedro:
Q=PI+QJ+RK,
la expresion de las mismas resulta

P = sentpsend + 6 cos,
Q = —¢pcosthsend + fsenp, (6.56)
R =1+ ¢pcosh.

La comprobacién de estas expresiones queda propuesta como ejercicio al lector.
Expresion de la velocidad de rotaciéon a partir de la matriz de rota-
cion R

Podemos derivar la transformacion de rotacion (6.47), en funcion del vector
material o convectivo ° que como sabemos es constante:

r=R-z° — =R-x° (6.57)

" También puede obtenerse este resultado mediante proyeccién directa en la figura 6.21
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y teniendo en cuenta la relacion inversa #° = R™' - & = R - ,
t=R-R' . z. (6.58)

Se puede comprobar facilmente'® que la expresion R - RT define un tensor
hemisimétrico, por lo que definiremos

Q=R-R". (6.59)

Esta ecuacién servird para obtener las componentes de €2, teniendo en
cuenta su equivalencia con el operador hemisimétrico (6.9):

0 —-Q3
Q=(9 0 -9|=[R-[R" (6.60)
2 0

En esta expresion, los términos (21, Q2,23) indican las componentes en el trie-
dro que se escoja, equivaliendo a (p, ¢, ) en el triedro del cuerpo, (p’,¢’,r’") en
el intermedio o (P, Q, R) si se emplea el fijo. Particularizando en los distintos
triedros puede comprobarse la equivalencia con las expresiones de las compo-
nentes de © obtenidas anteriormente por métodos vectoriales (respectivamente
(6.54), (6.55) y (6.56)).

.lsBasta para ello derivar la expresion R- RT = 1, obteniendo R- R™ + R- R' =R R" +
(R-RT)T =0
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7.1. Conceptos generales

7.1.1. Concepto de sélido rigido

Se llama «soélido rigido» a un conjunto de particulas, de ntmero finito o
infinito, que a lo largo del movimiento mantengan invariables las distancias
entre cada dos de ellas, de manera que se conserve la forma geométrica del
sistema y la distribucién espacial de su masa.

Es posible caracterizar un soélido rigido B de dos maneras distintas: como
un conjunto de masas puntuales discretas, o mediante una distribucién con-
tinua de masa. El s6lido con masas discretas esta constituido por un nimero
finito particulas (m;,i = 1,... N) unidas rigidamente entre si. Este modelo es
el seguido en el apartado 1.3 para el estudio de sistemas mecanicos generales.
Por otra parte, el solido con distribucion continua de masa estaré formado por
un nimero infinito de particulas, pudiendo idealizarse como un medio continuo
que supondremos ademaés diferenciable. Es decir, se considera el sélido B como
un dominio infinitamente subdivisible en el sentido del calculo diferencial, me-
diante elementos infinitesimales de volumen dV en cada particula del dominio
X € By de superficie dS en cada punto del contorno 9B (figura 7.1). Admi-
tiremos también que existe una funciéon de densidad de masa p que permite
expresar las masas elementales como dm = pdV. En los temas anteriores se ha
empleado preferentemente la descripciéon de los sistemas como masas discretas,
sin embargo en este se preferird el modelo de medio continuo.

De esta forma, la masa total del sélido y el centro de masa se expresa en
el modelo discreto como

N | N
M:Zmi, TG:MZmﬂ'i, (71)
i=1 =1
mientras que en el modelo continuo es
1
M:/ pdV, TG:/’I"pdV. (7.2)
B M Jg

Anélogamente se pueden expresar en ambos modelos las resultantes de fuerzas
y momentos en un punto; segiin se expuso en el apartado 1.3 para el modelo
de masas discretas se consideran solo las fuerzas externas sobre cada particula,
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Figura 7.1: Dos modelos de solido: mediante particulas discretas con masas m;
(izquierda) o como medio continuo con masas elementales dm = pdV (dere-
cha). En ambos casos la distancia entre cada dos particulas se debe mantener
constante.

siendo las expresiones

N N
F=) f*., Mo=) rnfi. (7.3)
1=1

=1

Por otra parte, para el sélido como un medio continuo pueden actuar varios

tipos de fuerzas exteriores, como se indica en la figura 7.1: las fuerzas distri-

buidas g por unidad de volumen en los puntos del interior del dominio B, las

fuerzas aplicadas t por unidad de superficie en el contorno 9B, y posiblemente
ext

otras fuerzas que se puedan suponer concentradas o puntuales f;*. Asi las
resultantes se expresan como

F:/qu+/ tds + Y f
B oB Zk: g

(7.4)
MO:/r/\qu+/ rAtdS+ZrkAfZXt,
B oB .

El ejemplo méas comun de fuerzas distribuidas es la gravedad, en cuyo caso
vale ¢ = pg. Las resultantes debidas a la gravedad se obtienen facilmente
mediante la primera integral de las expresiones (7.4), siendo F' = Mgy Mo =
rg A Mg. Es decir, se puede considerar su efecto como el del peso del sélido
Mg situado en su centro de masa . También pueden producirse fuerzas de
tipo inercial (p.ej. centrifugas) o de otro tipo que no resulten uniformes. En
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cuanto a fuerzas de superficie t pueden tratarse de fuerzas debidas a la accién
de fluidos circundantes como hidrostéticas o aerodinamicas, contacto y friccién
entre superficies etc. En el caso de la presion hidrostatica estas fuerzas serédn
normales a la superficie en cada punto, pero no serd necesariamente asi en
otros casos.

También interesa expresar las magnitudes cinéticas. La expresion de la
cantidad de movimiento y del momento cinético con la distribucién discreta de
masas seria

N N
P:Zmi’i’iZM’vg, Ho:ZmiriAfi, (7.5)
i=1 i=1
mientras que con la distribucién continua
P:/mﬂ"pdV:Mvg, HO:/rAi'pdV. (7.6)
B B

Por tltimo, las expresiones de la energia cinética para ambos modelos son

N
1 1
T= Z imwf , T= /B 51)2 pdV . (7.7)
i=1

Como se vio en el ejemplo 1.3 (figura 1.13), un sélido rigido libre posee
seis grados de libertad. Estos se pueden descomponer en dos grupos: tres para-
metros que definen la traslacion del solido, (por ejemplo, las coordenadas del
centro de masa, X¢q, Yo, Z¢), y tres parametros angulares que definen la orien-
tacion del solido alrededor de G (por ejemplo, los angulos de Euler (v, 6, )
definidos en elapartado 6.3.4).

Las ecuaciones de la dinamica pueden obtenerse aplicando los principios y
teoremas generales enunciados en el capitulo 1. En particular, el movimiento
se puede resolver aplicando las ecuaciones que se deducen a partir de los prin-
cipios de la cantidad de movimiento (1.37), momento cinético (1.51) y energia
cinética (1.44). Para el movimiento del solido libre en tres dimensiones, se ne-
cesitaran al menos seis ecuaciones independientes. Un procedimiento general
para obtener las ecuaciones necesarias y suficientes es la aplicaciéon del principio
de D’Alembert, como se ve a continuacion.

Quedan fuera del alcance de este capitulo los sdlidos deformables, como
es el caso de los materiales elasticos. La consideracion de la deformabilidad
de los medios continuos exige introducir medidas de la deformacién interna
(tensor de deformaciones), asi como de las fuerzas internas entre las particulas
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del solido (tensor de tensiones) y las ecuaciones que ligan ambas (ecuaciones

constitutivas), lo que excede los objetivos de este curso’.

7.1.2. Ecuaciones cardinales de la dinamica

Supondremos un soélido rigido con distribucién continua de masa, y libre
sin enlaces exteriores que restrinjan su movimiento, siendo las tnicas ligaduras
las internas del propio sé6lido, de distancia constante. Consideramos desplaza-
mientos virtuales infinitesimales compatibles con estos enlaces. Las expresiones
se pueden deducir de forma similar a la ecuacion (6.20), aplicada a través del
movimiento relativo a G. Para cada particula X € B,

5r(X) =60 A (r(X) —7¢) +0re,  V(6rg,d0). (7.8)

En esta expresion drg responde a desplazamientos virtuales del centro de masa
y 00 a rotaciones infinitesimales, siendo ambos vectores arbitrarios.
El principio de D’Alembert (1.94) se expresa resumidamente como

SW 4 6Wmer =0,  V{6r(X)} comp. (7.9)

siendo
5W:/Bq-érdV—i—/aBt-érdS—i—zk:fz’“-5rk (7.10)
swiner — _ /B pi - ordV (7.11)

Al desarrollar estas expresiones empleando (7.8), por ejemplo en la primera
integral de (7.10), se puede emplear la propiedad ciclica del producto mixto de
vectores,

/Bq-éTdV—/Eq-érng—i—/Eq-[59/\(7“—TG)]dV
:/q-érng+/[(r—rg)/\q]~50dV (7.12)
B B
:(/Bqu)~5rG+(/B(r—rg)Aqu)-60.

Operando de forma similar con los demas términos se obtiene

OW =F -drqg+ Mg - 60 (7.13)

Véase por ejemplo Mecdnica de medios continuos para ingenieros, X. Oliver y C. Agelet,
Ediciones UPC, Barcelona 2002
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siendo F' y M ¢ las resultantes de fuerzas externas y momentos en G, que se
expresan de la misma forma que (7.4) salvo que se toman momentos en G. De
forma analoga, desarrollando (7.11) se obtiene

SWner — _Mag - drg — <§tHG> - 00, (7.14)

siendo H ¢ el momento cinético del solido en G que se expresa de igual manera
que (7.62) pero tomando los momentos en G.
Sustituyendo las expresiones (7.13) y (7.14) en (7.9),

Yo s06=0  Wores0). (715

(F—Mag)-5’l'g—|—(Mg— a

Considerando que en esta ecuacion (0r¢, 06) son arbitrarios, ya que correspon-
den a los grados de libertad del sélido, se deducen las denominadas ecuaciones
cardinales de la dindmica del solido:

F=Mag; ( )

d 7.16
Mg;=—Hg.
G = e

Se trata de dos ecuaciones vectoriales que en el espacio tridimensional equivalen
a seis ecuaciones escalares. Al derivarse del principio de D’Alembert, deducimos
que son necesarias y suficientes para determinar los seis grados de libertad del
movimiento del sélido.

En el caso particular de un sélido con un punto O fijo, los desplazamientos
virtuales equivalentes a (7.8) serfan é7(X) = 60 A r(X) (tomando en O el
origen de coordenadas), y la ecuacion del movimiento se reduce a

d
Mo = &Ho. (7.17)

Si se admite que la resultante de las fuerzas exteriores, F', no depende de la
orientaciéon del sélido, sino tan s6lo de la posicién del centro de masas rg y po-
siblemente del tiempo, la integracion de la ecuacion (7.161) permitiria calcular
la trayectoria del centro de masas como si se tratase de una particula, de forma
desacoplada de la ecuacion (7.162). El movimiento del CDM G se limita por
tanto al estudio desacoplado de la ecuacion (7.161) que es un problema que ya
se ha tratado con anterioridad en la dindmica de la particula (apartado 1.1).

Serfa un error sin embargo considerar que el movimiento del sélido se limita
a definir el movimiento del centro de masas. Para definir completamente el
movimiento faltaria determinar su orientacion, mediante la ecuacion (7.162), 6
(7.17) en el caso del so6lido con un punto fijo.
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En este capitulo trataremos sobre el planteamiento y resolucién de las ecua-
ciones (7.162) 6 (7.17). Ambas ecuaciones son formalmente idénticas, definen
el mismo tipo de problema: el movimiento de orientacién o rotacién del sélido
alrededor de un punto que puede considerarse fijo, sea éste G u O.

7.2. Expresion de las magnitudes cinéticas

7.2.1. Movimiento de rotacion instantanea

Consideremos un sélido B con un movimiento instantdneo de rotacion, al-
rededor de un eje (O, e) (figura 7.2), siendo e un vector unitario, con velocidad
angular Q = Qe. El eje de rotacion (O, e) de dicho movimiento sera en general

Figura 7.2: Sdlido B girando alrede-
dor de un eje dado (O, e).

variable a lo largo del tiempo?. Al tratarse de una rotacion instantanea la velo-
cidad de los puntos del eje es nula, por lo que tomando origen de coordenadas
en O la velocidad de un punto P cualquiera del sblido con vector posiciéon
r=O0P es

v=QAT. (7.18)
El momento cinético conjunto del cuerpo se puede expresar, sustituyendo (7.18)
en la expresion (7.62), como

Ho:/r/\(QAr)pdV:/ [T2Q—(T-Q)r}pdv. (7.19)
B B
Proyectando sobre el vector unitario e obtenemos el momento cinético dzxico:

Ho7e:e~H0:/e-[r/\(ﬂ/\r)]pdV
5 (7.20)
:/Q(e/\r)-(e/\r)pdV:Q/dgpdV
B B

2En caso contrario se trataria de la rotacion de un solido alrededor de un eje fijo, que da
lugar como se sabe a un movimiento plano.
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donde se ha empleado la propiedad ciclica del producto mixto de vectores, y se

denomina d, & le A 7| ala distancia de cada punto al eje de rotacion (O, e).
En la expresion anterior, la integral que aparece se define como momento
de inercia del solido® respecto al eje (O, e):

Ioe déf/dgpdv, (7.21)
B

resultando por tanto a partir de (7.20) la expresion
Hoe=10,f). (7.22)

De la misma manera, la energia cinética, a partir de (7.72), resulta

1 1
T:/Z(Q/\r)gpdV:QQQ/dgpdV
18 B (7.23)
= —Ip 0.
29

Las expresiones anteriores del momento cinético axico (7.22) y energia ci-
nética (7.23) resultan muy compactas, en funciéon del momento de inercia Ip .
respecto del eje instantaneo de rotaciéon. Sin embargo, debe advertirse que al
ser este eje (O, e) variable, el momento de inercia no serd tampoco constante,
por lo que la utilidad practica para un movimiento general de dichas expre-
siones es limitada. Para un caso general es conveniente una descripcién de la
geometria de masas que permita expresar las magnitudes cinéticas para cual-
quier orientacién del so6lido. Esto es precisamente lo que se consigue con el
tensor de inercia, tal como se explicara en el apartado 7.3 (expresiones (7.31)

y (7.42)).

7.2.2. Movimiento general (rotaciéon y traslacion)

En el caso mas general en que el movimiento no sea una rotacién instan-
tanea sino un movimiento general sin puntos de velocidad nula, el campo de
velocidades se puede desarrollar en general a partir del centro de masas (G).

. ., . . def .
Definiendo la posicién relativa al mismo por 7 = r — 7, y suponiendo que
la velocidad instantanea de rotacion es 2 = Qe,

v=vg+ QAT (7.24)

3En el caso de un sélido discreto, la expresion del momento de inercia seria Ioe =
N 2
Zi:1 midg ;.
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El momento cinético resulta

ng/'r’/\(v(;+ﬂ/\r')pdV

5 0 (7.25)
= [ GpdV—i—/r’/\(Q/\r')pdV.
B
Proyectando sobre el versor e de la velocidad de rotacion,
Hg.=e-Hg= / e [FAQAT)] pdV =160, (7.26)
B

donde Ig. es el momento de inercia respecto del eje (G,e), que se define
analogamente a (7.21), empleando aqui las distancias al eje por G.
El desarrollo de la energia cinética es en este caso

1
T= / ~“(vg+ QAT pdV
52

0
1 1
:/2vgpdv+W+/2(nm’)2pdv (7.27)
B B

1 1
= iné +51a. 02,

Es decir, la energia cinética es la suma de dos términos, la que corresponde a
la traslacion vg de su CDM G y la que corresponde a la rotacion €2 del sélido
alrededor de un eje por G. Esta expresion es la aplicacion del teorema de Konig
(1.53) al caso del solido.

Debe realizarse aqui la misma advertencia que se hizo al final del apartado
anterior, en relacién con el valor variable en general del momento de inercia
I a emplear en las formulas (7.26) y (7.273).

7.2.3. Dinamica del sélido con un eje fijo

De las expresiones anteriores se puede obtener de forma directa la ecuaciéon
dinamica del caso més sencillo de movimiento de rotaciéon de un sélido, que es
cuando el eje de rotacion (O, e) es fijo. Puesto que se trata de un solido rigido,
I . es una constante que refleja la distribucion de masas del solido alrededor
de dicho eje fijo. Teniendo en cuenta esto, si se deriva (7.22) y empleando (7.17)
se obtiene

d

. d
qHoe=1oc =1 (Ho e)=Mo e=Mo,.

dt
4
Moe=10.9. (7.28)
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En la expresion anterior Mo f pp o - € es el momento axico de las fuerzas.
Al derivar para obtener esta expresion se ha tenido en cuenta que, el eje (O, e)
es fijo, tanto respecto al sblido como a la referencia absoluta, por lo que el
momento de inercia Ip . se mantiene constante, ya que la distribucion de masa
no sufre distorsion.

La expresion (7.28) define la dinamica de la rotacion en torno a un eje fijo.
Es similar a la ley «Fuerza = Masa x Aceleracion» (1.2) para dindamica de
traslacion de particulas, cumpliendo aqui €2 el papel de aceleracion (variacion
del movimiento), Mo el papel de fuerza (causante de la variacion) e Ip e el
papel de masa (inercia a la variacion).

7.3. El tensor de inercia

7.3.1. Concepto y expresiones del tensor de inercia

Para el caso mas general de la dinamica del sé6lido, en lo que sigue nos
limitaremos a la ecuacion (7.162), o bien directamente a la ecuacion (7.17) en
el caso en que el solido tenga un punto fijo O —dando por resuelta la soluciéon
de la ecuacion (7.161) que gobierna la traslacion—. Como se ha dicho, las dos
ecuaciones son formalmente idénticas, expresando ambas la dindmica de la
rotacion alrededor de un punto que se pueda suponer fijo, sea este punto G u
O. Por tanto en lo que sigue desarrollaremos el caso del movimiento alrededor
de O fijo (ecuacion (7.17)) sabiendo que las ecuaciones son igualmente validas
para el movimiento alrededor de G.

Para poder expresar dicha ecuacién en un caso general en que el eje de
rotacion no sea fijo, es preciso en primer lugar desarrollar las expresiones de las
magnitudes cinéticas (momento cinético, energia cinética) de forma intrinseca,
sin referirse al eje de rotacién, lo que dard lugar al denominado tensor de
inercia. Como veremos, este tensor constituye la descripcion mas general de la
inercia de un soélido a la variaciéon de su movimiento, generalizando el concepto
de momento de inercia que se emplea para la rotacién alrededor de un eje.

Figura 7.3: Movimiento del sdlido
B con un punto fijo O, dotado de
velocidad de rotacion ).
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Expresion del Momento Cinético.— EIl momento cinético de un sélido
B con un punto fijo O, cuya velocidad de rotacién instantanea sea 2, viene
dado por (7.19):

HO:/BT/\(Q/\r)pdV:/B[T2Q—(r~ﬂ)r]pdV. (7.29)

Se comprueba facilmente que esta expresion es lineal en €2; por tanto define el
vector Hp como una aplicacion lineal del vector €2, que identificaremos con
un tensor de segundo orden® I,

Io: Q- Ho(Q) = /B [Q — (r-Q)r] pdv. (7.30)

Denominamos a I tensor de inercia del s6lido B en el punto O. La aplicacion
o actuaciéon de Ip sobre €2 se expresa mediante la notacién siguiente:

Ho=1o-9Q (7.31)

donde el operador (+) indica la aplicacion del tensor sobre un vector, obtenién-
dose como resultado otro vector®.

Componentes del tensor de inercia.— Para clarificar el significado del
tensor de inercia, desarrollemos las componentes cartesianas de la expresion
vectorial (7.29):6

(Ho)i = /B (120 — (,9)r]pdV

= |:/ (T25ij - T‘Z"I“j)p dV Qj (732)
B
= ({0)i; .

Los coeficientes (Ip);; corresponden a las componentes del tensor de inercia
Io y quedan definidos por

def

(IO)ij = /B(T26ij —TZ"I“j),OdV. (733)

4Se define un tensor de orden dos como «una funcién lineal que aplica cada vector a un
vectory, ver apéndice A

°En este texto se empleara el punto (-) para significar esta aplicacién de un tensor sobre
un vector, que no debe confundirse con el producto escalar entre dos vectores. Otros autores
indican la aplicacién de un tensor sin ningin simbolo, es decir Io$2

SEn estas expresiones y en lo sucesivo del capitulo se aplica el convenio del sumatorio
implicito, es decir se sobreentiende que se efectiia la suma sobre los indices repetidos en un
monomio sobre su rango de variacion
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La ecuacion (7.32) permite interpretar la actuacion del tensor de inercia I
como el producto tensorial contraido’ con €.

En notacion tensorial, a partir de (7.29) y teniendo en cuenta la definiciéon
del producto tensorial o diaddico (®, véase apéndice A) se obtiene r(r - Q) =
(r@r)-Q. Por tanto el tensor de inercia se puede expresar de manera intrinseca
(independiente de coordenadas) mediante

Io= /(r21 —r®r)pdV. (7.34)
B

En esta expresion 1 es el tensor identidad, de componentes d;; (deltas de
Kronecker) en una base ortonormal. Se comprueba por otro lado a partir
de (7.34) que las componentes cartesianas (7.33) para una base ortonormal
(e;) = (3,7, k) se pueden obtener igualmente mediante las expresiones

(Io)ij =ei- (1o €j). (7.35)

Cambio de coordenadas.— Una de las propiedades esenciales de los ten-
sores es el comportamiento de sus coordenadas frente a un cambio de base
(apartado A.5 en apéndice A).

En este caso, tiene especial interés considerar el cambio de coordenadas
desde el triedro fijo (O, I,J, K) al triedro del cuerpo (O, 4, j, k), cuya matriz
de cambio es precisamente la matriz de rotacion del solido [R]. En el triedro
del cuerpo, un punto material del solido tiene coordenadas constantes® a lo
largo del movimiento:

r=a"1+y°j + 2°k, con (z°,y°, z°) constantes. (7.36)

Las componentes del tensor de inercia en el triedro del cuerpo, a partir de
(7.33), deben ser igualmente constantes. Empleando la notacion indicial para
las coordenadas, (r7,75,75) = (z°,y°, 2°), estas componentes son

I35 = /(r25i~ —riri)pdV  (constantes) (7.37)
B

Consideremos ahora el cambio de base que relaciona el triedro del cuerpo

(O,1,3,k) con el triedro fijo (O,I,J, K)",
(ijk)=(IJK)[R]. (7.38)

7es decir, realizando el sumatorio en el indice contiguo entre ambos

8Este tipo de coordenadas ligadas al movimiento se denominan en ocasiones coordenadas
convectivas.

9Emplearemos la siguiente notacion en este curso para las expresiones matriciales: {x} =
{z:}, {r} = {r:} (entre llaves) para matrices columna (n x 1), (z) = {}T = (z:), (r) =
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(El triedro fijo puede definirse como aquél que coincide con la posicion del
triedro del cuerpo en el instante de referencia o inicial, [R];—o = [1].)

Considerando (7.38) y segtn la convencién empleada en el apartado A.5
la matriz de cambio de base es directamente [A] = [R], estando el cambio de
coordenadas del tensor viene definido por (A.43). La relaciéon entre las compo-
nentes del tensor de inercia en ambos triedros es por tanto

[Io]° = [R]"[I0][R), (7.39)

donde [I]° son las componentes (constantes) del tensor de inercia en el triedro
del cuerpo, e [Ip] las componentes (variables) en el triedro fijo. Teniendo en
cuenta por la propiedad de ortogonalidad que [R]T = [R] ™!, la relacién anterior

se puede invertir resultando
[Io] = [R][Io]°[R]" . (7.40)

Esta expresion matricial define las componentes del tensor de inercia en una
base fija (inercial) a lo largo del movimiento, en funcion de la matriz de rotacion
[R]. Se puede comprender facilmente que las coordenadas [Ip] por lo general
no seran constantes. Si se desea evitar tener que considerar dicha variacién en
el calculo, deberé expresarse el tensor de inercia en un triedro ligado al sélido

([Lo]°).

Expresion de la Energia Cinética.— La expresion de la energia cinética
(7.23) se puede desarrollar como:

T:/B;(QAT)~(Q/\1°)pdV

1 1 (7.41)
= Q-/r/\(ﬂ/\r)pdV:Q-Ho.
2 B 2
Considerando (7.31) puede escribirse en funcion del tensor de inercia,
1
T = §Q~(IO~Q). (7.42)

{r}" = (r;) para matrices fila (1 xn), y [R] = [Ry;], [A] = [Aij], [I] = [I;;] (entre corchetes)
para matrices de 2 indices (rectangulares n x m o cuadradas n x n). Reservaremos las letras
«negritas matematicas» (x, r, R, I) para vectores o tensores. Procuraremos distinguir de

esta manera entre el tensor R y la matriz de componentes del mismo en un triedro dado,
[R] = [Ry;].
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Otras maneras de expresar esta ecuacion'’ son:
1 T
T= 5(21-([0)@-]- Q; (notacion indicial); (7.43)
1
=3 () [Io]{2} (notacién matricial). (7.44)

La ecuacion (7.42) es una expresion tensorial cuyo resultado es un tensor de
orden cero, es decir, un escalar. Por lo tanto, el valor de T es un invariante
intrinseco del movimiento, que no depende del sistema de coordenadas elegido.
En efecto, realizando el cambio de coordenadas definido por la matriz de cambio
[A] = [R] segtun (A.35) y (A.43) y teniendo en cuenta la ortogonalidad de [R]:

T = Ly oy

((2)[A]) ([A]*[To][A)) ([A]"{€2}) (7.45)

RN N

= (@) [To){R} =T

En definitiva, el tensor de inercia asi definido,
1. caracteriza de forma completa la inercia a rotacién de un sélido rigido;

2. permite calcular las magnitudes cinéticas (Hp,T) para establecer las
ecuaciones de la dindmica aunque el eje de rotacion varie a lo largo del
movimiento.

7.3.2. Momentos y productos de inercia

Sea un eje (O, u) correspondiente a un versor u pasando por el punto

O € B. La distancia al eje de un punto cualquiera P € B definido por r = O
es d = |u A r|. Segin la definicion de momento de inercia (7.21),

= 2 = u rT)-(uw r
Iu_/dedV_/B( AT)- (wAT)pdV -

:u-/r/\(u/\r)pdV.
B

1%Fn la expresion (7.42) el primer punto (-) indica producto escalar entre vectores y el

segundo la aplicacién del tensor sobre un vector. En algunos textos se emplea la notaciéon

. . def
del producto de un tensor B por un vector & por la izquierda como - B = BT -, 0 en

indices x;B;;, con lo que la ecuacién anterior puede expresarse también sin paréntesis como
%Q -Io - Q
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La integral que aparece es andloga a la (7.29), que sirvié para definir el tensor
de inercia, ocupando aqui u el lugar de £2. Por tanto,

I,=u-(Ip- -u) (7.47)

Esta expresion define el momento de inercia como una forma cuadrética fun-

Figura 7.4: Momento de inercia del
solido B respecto de un eje (O, u).

cién de u, y permite calcular el momento de inercia para un eje cualquiera por

0.

Las componentes cartesianas (Ip);; del tensor de inercia se pueden obtener
mediante las expresiones (7.33) o de forma general (7.35). En concreto, toman-
do las direcciones de los versores del triedro (O, 1, 7, k), las componentes de la
diagonal principal de la matriz de componentes son los momentos de inercia
segin las direcciones del triedro:

Lo =i-(To-i) = [ (7 +)paV (7.48)
Ly =i-(To-4)= [ @*+)pav, (7.49)
I.=k-(Ip k)= /B(x2 +y*)pdV. (7.50)

Asimismo, se definen los productos de inercia:

Py /B wypdV; Py /B yepdv; P /B zapdV.  (T51)
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La matriz de componentes del tensor de inercia se puede expresar como

f3(3/2 +22)pdV —fsmypdV —fBzzpdV
o] = *fs yxpdV f3(22 +22)pdV —fozpdV
— JgzxpdV — JpyzpdV a4 y2)pdV (7.52)
Ixx *ny *sz
= | —Foy ILyy Py

_PCCZ _Pyz Izz

De la expresion (7.34) es inmediato comprobar que Ip es un tensor simé-
trico, por lo que para definirlo en un caso general bastardn 6 componentes (3
momentos de inercia y 3 productos de inercia).

Ademas, el tensor I es siempre definido positivo. Esto se deduce de forma
inmediata de (7.42) que expresa T' como una forma cuadratica de € definida
por Ip, ya que la energia cinética T', por su propia definicién, es esencialmente
positiva para cualquier movimiento de rotacién no nulo (€2 # 0). Anélogamen-
te, los momentos de inercia definidos por la forma cuadratica (7.47) deben ser
mayores que cero, anulandose unicamente para solidos degenerados (rectas o
puntos, sin dimension transversal).

Otras propiedades del tensor de inercia de facil demostraciéon son las si-
guientes:

» La traza o contraccion de un tensor de 2.2 orden es un invariante escalar.
Por tanto

tr(Io) = Ikk = wa + Iyy +Izz
:2/(x2+y2+22)pdV
B

= 2/ r2pdV = 2Ip,
B

donde Ip es el denominado momento de inercia polar, invariante de B
para un punto O dado.

= Se verifica la propiedad triangular, es decir, un momento de inercia es
menor que la suma de los otros dos, pero mayor que su diferencia. Se
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comprueba inmediatamente,

Iyy—i-IZZ:/(2x2+y2+22)pdV:Im+2/a:2,0dV,
B B

>0
Iyy_Izz:/(zz_yg)pdvzjxx_Q/y2pdV'
B B

>0

7.3.3. Elipsoide de inercia

Consideremos el haz de ejes que pasan por un punto O, con direcciones
arbitrarias definidas por el versor unitario e. Definimos para cada direccién un
punto situado sobre el eje (O, e) a una distancia (I.)~/2 de O:

Si expresamos la forma cuadratica en r definida por I,

e-(Ip-e)

r-(Io-r)= i

=1. (7.53)
El lugar geométrico de los puntos definidos por esta ecuacién es una cuadrica
con centro en O. La expresion (7.53) es una forma cuadrética definida positiva
(en todos los casos de solidos no degenerados), por lo que geométricamente se
trata de un elipsoide, llamado elipsoide de inercia. Su expresion desarrollada
es

Iax? + Iyyy2 +1,,2° — 2Py vy — 2P yz — 2Pz =1

El elipsoide de inercia ofrece una manera alternativa de estudiar el movimiento
del soélido, a través de procedimientos geométricos, en lugar de los procedimien-
tos algebraicos mediante el tensor de inercia.

7.3.4. Ejes principales de inercia

En un caso general, los vectores velocidad instantanea de rotacion 2 y
el momento cinético Hp = Ip - €2 no seran paralelos. Sin embargo, existen
algunas direcciones privilegiadas de €2 en las que si se cumple esta condicion;
estas se llaman direcciones principales de inercia. Estas direcciones principales
dependen del punto considerado para el tensor de inercia, siendo distintas para
el tensor en otro punto distinto Q # O.
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Si 2 es paralela a una direcciéon principal de inercia, esto quiere decir que
existird un escalar A que exprese la proporcionalidad,

Ho=1Io Q=)

si tomamos el vector unitario e correspondiente a esta direccion (2 = Qe), se
cumpliré

I.=e-(Ip-e)=e-(Xe) =)

es decir, el coeficiente de proporcionalidad es precisamente el momento de
inercia segun la direccién principal, A = I.. Estos coeficientes se denominan
momentos principales de inercia.

La obtenciéon de las direcciones principales y momentos principales asocia-
dos a un tensor I constituye un problema de autovalores: Se trata de encontrar
una direccion e tal que, para algin A, verifique

Io-e=le. (7.54)

Introduciendo el tensor unidad 1, cuyas componentes cartesianas son las deltas
de Kronecker (4;;), resulta la igualdad

(Io—Al)-e=0. (7.55)

Esta expresion corresponde a un sistema de ecuaciones lineal y homogéneo, de
incognitas e = (eg ez e3). Para que exista solucion no trivial (e # 0), la matriz
de coeficientes de (7.55) ha de ser singular:

det(Ip — A1) =0, (7.56)

expresion que constituye la denominada ecuacion caracteristica del problema
de autovalores (7.54). Se trata de una ecuacion cubica en A, que posee en
general tres raices, momentos principales de inercia (A\f = A, A\it = B, Aiip =
C). Al ser I simétrico, estas tres raices deben ser reales; como ademas es
definido positivo, las tres serdn ademas positivas.

Cada momento principal de inercia esté asociado a una direccién principal
de inercia, solucion de (7.55) con el valor de A del momento principal correspon-
diente: (er, egr, egrr). Admitamos en primer lugar que la ecuacion caracteristica
tiene tres raices distintas (A # B # (), las tres direcciones principales se
obtienen respectivamente de

Io el = AeI (757)

Io - en = Ben (7.58)
IO s e = C’eHI (759)
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Ortogonalidad de los ejes principales de inercia

Una propiedad esencial de las direcciones principales es que, si correspon-
den a autovalores distintos, han de ser mutuamente ortogonales. En efecto,
multiplicando escalarmente (7.57) por ey y (7.58) por ey,

ern- (Io-er) = Aey - eg
er-(Io-em)= Ber- ey

restando estas dos expresiones y haciendo uso de la simetria del tensor de
inercia, se obtiene

O:(A—B)el'en.

Estaexpresion indica la ortogonalidad entre ambas direcciones, ya que por hi-
potesis antes realizada (A — B) # 0. Por lo tanto, el triedro de referencia
(O, ey, e, ernp) formado por las tres direcciones principales en O constituye
una base ortonormal ligada al s6lido, denominada triedro principal de inercia.
Las componentes del tensor de inercia en esta base son

({Io)ij = ei- (Io - ej) = Aidy; (i no sumado),

lo que equivale a una matriz de componentes diagonal:

A0 0
Io]=[0 B 0
00 C

Los ejes principales de inercia corresponden a los ejes geométricos del elipsoide
de inercia, cuya expresién en este triedro serfa

Az’ 4+ By? + C2%2 =1,

ecuacion que corresponde a un elipsoide de semiejes (1/v/A,1/vB,1/V/C).

Tensores de inercia cilindricos o esféricos

En el caso en que existiera una raiz doble en la ecuacién caracteristica
(7.56), habria dos momentos principales iguales. Los ejes principales de inercia
estaran constituidos por el correspondiente a la raiz tnica y otros dos ejes
cualesquiera en el plano normal al primero y que sean ortogonales entre si,
adoptando entonces la matriz de componentes del tensor de inercia la forma
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En este caso es inmediato comprobar que cualquier direccién del plano
(O, eq, er1) ortogonal al tercer vector (es decir, un vector u = aey + feyy para
a 'y [ arbitrarias) es también direccion principal de inercia. Estamos ante un
tensor de inercia cilindrico. Como ejemplo, este es el caso de un sélido de
revoluciéon o un prisma cuya seccién sea un poligono regular.

Por ultimo, en el caso en que exista una dnica raiz triple, anidlogamente
al caso anterior, cualquier direccién del espacio es principal. Podremos escoger
como ejes principales tres direcciones ortogonales cualesquiera. Diremos que el
tensor de inercia es esférico, siendo su expresion en cualquier sistema cartesiano
de coordenadas la misma:

A 0 0
[Io]=10 A O
0 0 A
Este es, por ejemplo, el caso de una esfera o de un cubo.

Maximos y minimos de los momentos de inercia

Veamos ahora que los momentos de inercia correspondientes a las direccio-
nes principales son los méximos y minimos de los momentos de inercia para
cualquier direccion. Basta plantear el problema de méaximos/minimos condi-
cionados en el que se buscan los extremos de la funcién

I.(e)=e-(Ip-e), (7.60)

sujetos a la ligadura
e-e=1, (7.61)

puesto que el versor e debe tener médulo unidad. El problema se soluciona
mediante el método de los multiplicadores de Lagrange. Tomando una variacién
infinitesimal de la primera expresion e igualando a cero, la condicién de extremo
(7.60) queda expresada como

2e- (Ip-de)=0.

(donde se ha empleado la simetria de Io.) Multiplicando la ecuacién de ligadu-
ra (7.61) por un multiplicador arbitrario A, y tomando igualmente su variacion,

2X\e - de = 0.
Restando ahora ambas expresiones,

(Io-e—Xe)-de =0,
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lo que, al ser de arbitrario, obliga a
Ip-e=)e. (7.62)

Es decir, e debe ser una direccién principal, como queriamos demostrar. Por
lo tanto, de las tres direcciones principales, una correspondera al maximo mo-
mento de inercia, otra al minimo, y la tercera a un valor intermedio.

7.3.5. Simetrias de masas

La existencia de simetrias en la distribucion de masas simplifica de manera
considerable el calculo del tensor de inercia. En la practica es conveniente em-
plear estas simplificaciones siempre que sea posible. Se discuten a continuaciéon
algunos de los casos més comunes.

a. Plano de Simetria. Por ejemplo, si (Ozy) es un plano de simetria del
solido, cualquier particula de coordenadas (z,y, z) posee una simétrica
(z,y,—2). Asi, P, = [gazpdV =0,P,. = [syzpdV = 0. En la expre-
sion de la matriz de inercia (7.52), la tercera fila y la tercera columna se
anulan, por lo que el eje Oz (perpendicular al plano de simetria) es un
eje principal de inercia.

b. Eje de Simetria. Sea este, ejemplo el eje Oz. Para toda particula en
(z,y, z) existe otra en (—x, —y, 2). Por tanto P,, = P, =0, y el eje de
simetria Oz es también eje principal de inercia.

c. Fje de Revolucion. Sea este por ejemplo el eje Oz. El eje de revolucion
es también eje de simetria, por lo que Oz serd eje principal. Por otra
parte, existe simetria respecto de cualquier plano que contenga al eje de
revolucioén, por lo que todo eje € Oxy es principal de inercia. Estaremos
por tanto ante un tensor de inercia cilindrico,

A

0
Zo]=10 A
0 0

oo o

EJEMPLO 7.1: Sea un cubo homogéneo, de masa M y arista b. Se desea calcular
las componentes del tensor de inercia referido a un vértice del cubo con ejes
paralelos a las aristas, asf como los ejes principales de inercia.
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A

z
Figura 7.5: Obtencion del tensor de
inercia de un cubo respecto del vér-
tice O, con ejes (x,y,z) paralelos a
las aristas M

Y

O.--.é ................................................. _’.
b

Calculamos directamente las integrales que definen las componentes del
tensor de inercia (7.52) en ejes cartesianos ortonormales (7.52):

b b b
]m:///(y2+z2)pdxdydzzp/ dz/ (y2+22)dy/ dz
1% 0 0 0

b b b b3
—pb/ dz/ (y2+22)dy—pb/ (= 4 bz?)dz
0 0 o 3

4 4
2
v + 5) = ~ MV,

— b
Pl +3) =3

ya que M = b%p. Analogamente
2
Iy=1.= gsz.

Los productos de inercia valen

b b b
Py, = /// zypdedydz=p [ dz | xzydy [ dz
\% 0 0 0

b b b3 b
:pb/ d:c/ xydy = p— z dx
0 0 2 Jo

B 1
= p—— = ~ Mb*
oo =4
y de igual manera
1
P, = P, = ~Mb*.

4
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Por lo tanto, las componentes del tensor de inercia son

2/3 —1/4 —1/4
[Io] = MV | —1/4 2/3 —1/4]. (7.63)
—1/4 —1/4 2/3

Calculemos ahora los ejes principales de inercia. La ecuaciéon caracteristica

€S 9 1 1
s6-A -3 —1
det(Io —Al)=| —38 28—\ —18|=0

-8 -1 3B-2

donde se denomina Mb? = 3 para abreviar. Desarrollando el determinante,

det(Ip — A1) = Géﬂ — A) [(1525 — )\) @ﬁ - )\> — ;BZ} =0,

cuyas soluciones son A = (1/6)5 y A = (11/12)5 (doble).
Por lo tanto el tensor de inercia es cilindrico; expresado en los ejes princi-
pales seria
1/6 0 0
[Io]=MV | 0 11/12 0
0 0 11/12

Para obtener las direcciones principales, sustituimos en (7.62) cada autovalor
A solucién de la ecuacion caracteristica, y resolviendo para e obtendremos la
direccién principal asociada. Conviene recordar que al ser la matriz de coeficien-
tes singular, estas direcciones principales quedan indeterminadas en funcién de
al menos un parametro, lo que nos permite elegir las soluciones normalizadas,
correspondientes a versores de modulo unidad.

Sustituyendo el primer autovalor (A = 3/6) en (7.62) y simplificando re-
sulta:

261—62—63:0,
—e] + 2e9 —e3 =0,
—e1 —eg + 2e3 = 0.

La solucion —funcién de un parametro indeterminado p ya que las tres ecua-
ciones no son independientes— es (1, 1,1), que corresponde a la diagonal del
cubo.

Las otras dos direcciones principales hay que buscarlas en el plano normal
a ésta. Como el otro autovalor es una solucién doble, serdn cualesquiera dos
direcciones de este plano que sean normales entre si (el tensor de inercia es
cilindrico).
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7.3.6. Campo tensorial de inercia

Tal y como se ha definido en el apartado 7.3.1, el tensor de inercia es un
tensor de punto, ligado al punto material O que se ha tomado como origen de
coordenadas. Por lo tanto, al variar dicho punto, se obtendra un tensor distinto,
con lo que se define un campo tensorial: a cada punto O € B le corresponde
un tensor Ip. Si se toma como referencia el centro de masas GG, obtendremos
el llamado tensor central de inercia, Ig:

Iqc= /(Tépl —rgp@rgp)pdV (7.64)
B

Donde rgp def G?, vector posicion desde G a un punto genérico P € B.
Calculemos la expresion del tensor en un punto distinto I en funciéon del
tensor central Ig; empleando la descomposicion'' rp = rg + rap,

Io= /(T%l —rp@rp)pdV
B

- / (21— rg @ re)pdV + / (12p1 — rp ® rap)pdV
B B

0
+2'1W—/(T0®TG
B

Las dos ultimas integrales se anulan debido a que se reducen a factores cons-
tantes por integrales del tipo fB rgp pdV = 0. Por lo tanto la expresion del
campo tensorial de inercia resulta

Io=1Ic+M@il —rg®rg). (7.65)
Desarrollando esta expresiéon en componentes:
(Io)ij = (Ia)ij + M[rgdij — (ra)i(ra);),
o matricialmente:

[To] = [Ig] + M(rg[1] — {ra}{ra}™h).

"empleamos la notacién rp def O? para denotar al vector posicién desde el origen O a
un punto P explicitado en el subindice
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Propiedades del campo tensorial de inercia

a. Fjes principales de inercia
Sea un punto O sobre uno de los ejes principales de inercia en G. En-
tonces, tanto la direccién principal w || rg como las otras dos direc-
ciones principales perpendiculares a w son también principales en O.
Para comprobar esto, distinguimos los dos casos, segiin que la direc-

Figura 7.6: ejes principales
de inercia en un punto O
sito sobre uno de los ejes
principales por G

cion sea la del vector unitario w o perpendicular a éste. En el primero,
rg = OGu = rgu; aplicando (7.65):

Iop-u=1Ig u+MirZu—(u®u)- (rZu)

N MWO
——
=1

= \u

En el caso de una direcciéon v normal a rq, tal que v - w = 0, aplicando
de nuevo (7.65) para Ip,

Io-v=1I¢ v+ M[riv— (u®u)- (r2v)]

=\ + M[réwv —T‘M?
= A+ Mri)v

En ambos casos la direccién principal de Ig lo vuelve a ser de I, con
el mismo momento principal de inercia en el primer caso (u paralela a
ra), y con el momento aumentado (Ip, = Ig,y + Mré) en el segundo
caso (v perpendicular a rg).

b. Teorema de Steiner
Sea un eje por el centro de masas (G, e) en el cual conocemos el momento
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Figura 7.7: Teorema de Stei-
ner: momento de inercia para
un eje (O, e) paralelo a (G, e)

de inercia I .. El momento de inercia respecto de un eje (O, e) paralelo
por otro punto O y que diste d del primero (figura 7.7) sera

IO,e:e'(IO'e)
e- ([IG+M(ré1—rg®rg)]-e)
e (Ig-e)+M[ri(e-(1-e))—e-((rc®rg)-e)

2

oo’

—
=Ige+ M[rg — (e-r¢)(e-76)

2

Se obtiene por tanto la expresion del Teorema de Steiner:
Ioe=Ige+ Md>.

Es inmediato ver que, para una direccién e dada, el momento de inercia
minimo es el correspondiente al eje (G, e) que pasa por G.

EJEMPLO 7.2: Continuando con el cubo del ejemplo 7.1 anterior se pretende
ahora hallar el tensor de inercia en el centro de masas, respecto a unos ejes
paralelos a las aristas del cubo, a partir del tensor de inercia obtenido antes
en un vértice (7.63).

Aplicamos la expresion (7.65) del campo tensorial de inercia:

IG:Io—M(Tél—TG(XJTg).
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Figura 7.8: Obtencion del tensor
central de inercia de un cubo respec-
to de su centro G G

El vector rg vale:
5 3b?
(TG) = (b/27 b/27 b/2) = 4 2
TGiTG) = (V,7).
luego:
[M(rél —rg® rg)]ij = M(T2G5ij —TrGiTG),

y su matriz de componentes es

p(3-1 -1 -1 (2 -1 -1
M| -1 3-1 -1 =M (-1 2 -1
-1 -1 3-1 -1 -1 2
Por tanto, a partir de (7.63),
2/3 —1/4 —1/4 22 -1 -1
[Ig] = MV | —1/4 2/3 —1/4 -M |12
—1/4 —1/4 2/3 -1 -1 2
1/6 0 0
=My [ 0 1/6 0
0 0 1/6

Se comprueba pues que el triedro formado por las direcciones de las aristas
es un triedro principal en G. Lo mismo se podria haber deducido por simetrias,
ya que la direccion de cada arista en G es un eje de simetria.

De hecho, por ser el tensor esférico (los tres momentos principales son
iguales), la matriz de componentes es diagonal y cualquier eje es principal
en G. El resultado habria sido el mismo para cualquier triedro de referencia
cartesiano por el centro. En definitiva, el comportamiento de un cubo respecto
al giro alrededor de su centro de masas es por lo tanto idéntico al de una esfera.
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7.4. Ecuaciones de la dindmica

En lo que antecede se han desarrollado los conceptos necesarios de cinema-
tica de la rotacion (rotaciones finitas y su parametrizacion mediante los d&ngulos
de Euler) y de cinética y geometria de masas (tensor de inercia, momentos de
inercia, expresiones generales del momento cinético y energia cinética). Pasa-
remos ahora a plantear las ecuaciones de la dinamica del sélido con un punto
fijo, debidas a Euler. Partimos para ello de la ecuacion del momento cinético,
que tomara la forma (7.17) si se aplica en un punto propiamente fijo o (7.163)
si se aplica en G para un movimiento general.

7.4.1. Ecuaciones de Euler

Segin hemos visto, el momento cinético H o viene expresado por (7.31), en
funcién del tensor de inercia I, que define la geometria de masas del sélido
respecto a O. El tensor de inercia serd constante para un observador ligado
al movimiento del cuerpo; en cambio, respecto del sistema de referencia fijo,
seria necesario considerar la variaciéon de sus componentes, como se comprue-
ba en (7.40). Asi, la derivada (absoluta) de Ho conviene realizarla a través
del observador ligado al sélido, anadiendo después el término complementario
correspondiente:

Mo:%(IO-Q)
= dI Q QAN (To -2

Teniendo en cuenta la constancia de Ip para la derivada relativa al sélido,
resulta la denominada ecuacion de Euler de la dindmica, en su expresion vec-
torial:

Mo=1Ip Q4+ QAo Q). (7.66)

Hacemos notar que esta ecuacién es una expresion vectorial intrinseca, es decir,

independiente del sistema en el que se expresen sus coordenadas (que podrian

desarrollarse en el triedro fijo, el intermedio o el triedro del solido).
Observamos ademés que en esta expresion la derivada de €2 es indiferente

realizarla de forma absoluta o relativa al movimiento del cuerpo:

. dQ2

dQ 0
O=—=(—
i (dt>rel+m

=pi+qj+rk.
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Desarrollemos ahora las componentes de la expresion vectorial (7.66) en el
triedro del cuerpo. Suponiendo que hemos escogido este segiin las direcciones

principales de inercia'?,
A 0 O
Io]=10 B 0 = Ip-Q=Api+ Bqj+ Crk;
0o 0 C
t 3 k
QNTo-Q)=|p q
Ap Bq Cr

=—(B=C)gri—(C—Aprj—(A-B)pgk;
por lo que la expresion en componentes de las ecuaciones de Fuler resulta:

M, =Ap— (B - C)qgr,
M, = B¢— (C—A)rp, (7.67)
M, =Cr—(A— B)pq.

Para desarrollar el planteamiento completo de las ecuaciones dindmicas en
funcion de las coordenadas seria necesario sustituir en la expresion anterior los
valores de (p, q,7) y de sus derivadas en funcion de los angulos de Euler (6.54),
que repetimos a continuacién

p = 6 cos ¢ + ¥sen O sen p,
g = —0sen ¢ + 1 sen b cos o, (7.68)
r= ¢+ cosb.

Eliminando (p, q,r) entre estas ecuaciones se podria obtener un conjunto de
3 ecuaciones diferenciales de 2.° orden en funcion de los angulos de Euler
(1,0, ). Sin embargo, estas ecuaciones resultan excesivamente farragosas y se
suele preferir plantear los dos conjuntos de 3 ecuaciones de primer orden de
manera simultanea, lo que es equivalente.

El conjunto de 6 ecuaciones diferenciales de primer orden (7.67) y (7.68)
queda planteado en funcion de las 6 variables, (1,0, ¢) y (p, g, ). Su resolucion
puede llevarse a cabo por métodos analiticos (en el capitulo 8 se discute la
solucion para algunas aplicaciones concretas), o bien por métodos numéricos
(por ejemplo mediante el método de integracion paso a paso en el tiempo de
Runge-Kutta).

125bviamente las direcciones principales de inercia son ejes materiales fijos ligados al solido,
y al ser ortogonales entre si forman un triedro.
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7.4.2. Ecuaciones de Euler empleando el triedro intermedio

Cuando se trata de un sélido de revolucion puede ser conveniente expresar
las ecuaciones dinamicas realizando la derivada relativa respecto al denominado
triedro intermedio (apartado 6.3.4). La velocidad de rotacion de este sistema
respecto al fijo!? es (Q — ¢k):

dQ ,
rel

Al tomar la derivada relativa en la ecuacién anterior respecto a un observador
ligado al triedro intermedio, se ha tenido en cuenta que, al ser el sélido de
revoluciéon su tensor de inercia permanece inalterado por la rotaciéon propia,
por tanto I no se deriva.

Desarrollando la ecuacién en componentes, suponiendo que se ha elegido el
triedro principal de inercia con momentos principales (A, A, C):

dQ
rel
u v k
Q=@k)ANIo-Q)=| p ¢ 1"=¢
Ay A¢d O

resulta:
M, =Ap — (A-C)¢r" + Ad ¢
M, =A¢ — (C—Ay'p — Ap'¢ (7.69)
M, = Cv/

Observamos ademas que se verifica ' = r, por lo que no hace falta la distincion

entre ambas variables. Estas ecuaciones se complementan con las que expresan
las componentes (p', ¢, r) obtenidas anteriormente (6.55) y que repetimos aqui:

p =0,
¢ = 1hsen, (7.70)
' =¢+cosh [=7].

Las 6 ecuaciones (7.69) y (7.70) definen en este caso el problema en funciéon
de las 6 variables (¢, 0, ¢) y (p/,¢',r). En este caso es méas sencillo la eliminacion

3No debe confundirse esta velocidad de rotacion relativa con las componentes de la velo-
ctdad de rotacion absoluta en el triedro intermedio, deducidas en el apartado 6.3.5.
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de las componentes de la velocidad de rotacién, dando lugar a las 3 ecuaciones
de la dindmica directamente en funciéon de los 3 dngulos de Euler (¢, 0, ¢):

M, = A6 — AJ? sen 6 cos 0 + Cripsen 6,
M, = A sen + 2490 cos § — Cré, (7.71)
M, =Cr.

De la tercera ecuacion en (7.693) se observa que, para soélidos de revolucion,
si el momento M, segun el eje de revoluciéon se anula, la velocidad de rotacién
segtin dicho eje se conserva: M, = 0 = r = r’ = cte. Conviene notar que
esta propiedad soélo se verifica para un tensor cilindrico en que los momentos
de inercia segtun dos ejes perpendiculares al eje z sean iguales, como es el caso
en un sélido de revolucién.

7.4.3. Ecuaciones de Lagrange

Las ecuaciones de Euler la dindmica (7.67) ¢ (7.69) se han obtenido antes
por los procedimientos vectoriales (Newton-Euler). A partir de la dindmica
analitica se podrian haber obtenido también tres ecuaciones dindmicas, que
cabria esperar que fueran equivalentes a las ecuaciones de Euler. En realidad,
tan s6lo una de las ecuaciones asi obtenidas coincide directamente con alguna
de las ecuaciones de Euler: se trata de la ecuacion de Lagrange en ¢, que
viene a ser la misma que la ecuacion en (7.673), es decir la ecuacion de Euler
correspondiente al movimiento de giro alrededor del eje Oz del triedro movil.
Las otras dos ecuaciones, aunque no son directamente iguales, como veremos
forman un conjunto equivalente a las ecuaciones de Euler.

Obtenemos la ecuacién de Lagrange en direccion ¢ desarrollando los tér-
minos de (2.12). Para ello expresamos las derivadas mediante la regla de la
cadena:

0
d 8T d 8T oT o T 0
dt &p Tt dq gb 87’ %

oT 8T8p+8T8q+8£8
do  Opdp  Bqdp  Or Po
= Ap (¢sen 6 cos o — Osen ) +Bq (—) sen f sen ¢ — 6 cos p)

q —-p
= (A - B)pq
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siendo por tanto la ecuacién resultante
Q,=Cr—(A-B)pq.

Se observa, la identidad de ésta con (7.673), teniendo la fuerza generalizada @,
la interpretacion fisica de la componente M, del momento. Por permutacion
ciclica, cambiando los papeles de los ejes (z,y, z), seria posible deducir las otras
dos ecuaciones de Euler expresadas en (7.67).

También se pueden obtener directamente las ecuaciones de Lagrange re-
lativas a las variables v y 6. No detallaremos aqui el desarrollo y daremos
unicamente el resultado, quedando propuesta la deduccién como ejercicio al
lector:

Qy = Apsenfsen ¢ + Ap(écos@sengp—i— psenf cos ) + Bgsen b cos @
+ Bq(0 cos 0 cos ¢ — psen B sen ) 4+ Cr cos § — Cré sen 0

Qo = Apcos o — Ap(¢sen ¢ + 1 cos O sen @) — Bisen ¢
— Bq(¢cos p + 1) cos 0 cos @) + Cri) sen 0

Conviene recalcar que, aunque las ecuaciones de Lagrange en funcion de las
coordenadas generalizadas (¢, 6, ¢) no son las mismas ecuaciones que las de
Euler (7.67), son combinacion lineal de ellas y en conjunto constituyen un siste-
ma equivalente. Es facil, obteniendo los coeficientes de esta combinacioén lineal,
expresar los momentos generalizados (Qy,Qs, Q) a partir de los momentos
«fisicos» (Mg, My, M., ):

Qy = M, senfsenp + M, sen 6 cos ¢ + M, cos 0
Qo = M, cosp — M, sen ¢
Qp =M.

7.4.4. Calculo de reacciones en los enlaces

Solido con un punto fijo

Como es logico, en la ligadura del punto fijo se produce una fuerza de
reaccion. Esta serd un vector Rp de direccién en principio arbitraria, aplicada
en O.

La reaccién se puede calcular facilmente a través de la expresion del balance
de la cantidad de movimiento (7.161), descomponiendo las fuerzas en activas
y reactivas:

F*' 4+ Ry = Mag
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act
2

Figura 7.9: Fuerza de reaccion
Ro de un sdlido con un punto O A{
fijo ’

siendo F2°* = Y~ f2* ]a resultante de las fuerzas externas activas aplicadas al
solido.
Por cinemética sabemos que

aG:Q/\Tog—l—Q/\(Q/\Tog)

de donde
Ro=MQArocg+ QAN AT0c)] — Fact, (7.72)

Los valores de €2 y €2 se obtendrian de resolver las ecuaciones de Euler
(7.66). En el caso en que el punto fijo sea precisamente G, la ecuacion anterior
(7.72) se reduce a la expresion trivial Rg = —F?*.

Solido con un eje fijo (2 puntos fijos)

Suponemos ahora que el eje fijo se materializa mediante un punto fijo (O)
y otro punto A cuyo movimiento esta restringido en direcciéon normal a OA (en
la propia direccion de O A no es necesario restringir ya que el solido es rigido).
El momento de las fuerzas en O es el de las fuerzas exteriores activas, més el

Ry

Figura 7.10: Fuerzas de reaccion de
un solido con un eje fijo, materiali-
zado mediante un punto O fijo y otro
punto A que sélo permite movimien-
to en la direccion del eje.
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de la reaccion en A; planteando asi las ecuaciones de Euler (7.66)
ME ' +roaANRy=I0-Q+ QA (Io- Q) (7.73)
donde rps = de, y al ser e un vector fijo,
Q=0e, Q=0Qe.

La expresion (7.73) es una ecuaciéon vectorial que permite calcular R 4.
Recordemos que en el apartado 6.1.2 ya se estudiaron este tipo de ecuacio-
nes, en el contexto de la cinemética. Para que exista soluciéon, la condicién de
compatibilidad exige que e sea normal al término independiente:

e [Io-Q+QN(Io-Q)—ME|=1o.0— M, =0,

condicion que como vemos efectivamente se cumple (recuérdese (7.28)). Des-
pejando pues R4,

Io-Q+QA(Io-Q)— MEYAde
d?

Ry =

QIo-e+0%en(Ip-e)— M5 Ae
d

En el caso particular en que se cumpla Ip - e = Ip.e (es decir si e es un
eje principal), entonces la expresion anterior resulta

e N My'

Rs =
A d

Es inmediato comprobar que este valor es el mismo que se produciria en si-
tuacién estatica, por lo que en este caso particular no se producen efectos
dinamicos sobre la reaccién.

Una vez calculada R 4, la reacciéon en el otro punto, Rp, se calcula de igual
manera que en (7.72):

Ro =Mag — F*' — Ry.
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8.1. El péndulo esférico

En este capitulo se describen algunos ejemplos significativos de aplicaciéon
de las ecuaciones de la dindmica de sélidos rigidos en movimiento tridimensio-
nal. En primer lugar se trata el caso del denominado péndulo esférico que al
no tener rotacién propia se caracteriza inicamente por dos grados de libertad
y resulta mas sencillo.

Sea una masa puntual m sujeta a un extremo de una varilla rigida y sin
masa de longitud [, cuyo otro extremo (O) esta fijo. El sistema rigido asi

265
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Figura 8.1: Un péndulo esférico
consiste en una masa puntual m
unida por una varilla rigida a un
punto fijo O, pudiéndose mover
en cualquier direccion del espa-
c10.

definido no tiene dimension transversal a la varilla/particula, que consideramos
alineada con el eje Oz (versor k) del triedro del cuerpo. No existe inercia a la
rotacion propia alrededor de dicho eje, por lo que no tiene sentido definir
este grado de libertad. El movimiento queda caracterizado inicamente por dos
angulos: ¢ (precesion) y 0 (nutacion) (figura 8.1). Es inmediato ver que el
triedro del cuerpo, cualesquiera que sean las orientaciones de los otros dos ejes
Oz y Oy normales a Oz, es principal. Las componentes del tensor de inercia
en O son

mi> 0 0
[Io]=| 0 mi® 0
0 0 0

En particular, consideraremos el eje Ox horizontal y normal al plano formado
por la varilla y la vertical por O, es decir, tangente a la circunferencia dibuja-
da en la figura 8.1, y el eje Oy normal a la varilla y contenido en dicho plano
vertical. Las componentes de la velocidad de rotacion segun estos ejes son res-
pectivamente p = 9 yqg= 1/) senf (segun el eje Oz como ya se ha comentado
no se considera rotacion, r = 0). Puede comprobarse que estos valores resul-
tan de particularizar las componentes de (6.54) para ¢ = 0, o bien de tomar
directamente las componentes en el triedro intermedio (6.55). La Lagrangiana
vale por tanto

1 1 . .
L= imZZ(p2 +¢%) + mglcos§ = 5m12(92 + 1p? sen? 0) + mgl cos 6 .

Podemos expresar dos integrales primeras. En primer lugar 1 es una coor-
denada ciclica puesto que no aparece en la Lagrangiana (0L/0vy = 0):

H = mi*ysen®0. (8.1)
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Por otra parte, la energia total se conserva, al ser las tnicas fuerzas las del
campo gravitatorio conservativo:
mi?

E = 7(02 + 1)? sen? 0) — mgl cos @ . (8.2)

De (8.1) despejamos la velocidad de precesion:

. H
/(/} = 2 2 9

ml? sen? 0
de donde se desprende que ¢ nunca cambia de signo, ya que en el lado derecho
de la igualdad el tinico término que no es constante (sen? @) es siempre positivo.
Eliminando 1 en la ecuacion (8.2), se obtiene:

mi? . H?
E = 62 —mgl cos 0
2 + omiZsen2g I
despejando 92,
Y o 2F H? 2g
0° = + —~ cos .

mi2  m2lisen2f |
Se puede ahora realizar el cambio

I‘LQ

_ 12 _
u=cosd = 0 =12

obteniéndose al eliminar @ una ecuacién cubica en u:

, 2F 2 H?
2 a2 _
Flu) =17 = (1 -v) (le + l u) m2lt’

(8.3)

Para que el movimiento fisico sea real debe ser f(u) = @2 > 0, con lo
cual se puede delimitar el rango de valores de u en el que se desarrolla dicho
movimiento. La ecuacion (8.3) es un polinomio ctbico que posee tres soluciones
reales para f(u) = 0, correspondientes a puntos de maximo o minimo de wu,
ya que en ellas vale & = 0. De ellas, dos y soélo dos estan comprendidas entre
u =1y u = —1, rango de validez del cambio de variable anterior. En efecto,
para u = 1 se comprueba facilmente que f(u) < 0 (el primer sumando de la
ecuacion (8.3) se anula y s6lo queda el segundo que es negativo); luego para
que efectivamente exista un movimiento real con f(u) > 0 dentro del intervalo
considerado, debe haber dos puntos (ui,u2) en que la curva f(u) cruce el eje
f(u) = 0 (figura 8.2). Por ello la nutaciéon € oscilara comprendida entre dos
valores extremos O, = arccosu; v Omax = arccosug correspondientes a las
dos soluciones citadas (figura 8.3).
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Figura 8.2: Grdfico de la ecuacion cu-
bica f(u) obtenida a partir de la inte-
gral primera de la energia, en funcion
de u = cosf. Las raices f(u) = 0 co-
rresponden a los valores extremos de
la nutacion, existiendo dos en el ran-

go de validez del parametro (—1 < u <
+1). El movimiento se desarrolla con
f(u) > 0 y por tanto la nutacion esta-
rd comprendida entre estas soluciones:
f1 = arccosuj y 09 = arccosus. Fl va-
loruy € [0,1] corresponde al minimo de
la nutacion 01 = Opy € [0, 7/2].

/'LLQ Ui
u = cos 0

Figura 8.3: La trayectoria del pén-
dulo esférico se sitia entre dos valo-
res extremos, mdximo y minimo, de
la nutacion. El minimo (punto mds
bajo de la trayectoria) estd necesa-
riamente por debajo del punto O, es
decir, por debajo del ecuador de la
esfera (Opmin € [0,7/2]).

Se puede demostrar que en el péndulo el minimo de 6 necesariamente debe
estar por debajo del punto de apoyo O, es decir, 0 < Oyin < 7/2. En efecto,
obtengamos la ecuacién de Lagrange en 6:

L .. L .
% @9) = ml®0; ?99 = mi%y? sen cos § — mglsen,
resultando

mi%0 = mi?*y? sen 6 cos 6 — mgl sen 6.

Para m/2 < 6 < 7 se verifica sen > 0, cosf < 0; por tanto de la ecuacion de
Lagrange anterior se deduce que en este intervalo 6 < 0, lo que hace imposible
que exista un minimo dentro de ¢l (en el minimo debe ser # > 0). Por tanto
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Omin ha de estar necesariamente entre 0 y 7/2, como queriamos demostrar
(figura 8.3).

8.2. Movimiento por inercia

8.2.1. Propiedades del movimiento; construccién de Poinsot

Cuando un sélido con un punto fijo no tiene fuerzas aplicadas o estas son
tales que su momento respecto del punto fijo es nulo (Mo = 0), el movimiento
se produce tnicamente por la inercia del mismo, las fuerzas (si existen) no
juegan ningtn papel. Este movimiento por inercia tiene varias propiedades
notables, que estudiaremos a continuacién.

a) El momento cinético Ho es constante.
Se deduce inmediatamente de la nulidad del momento de las fuerzas,

d
Moza(Ho); Mp=0 = Hp=cte. O (8.4)

Por tanto Hp define un vector de modulo y direcciéon constantes en el
espacio. Convencionalmente, escogeremos esta direccidn tnvariante como
versor K del triedro fijo, y llamaremos H al médulo:

Ho = HK. (8.5)

b) La Energia Cinética T es constante.
Si no hay fuerzas aplicadas o si estas no desarrollan trabajo en el movi-
miento alrededor de un punto fijo, es obvio que la tinica componente de
la energia mecénica es la cinética y que esta debe por tanto conservarse.

También puede desarrollarse una demostraciéon méas «formal». Para ello
se parte de la constancia de H,
d .
OZEHO:Io-Q—f—Q/\(Io-Q); (8.6)
premultiplicando escalarmente por €2, que es perpendicular al segundo
sumando de la expresiéon anterior, resulta:

0= -Ip -Q); (8.7)
por otra parte, considerando la simetria de Ip:
dr  d [1 .
— =—|=Q-Ip- Q)| =Q-Ip-2)=0. O .
|30 o] =0 (To ) =0 (5.9

Como corolario de esta tltima propiedad, se puede afirmar que
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«la proyeccion de 2 sobre la direccién invariante K = Ho/H
es constante.»

Figura 8.4: En el mo- \ \
vimiento por inercia la \
proyeccion de £ sobre la
direccion fija de Hop es
constante, estando el ex-
tremo del vector 2 si-
tuado sobre el plano in-

variante.

En efecto,

Q'HO:Q~(Io-Q):2T (cte.) (8.9)
Este resultado admite una interpretaciéon geométrica: el extremo del vec-
tor €2, supuesto su origen en O, pertenece a un plano fijo, perpendicular

a Hp y situado a una distancia 27°/H, denominado plano invariante
(figura 8.4).

¢) De la expresion de H o se obtiene una constante:
H*=Ho-Ho=(Io-9Q)-(Io-Q)=Q- (I3 - Q), (8.10)

donde se ha tenido en cuenta la simetria de Ip. Por otra parte, de la
expresion de T se obtiene otra constante:

2T'=Q - (Ip - Q). (8.11)

Multiplicando (8.10) por 27T, (8.11) por H? y restando ambas término a
término:

Q- (H*Ip - 2TT%) - Q =0. (8.12)

Esta ecuacion define una forma cuadratica degenerada, en funcién de la

matriz de coeficientes constante [A] = H?[Ip] — 2T[Io]?. Esta forma es
la expresion general de un cono cuddrico', es decir un cono cuya seccién

La ecuacion general de un cono cuadrico en ejes principales es 22 /a® +y*/b® — 22 /c* = 0,
siendo a y b los semiejes de la seccion recta eliptica. Como caso particular a = b se obtiene
el cono recto circular, 2/a® + y?/a® — 2%/c* = 0. BEs posible comprobar, desarrollando las
componentes en ejes principales de la matriz [A] que se obtiene una ecuacién de este tipo, y
que si el tensor de inercia es cilindrico serd un cono recto circular.
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recta es en general una elipse, siendo €2 una generatriz del cono. Este
cono se denomina cono del cuerpo, y a lo largo del movimiento rueda sin
deslizar sobre el cono fijo, superficie que describe €2 en relacion al triedro
fijo. Este tdltimo es también un cono, al pasar su generatriz {2 siempre
por el punto O, aunque por lo general no es cuadrico. Ambos conos
corresponden, respectivamente, a los axoides mévil y fijo del movimiento
del solido (apartado 6.1.2).

La constancia de la energia cinética permite escribir:

Io
Q-1 —=-Q2)=1
(57 2) =1

expresion que es enteramente anéloga a (7.53) que define el elipsoide de
inercia, sin més que aplicar el factor de escala r = €2/ V2T (recordemos
que T es constante). Por lo tanto, el lugar geométrico definido por el
vector /v/2T es precisamente el elipsoide de inercia?.

La normal a este elipsoide viene definida por el gradiente de la superficie:
0 Ip _Io __Hp
89[9'<2T'Q>]_T.Q_T’ (8.13)

es decir, coincide con la direccién invariante, normal al plano invariante.
Comprobamos por tanto que este elipsoide en el punto definido por €2 es
tangente precisamente al plano invariante definido en la propiedad b).

En resumen, las propiedades anteriores del movimiento por inercia permiten
la siguiente construcciéon geométrica debida a Poinsot que lo define:

1.

El vector €2 pertenece a un elipsoide homotético al de inercia (de razon
V2T ), con centro en O, que permanece tangente a lo largo del movimiento
al plano invariante, plano perpendicular a H o y situado a una distancia
2T /H de O. Al ser nula la velocidad de todos los puntos del slido sobre el
eje (0, Q), el movimiento es una rodadura sin deslizamiento del elipsoide
sobre el plano invariante®.

. Considerando un solido con simetria de revolucion® el vector £ genera

en el sistema de referencia del cuerpo un lugar geométrico que es un cono

20tra manera de expresar lo mismo es diciendo que €2 define un elipsoide homotético al
de inercia, de razén V2T,

3El lugar geométrico que define el punto de contacto (definido por €2) sobre el elipsoide se
denomina Polodia, mientras que el correspondiente lugar geométrico sobre el plano invariante
se llama Herpolodia

4En realidad basta con que el tensor de inercia sea cilindrico
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Figura 8.5: El extre-
mo de 2, en relacion <
con el sistema de re-
ferencia del cuerpo,
estd sobre un elip-
sotde, homotético al
de inercia. Este elip-
soide es ademds tan-
gente en todo instan-
te al plano invarian-
te (su mnormal comin
es N ), sobre el cual
rueda (y pivota) sin
deslizar.

Hinvariante

%
2

X
<
0

—
===

recto circular (cono del cuerpo). En una referencia fija, genera otro cono
recto circular (cono fijo). El movimiento del solido se puede interpretar
como el cono del cuerpo rodando sin deslizar sobre el cono fijo (figura 8.6).

Estos dos conos son precisamente los denominados azoide mdvil (6.25) y azoide
fijo (6.26) en el estudio del campo de velocidades.

OBSERVACIONES.-

s En general € no es constante ni en moédulo ni en direccién, a pesar de
que Hp si lo sea.

» En el caso particular de un sélido de revolucion (tensor de inercia cilin-
drico), el modulo Q = || si serd constante, aunque su direcciéon varie
segin la generatriz del cono.

EJEMPLO 8.1: Sea un cilindro macizo homogéneo de radio r, altura h y masa
m, que se mueve libremente en el campo gravitatorio simplificado. Se le pone
en movimiento comunicandole una velocidad inicial de rotaciéon que forma 45°
con el eje del cilindro, y cuya componente segiin dicho eje vale w. Describir el
movimiento del sélido.



Aptdo. 8.2. Movimiento por inercia 273

Ho=HK

Figura 8.6: El movimiento
por inercia es andlogo al de
un cono movil con el cuer-
po, que rueda sin deslizar so-
bre un cono fijo. Ambos conos
son los axoides del movimien-
to, y comparten en todo ins-
tante una generatriz, definida
por el vector €.

Cono del
cuerpo

La velocidad de rotacion inicial es 2y = (w, 0,w), luego
1
Ho=Awi+Cwk; T= 5(Aw? + Cw?);
1
H=wVA2+(0% K=-——(Ai+Ck).
VA2 + CQ< )

Por lo tanto, la matriz de coeficientes del cono del cuerpo (cf. ecuacion (8.12))
es

10 0
A =2TI} - H*Iop=AC(A-CO)w? |0 1 0
00 —1

Se trata de un cono de revolucién, con vértice en el centro del cilindro y cuyo
eje lleva la direccion k. El semidngulo coénico es
k QO 1 = ™
cosa) =k — = — ) = —.
QO \@ 4
Por otra parte, el cono fijo es igualmente un cono de revolucién, cuyo eje lleva
la direcciéon de K y el semidangulo conico es

o A+C
Q% VAT CF

cosa; = K
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A su vez, el elipsoide de inercia sera de revoluciéon con semiejes (1/v/A,1/1/C),
siendo su ecuacion Az? 4+ Ay? 4+ Cz? = 1. El vector velocidad angular, en el
sistema, de referencia del cuerpo, permanece sobre un elipsoide homotético al
de inercia, de ecuacion

Ap* + A + Cr? = 2T,

donde (p, g, ) son las componentes de 2.

8.2.2. [Ejes permanentes de rotacién

En el apartado anterior hemos observado que el vector velocidad de rotacion
Q no tiene porqué ser constante, ni en direccién ni en moédulo, en un caso
general de movimiento por inercia. Se plantea ahora obtener las condiciones
para que la direccion de €2 pueda permanecer constante. Se denomina eje
permanente de rotacion de un sélido aquél que, para un movimiento por inercia
con velocidad de rotacion inicial alrededor de dicho eje, se mantenga invariante
la direccién de rotacion.

Sea el eje (O, e), y una velocidad de rotacién inicial 9 = Qpe. Supone-
mos que la direccién de € permanece segin la misma direccién e a lo largo
del movimiento. En primer lugar, observemos que puesto que la energia T' es

constante,

1 02
T:§ '(IO'Q):7Ie:Cte,

siendo I, = e - (Ip - €), momento de inercia respecto al eje (O, e). Al ser éste
constante se deduce que el médulo de € tampoco varia: 2 = Q.
Por otra parte, de la ecuacion de Euler (7.66), al ser © = 0,

OZEHO:Q/\(IO-Q).
dt
Se deduce por tanto que I - £ ha de ser paralelo a €, es decir la direccion e
debe ser principal de inercia en O. Por tanto, un eje permanente de rotaciéon
serd necesariamente un eje principal de inercia del sdlido.

Esta condicién, que es necesaria, no basta sin embargo para garantizar la
estabilidad del eje permanente de rotacién. Para analizar este aspecto, elegire-
mos unos ejes del cuerpo de forma que k corresponda con la direccién principal
que se desea estudiar, segtin la cual se imprime una velocidad de rotaciéon (2.
Supongamos que se producen unas inevitables perturbaciones pequenas en las
otras dos direcciones perpendiculares, con lo que la velocidad angular es:

Q= (e, €, 7) siendo €, €4 K 7
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La estabilidad de €2 como direccién permanente de rotacién equivale a ga-
rantizar que las perturbaciones introducidas (€p, €¢;) se mantengan pequenias
(acotadas) a lo largo del movimiento. Si por el contrario estas perturbaciones
crecen sin estar acotadas, el movimiento de rotacion alrededor de dicho eje sera
inestable.

Analicemos por tanto la evolucion de (€, €;). Desarrollando para este caso
las ecuaciones de Euler (7.67) con Mo = 0,

0= Aé, — (B—C)egr
0=DBé— (C— Are, (8.14)
0=Cr— (A—B)epeg = CF

De la ecuacion (8.143), despreciando infinitésimos de orden superior, se deduce
que 7 = cte. Derivando (8.141),

0=Aé, — (B —C)éyr;

despejando de (8.142) (¢, = (C—A)re,/B) y eliminando en la ecuacion anterior
se obtiene finalmente:

(C-B)(C-4) ,

Aé, + 5 r°ep = 0.

Se trata de una ecuacién diferencial de segundo grado en funcién exclusivamen-
te de €. Es una ecuacion similar a la del oscilador armonico simple (apartado
4.1),

mi + kxz = 0.

Como se vi6 esta ecuacion tiene solucion armonica (acotada) para x si k > 0,
mientras que tendra una soluciéon exponencial (mondtona creciente, no acota-
da) si k < 0. Asi, la condicion de estabilidad para que €, se mantenga pequena
es:

(C - B)(C - A) >0

bien C>ByC>A,
6bien C<ByC<A.

Por lo tanto para que el eje principal sea estable como eje permanente ha de
corresponder bien al méaximo, bien al minimo, de los momentos principales
de inercia. En el caso en que corresponda al intermedio, no podra ser eje
permanente, siendo en este caso el movimiento inestable.

La propiedad anterior se puede confirmar experimentalmente con numero-
sos objetos de uso cotidiano, arrojandolos al aire con una velocidad de rotacion
inicial, en caida libre. Es facil verificar que sometido tinicamente a su propio
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peso, para un objeto en caida libre el momento en el centro de masa G es nulo®,
por lo que experimenta un movimiento por inercia alrededor de G.

Podemos realizar el experimento con una caja rectangular de cartén fécil
de encontrar en cualquier domicilio u oficina. Admitiendo que la caja es sen-
siblemente plana, como se muestra en la figura 8.7, dos momentos principales
de inercia corresponden a los dos ejes de simetria dentro del plano A y B.
La planitud de la caja permite deducir que para la tercera direccién principal,
normal al plano, el momento de inercia sera suma de los otros dos (C' = A+ B)
y por tanto el méximo. Por otra parte, el momento del eje paralelo al lado me-
nor del rectangulo (B en la figura) serda mayor que el otro (A), por lo que B
seré el intermedio y A el minimo. Si se lanza la caja al aire girando alrededor
de los ejes C' 0 A, permaneceréd en rotacion estable, mientras que la rotacion
alrededor del eje B es inestable.

A

‘C>AC>B

Z Z o

A< B, A<C

B<(C, B>A
(estable) (inestable) (estable)

Figura 8.7: Los ejes de momento de inercia mdzimo (C') y minimo (A) permi-
ten movimientos de rotacion permanente estables, mientras que el intermedio
(B) es inestable.

Analogamente podriamos probar con una raqueta de tenis o de ping-pong.
En este caso el momento de inercia minimo corresponde al eje del mango, y el
méaximo al eje perpendicular al plano de la raqueta®.

5En efecto, para un cuerpo B de masa M:

MG:/(T—rc)/\(—gk:)pdV:—/rAgkpdV—i—/Tg/\gkpdV
B B B
=—-Mrg ANgk+rcANMgk=0.

Como receta, es valido suponer que un campo de fuerzas uniforme y paralelo como el gravita-
torio simplificado produce en el sblido el mismo efecto que su resultante (—M gk) “aplicada”
en el CDM (G).

SAlgtin autor denomina este resultado como el teorema de la raqueta de tenis (E. Neal
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8.2.3. Ecuaciones del movimiento

Veremos a continuacién las ecuaciones concretas que gobiernan la evolu-
cion de los angulos de Euler y las velocidades angulares para el movimiento
de Poinsot descrito geométricamente en el apartado 8.2.1. Plantearemos pri-
mero el caso general y a continuacién el caso particular en que dos momentos
principales sean iguales (solido de revolucion), en que la solucion se simplifica
considerablemente y se puede integrar directamente.

Caso general.— Las componentes de la velocidad de rotacién en el triedro
del cuerpo son 2 = pi+qj+ 1k, cuya expresion en funciéon de los angulos de
Euler es (6.54):

p = 0cos g+ senfsen (8.15)
q = —0sen p + 1 sen cos (8.16)
r=¢+cosh. (8.17)

La expresion del momento cinético es, a partir de (8.5) y (6.53)
Ho=HK = H(senflsenpt +senfcospj+cosbfk). (8.18)

Es posible obtener otra expresion del momento cinético en el triedro del cuerpo
aplicando directamente (7.31). Supondremos para ello, sin pérdida de genera-
lidad, que los ejes son los principales de inercia, con momentos de inercia

(A, B, C):

Ho=1p-Q=Api+Bqj+Crk. (8.19)
Igualando componentes entre (8.18) y (8.19),
H
p= Zseanen ©; (8.20)
H
q= Esenﬁcos ©; (8.21)
H
= cos 6. (8.22)
De (8.22) se puede despejar
Cr
0=—; 8.23
cost = (5.23)
y del cociente término a término entre las ecuaciones (8.20) y (8.21)
Ap
tgp = —. 8.24
89 = B, (8.24)

Moore, Theoretical Mechanics, Wiley 1983)
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Sumando la ecuacién (8.15) multiplicada por sen ¢ a la (8.16) multiplicada por
cos ¢, se puede despejar :

_ psengp+qcosp

4 sen 6 7
A B
eliminando de (8.20) sen ¢ = HZenH y de (8.21) cos ¢ = ﬁ, obtenemos:
b= Ap? + Bg?
- Hsen2§ ’

y por tltimo, eliminando sen? § en virtud de (8.23),

jo AHBE g A+ Be (8.25)
H <1 _ 0}2172«2> A2p2 + BQQQ

Las ecuaciones (8.23, 8.24, 8.25), junto con las tres ecuaciones de Euler,

0=Ap— (B—C)gr (8.26)
0=B¢—(C—A)rp (8.27)
0=Cr—(A-B)pg (8.28)

forma un sistema de 6 ecuaciones con 6 incognitas: (0,0, ,p, q, ), que se
puede resolver de manera auténoma.

So6lido de revoluciéon.—  Sea el caso particular de un sélido de revolucion’.

Segun se sabe (apartado 7.3.5) un eje de revolucion es siempre principal de
inercia. Todos los ejes normales a éste son también principales y tienen igual
momento de inercia. Tomaremos convencionalmente la direcciéon k segin el eje
de revolucion; los momentos de inercia seran C' (segin k) y A = B (segin
direcciones perpendiculares a k).

En la tercera ecuacion de Euler (8.28) el segundo sumando se anula, por lo
que:

Cr=0 = r=cte

De la igualdad (8.23) con r constante, se deduce que la nutacion es también
constante:

COSQZ% = 0 = cte.

La interpretacion geométrica de la nutacion (figura 8.8) es el angulo que forma
el eje del cuerpo (k) con el eje invariante (K) (recuérdese que en el movimiento
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Figura 8.8: Interpretacion
geométrica de los dngulos de
Euler para el movimiento de
Poinsot de un sélido con sime-
tria de revolucion.

por inercia se ha tomado convencionalmente K segun la direccion fija de H).

De la ecuacion (8.25) con A = B se obtiene:

. Ap? + Ag?
¥ = A2p2 + A2 (cte).

|

Por tultimo, a partir de este ultimo resultado y las ecuaciones (8.17) y (8.23),

o= AOT (cte).

Por tanto, en el caso en que el sélido sea de revolucién, en el movimiento por
inercia el eje del cuerpo k describe un cono circular alrededor de la direc-
cion invariante (nutacion 6 constante). El movimiento de precesion de dicho
eje k alrededor de la direcciéon invariante K tiene velocidad 1/1 constante, y
adicionalmente una velocidad de rotacion propia ¢ alrededor de k asimismo
constante. El cono del cuerpo es de revolucién, con semiangulo cénico dado
por a = arctg (% tg 9). El cono fijo es también de revoluciéon, con semidngulo
B =0+ « (dos casos posibles).

"No es necesario estrictamente que el sélido sea de revolucion, basta con que el tensor de
inercia sea cilindrico, es decir, con dos momentos principales iguales (A = B).
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8.3. La peonza simétrica

8.3.1. [Ecuaciones del movimiento de una peonza

8
)

sometido a su propio peso (en un campo gravitacional constante) y con un pun-
to de su eje de simetria fijo. Supondremos ademas que tiene una velocidad de
rotacion propia alrededor de su eje suficientemente elevada. Este caso corres-
ponde a la peonza de los juegos infantiles (figura 8.9), pero también sirve para
explicar el comportamiento de los giréscopos empleados en la navegacioén iner-
cial de naves y el control de la orientacion de sofisticados instrumentos como
los telescopios espaciales. Como veremos, el movimiento de la peonza introduce
algunas interesantes paradojas debidas al denominado efecto giroscopico.

Consideramos ahora un caso algo mas completo, el de un sélido simétrico

Figura 8.9: Peonza simétrica sometida a su
propio peso, con rotacion propia elevada alre-
dedor de su eje.

El movimiento lo describiremos en los ejes locales del cuerpo, tomando k
segun el eje de revolucion (figura 8.10), por lo que el tensor de inercia es:

K

Figura 8.10: Orientacion de
los ejes considerados para el
movimiento de una peonza Si-
métrica sometida a su propio
peso alrededor de un punto fi-
jo O de su eje.

8con tensor de inercia cilindrico, como es el caso de un cuerpo de revolucion
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A 0 O
Io]=[0 4 0
0 O

Q

Emplearemos el método de Lagrange para obtener las ecuaciones del movi-
miento. La energia cinética vale:

1 1 1
T=-Q-Ip-Q=-Ap*+¢) +=Cr?
2 2 2
y desarrollando la expresion en funcion de los angulos de Euler (6.54):
1 . . 1 .
T = §A(92 + 1) sen? 6) + 50(3& +1hcos 0)%.
A su vez, el potencial es

V = Mgdcos®

donde se ha llamado d = OG, distancia entre el punto fijo y el centro de masas.
La Lagrangiana resulta entonces:

L= §A(02 + 1% sen? 0) + §C(gb + 1) cos 0)* — Mgdcosf. (8.29)

Se observa que L no depende explicitamente de ¢ (OL/JY = 0) ni de ¢
(OL/0¢ = 0); por lo tanto ambas coordenadas son ciclicas, y podemos escribir
las correspondientes integrales primeras como ecuaciones del movimiento:
py = Ahsen? 0 + Cypcos® 0 + Cpcos§ = H (cte) (8.30)
po=C(p+cosh) =Cr  (cte) (8.31)
La integral primera (8.30) corresponde a la constancia del momento cinético
segin el eje vertical K:
Ho K= (Api+ Aqj+Crk)- (senfsenpi+senfcosej+ cost k)
= Avrsen? 0 + Crcos
= AYsen? 0 4+ Cipcos? 0 + Cpcos = H. [

Esta magnitud H se conserva puesto que el momento de las fuerzas en esta
direccién fija es nulo:

My=Mo K =[dkA(—~MgK)]- K =0. (8.32)

La segunda integral primera (8.31) expresa la constancia de r, componente de
la velocidad de rotacién €2 segin el eje k del cuerpo; de forma equivalente,
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se puede considerar que establece la conservacién del momento cinético segin
este eje:

Ho k= (Api+ Agj+Crk)- k=Cr. (8.33)

La conservacion de esta magnitud no es tan obvia como en el caso anterior, al
ser k una direccion movil. Para justificarla derivamos directamente (8.33),

d d dk
S Hy k= (SH,) k+H, &
5 (Ho k) <dt o) +Ho-

:MEHO‘(Q/\k):Mga

siendo este término nulo gracias a que el soélido es de revolucion (A = B).

Al no existir fuerzas disipativas, otra integral primera es la constancia de
la energia, '+ V = E.

En resumen el movimiento de la peonza simétrica con un punto fijo viene
determinado por las tres integrales primeras siguientes:

H = Aypsen® 6 4+ Cr cos 6 (cte) (8.34)
r =@+ 1cosh (cte) (8.35)
E = %A(92 + h? sen? ) + %Cﬂ + Mgdcos @ (cte) (8.36)

A continuacién estudiamos la solucién de estas ecuaciones, lo que se desa-
rrollard de manera cualitativa. En primer lugar despejamos v de (8.34),
H — Crcost

Asen? 0

para después eliminarla en (8.36), obteniendo asi una ecuacion funcion de 6
exclusivamente, que expresaremos en relacién a la nueva constante E’:

(H — Crcos 6)?
2Asen?6

) = (8.37)

+ Mgdcos 6 (8.38)

1 1 .
El dﬁf FE — 507’2 = 51492 +

Realizando el cambio de variable:
U

V1—u2

uw=cosf = O=—

se obtiene
1 a2 (H — Cru)?

271 — w2 T 241 — u?)

E = + Mgdu

y despejando 12,

! u — Cru)?
2 = flu) = (1— ) (iE _ Qde ) _H A(j ) (8.39)
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Ecuacién cuya soluciéon se obtendria directamente mediante la cuadratura:

n )_/ut du
Y ) V= u?)2EJA — 2Mgdu/A) — (H — Cru)?/ A2

(8.40)

Una vez calculado u(t) y en consecuencia (), sustituiriamos en las ecuaciones
(8.34) y (8.35) para obtener ¢ y ¢ respectivamente. La cuadratura planteada
en (8.40) no es inmediata de manera analitica, pero se puede abordar mediante
integrales elipticas, o bien por métodos numéricos.

Sin necesidad de obtener la solucién explicita, podemos sin embargo estu-
diar de manera cualitativa el movimiento. Para ello, observemos que las raices
de la ecuacion (8.39): f(u) = 0, corresponden a los puntos en que @ = 0y
por tanto = 0, es decir los maximos o minimos locales de 6. Al ser flu)
un polinomio cubico, podré tener hasta tres raices reales. Podemos acotar dos
raices de esta ecuacion, observando que para los valores

(H — Cru)?
A2

El rango de validez de u es precisamente —1 < u < +1, correspondiente a

u==+1 = flu)=-— <0

Figura 8.11: Grdfico de la ecuacion cu-
bica f(u) obtenida a partir de la inte-
gral primera de la energia, en funcion \

|

de u = cos@. Las raices f(u) = 0 co- 5y !
T |

rresponden a los valores extremos de I |
.. L. |

la nutacion, existiendo dos en el ran- = |
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go de validez del pardmetro (—1 <u < |
+1). El movimiento se desarrolla con !_1 /;L
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f(u) > 0 y por tanto la nutacion esta-
rd comprendida entre estas soluciones:
f#, = arccosu; y 0y = arccosus. La
solucion ug corresponde en este caso al
minimo de la nutacion (03 = Opp).

7 >0 >0. Al ser f(u) = u? esencialmente positivo en el movimiento real, por
motivos fisicos en este rango existira al menos una zona en que f(u) > 0. Por
tanto en el intervalo [—1, +1] existiran dos raices u; y ug. Asi, 0 oscilara entre
los dos valores correspondientes #; = arccosuj y 03 = arccosus, maximo y
minimo de la nutacion, 6; > 6 > 6, (figura 8.11).

Una forma de visualizar geométricamente el movimiento es a través de la
trayectoria descrita por extremo del versor del eje de revolucion k, que podra
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describir distintos tipos de curvas sobre una esfera de radio unidad, en la coor-
denada @ seré la colatitud y v la longitud. El movimiento quedaré restringido
a la banda entre los dos paralelos extremos: 61 > 6 > 6y (ver figura 8.12). Los
distintos comportamientos vienen definidos por el signo de la velocidad de pre-
cesion, obtenido por el numerador en la ecuacion (8.37), pudiéndose distinguir
tres casos en funciéon de las condiciones iniciales del movimiento (en concreto
segin el valor de las constantes H y 7):

(a) Precesion uniforme (b) Precesion oscilante (c) Precesion con paradas

Figura 8.12: Los tres tipos de soluciones para el movimiento de la peonza si-
métrica, obtenidos mediante integracion numérica en el ordenador de las ecua-
ciones del movimiento. La figura representa, sobre una superficie esférica, la
trayectoria del extremo del eje de revolucion de la peonza. En el caso (a) la
velocidad de precesion lleva sentido uniforme; en el caso (b) alterna de signo,
describiendo bucles; en el caso limite (c), para los puntos con nutacion minima
se anula &, correspondiendo a cuspides en la trayectoria.

1. H—Crcostlo >0y H — Crcosf; > 0, en cuyo caso el movimiento de
precesion es uniforme, siempre tiene el mismo sentido (figura 8.12a);

2. H—Crcosfy <0y H—Crcosf; > 0, en cuyo caso la precesion alterna

de signo, con un movimiento de sentido oscilante que desarrolla lazos
(figura 8.12b);

3. H— Crcosfy =0, en cuyo caso se producen paradas en la recesion, co-
rrespondiendo a cuspides en la trayectoria para los puntos con velocidad
de precesiéon nula. Este caso se produce en la practica cuando las con-
diciones iniciales corresponden a la peonza con rotacién propia y su eje
partiendo del reposo (9 =) = 0), a partir de una inclinacion determina-
da (nutacion #3). A continuacion la peonza empieza a caer y precesionar
simultaneamente (figura 8.12¢).
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8.3.2. Estabilidad de la peonza dormida

Estudiamos ahora la estabilidad del movimiento de la peonza simétrica,
cuyas ecuaciones se desarrollaron en el apartado 8.3.1, en la posicién vertical
(0 = 0, peonza «dormiday). El estudio de estabilidad tiene como objetivo
analizar bajo qué condiciones un movimiento posible, cuando esté sometido a
una pequena perturbacién, se mantiene con pequenas oscilaciones y proximo
al movimiento original, en cuyo caso se denomina estable. En el caso contrario,
cualquier perturbacién pequena respecto del movimiento producira la pérdida
del mismo, denominéndose inestable. Este estudio de estabilidad es similar al
desarrollado en el capitulo 5 (apartado 5.1.2), con la diferencia que alli las
perturbaciones eran respecto a la posiciéon de equilibrio mientras que aqui lo
son a una trayectoria dinamica.

Partiremos de la ecuacion de Lagrange en 0, que se obtiene derivando la
Lagrangiana (8.29):

4 <‘9L.> = Af
dt \ 90

(?919; = Ay?senf cosf + Cr(—ipsend) + Mgdsenf
resultando
Al — Ayp? senf cos O + Cripsend — Mgdsend = 0. (8.41)

Esta ecuaciéon se ve complementada por las dos integrales primeras de la
peonza simétrica, expresadas anteriormente en (8.34) y (8.35):

H = Aysen® 0 + Crcos 0 = cte. (8.42)
Cr = cte. (8.43)

Al ser inicialmente 6 = 0, de la primera de las expresiones anteriores (8.42) se
deduce que la constante es H = Cr. Empleando este valor y despejando w en
(8.42),
H—Crcosf Crl—cosf

Asen?0 A sen2f
considerando una pequena perturbaciéon 60 < 1, desarrollando en esta expre-

sién denominador y numerador de forma que se desprecien términos de orden
superior a 2,

) =

WJQW/?fQ
TUA 602 T 2A°
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Sustituimos ahora este valor de ¢ en (8.41), y desarrollamos despreciando de
nuevo los términos de orden 2 ¢ superior en funciéon de §6:

027‘2
4A

. cr\? Cr .
AdH — A (2A> 00 + C’rﬂéﬁ — Mgdoh = Ad6 + (

— Mgd> 00 =0.
(8.44)

Observamos que esta ecuacion corresponde a la de un oscilador armoénico sim-
ple, siempre que el coeficiente de d8 sea positivo, en cuyo caso resulta un movi-
miento armoénico acotado para la perturbacion d6. La condiciéon de estabilidad
es por tanto

A Mgd. (8.45)

El significado de este resultado es que para la estabilidad de la peonza en
la posicién vertical por encima del punto fijo se debe mantener una velocidad
de rotaciéon r alrededor del eje suficientemente elevada; cuando la energia se
haya disipado por rozamiento u otras causas y la velocidad sea menor a este
valor la peonza comenzaré a desarrollar un movimiento de nutacién cada vez
mas amplio.

Se deja como ejercicio para el lector comprobar que en la posicion inversa,
con el eje de la peonza vertical pero colgando por debajo del punto fijo (6 = )
el movimiento resulta estable en cualquier caso, como pareceria esperable. Para
ello basta estudiar las perturbaciones 8 = m + §6 haciendo los desarrollos en
serie alrededor de 6 = .

8.4. Efecto giroscopico

El giréscopo es un cuerpo con simetria de masas de revolucién girando con
velocidad de rotacion elevada respecto de dicho eje. Sometido a un momento de
fuerzas transversal al eje el gir6scopo modifica mucho menos su orientacién que
un s6lido ordinario y ademés en una direccién inesperada, perpendicularmente
a las fuerzas aplicadas del par. En estas condiciones se produce el llamado
«efecto giroscopico» que se describe abajo.

Si el momento externo se minimiza mediante el montaje del giréscopo en
soportes de Cardano (figura 8.13), la orientacion del eje se mantiene practi-
camente invariable y el gir6scopo resulta un instrumento eficaz para senialar
una orientacion fija en el espacio, lo que constituye la base de los sistemas de
navegacion y control de orientacioén inerciales. Estos resultan mas precisos que
las brijulas magnéticas o incluso imprescindibles cuando se esta alejado del
campo magnético o gravitatorio terrestre como en las naves espaciales”.

Shttp://www2.jpl.nasa.gov/basics/bsf11-2.php
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Marco del

giréscopo, Eje de
rotacion
Figura 8.13: Girdscopo mon-
tado en soportes de Cardano.
Soporte Rotor

Cardano

—

Existen también dispositivos denominados giréscopos basados en estruc-
turas vibrantes, fundamentados en un principio ligeramente diferente, el de
vibraciéon de dos masas en un plano, cuya resistencia a cambiar la orientacién
se origina por la fuerza inercial de Coriolis. Estos dispositivos se han podido
miniaturizar como MEMS'? y fabricar de forma muy eficiente, permitiendo de
forma fiable por ejemplo el control de orientaciéon de los Segway PT!'!, de los
iPhone 4'? o de los controladores Wii motion plus'? para la consola de juegos
de Nintendo.

Veremos en primer lugar el efecto giroscopico aplicado a un giréscopo con
un punto de su eje fijo, como es el caso de la peonza simétrica estudiada en el
apartado anterior. La condicién de rotacién propia elevada la concretaremos
admitiendo que la energia cinética de rotacion alrededor de su eje sea mucho
mayor que las posibles fluctuaciones de energia potencial gravitatoria. Como
maximo, estas se producen al variar la altura de G entre [—d, +d]|. Admitimos
por tanto que

1
5072 > 2Myd. (8.46)

De esta manera, al ser la energia asociada a la rotacién propia mucho mayor,
cabe esperar que las oscilaciones de nutacion () debidas al potencial gravita-
torio sean pequenas, produciéndose un movimiento de precesién con pequenas
oscilaciones de nutacién. En la realidad, debido al inevitable amortiguamiento,
estas oscilaciones pequenas se amortiguan, dando lugar con bastante aproxi-
macioén a un movimiento con nutaciéon practicamente constante.

En el planteamiento de las ecuaciones de Lagrange vimos que las corres-
pondientes a 1) y ¢ daban lugar a sendas integrales primeras (8.34) y (8.35).

10\ ficroelectromechanical systems
Yhttp://en.wikipedia.org/wiki/Segway_Human_Transporter
2http://en.wikipedia.org/wiki/IPhone_4
http://en.wikipedia.org/wiki/Wii_MotionPlus
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La ecuacion dindmica en 6 es (8.41):
A0 — AY? senfcosO + Cripsend — Mgdsend = 0.

Deseamos comprobar las condiciones bajo las que se puede dar un movimiento
con nutaciéon cuasi-constante. Linealizando esta ecuacién suponiendo que las
oscilaciones de # son pequenas, 6 ~ 0 y simplificando sen 8, se obtiene:

—A¢? cosf + Crip — Mgd = 0.

y resolviendo para QL,

b Cr <1i \/1 _ 4AMgdcos€> ' (8.47)

~ 24cosh C?2r2

Para que puedan existir soluciones reales el radicando debe ser positivo, es decir
C?r? > 4AM gd cos 0. Debido a la hipotesis anteriormente realizada (8.46) po-
demos considerar que se garantiza esta condicién. Por otra parte, considerando
que la raiz en (8.47) se puede aproximar como /1 — e ~ 1 — ¢/2 (teniendo en
cuenta € < 1) se obtienen dos soluciones posibles para ¥

Cr e
g (precesion rapida)
e (8.48)
P~ o (precesion lenta).

De las dos soluciones, la que se obtiene en la mayoria de los casos practicos es
la precesiéon lenta. Aunque en teoria seria posible la otra solucién, la energia
requerida es mucho mayor, por lo que es dificil alcanzar las condiciones iniciales
precisas. No entramos en consideraciones de la estabilidad de las soluciones,
que también juegan en contra de la precesion rapida por lo general.

Vemos pues que, en el caso del giréscopo sujeto a una fuerza gravitatoria
excéntrica respecto del punto fijo, se ocasiona un movimiento de precesion alre-
dedor del eje vertical paralelo a la accién gravitatoria, con velocidad constante.

Para generalizar este efecto, definamos los vectores siguientes:

w, =K (velocidad de precesion)

(Momento cinético respecto
del eje del cuerpo, orientado)

H.=(Ho k)k=Crk

El vector H . tiene mddulo constante, siendo su angulo con la direcciéon fija
K asimismo constante (e igual a #). Su evolucion es una rotacion alrededor de
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k con velocidad w,,. Por tanto, aplicando la formula de derivacion de vectores
moéviles,

dH,
dt
El momento de las fuerzas en O vale

=w, ANH, =¢Crsenfu. (8.49)

Mop=dkN(—MgK) = Mgdsenfu. (8.50)

Podemos comprobar que, si se sustituye el valor obtenido en (8.48) para la
precesion lenta (¢ = M gd/C'r) en la ecuacion (8.49) se obtiene la identidad de
esta ultima con (8.50):

=w, \NH,.

Figura 8.14: En el movimien-
to giroscopico, el vector H,
que define el eje del girdscopo
gira alrededor del eje w,, mo-
viéndose en direccion normal
a la fuerza aplicada (es de-
cir, paralelamente al momento
Mo =ropA F)

El resultado anterior se verifica no sélo para el momento originado por el
peso, sino en general para una fuerza excéntrica F' cualquiera. Si consideramos
esta aplicada en un punto P del eje del soélido definido por rop, considerando
el eje K de precesion en la direccion de F', se verifica igualmente

MO:TOP/\F:prHZ

Conviene destacar dos caracteristicas importantes del efecto giroscopico,
aparentemente contradictorias con las leyes clasicas de la dindmica, al menos
tal y como se formulan para particulas:

1. La acci6n de una fuerza F' sobre el s6lido produce un desplazamiento
del eje del cuerpo en direccidén perpendicular a F', en lugar de segin la
direccion de F. En efecto, el movimiento del eje lleva la direccion de
Mo=ropNF.



290 Capitulo 8. APLICACIONES DE LA DINAMICA DEL SOLIDO

2. La accién de F' y por consiguiente M o produce una velocidad de prece-
stom, en lugar de una aceleraciéon, como ocurriria en un cuerpo ordinario
segun la segunda ley de Newton. Si cesa la accion de M, cesa inme-
diatamente la velocidad de precesion. Esto significa que los movimientos
del eje son mucho mas pequenos y su orientacién sumamente estable.

Un giroscépo que no esté sometido a momentos —por ejemplo, si esté
sometido al campo gravitatorio en movimiento libre, en cuyo caso el momento
respecto del centro de masas es nulo— mantiene fija la orientacién de su eje
con una gran exactitud. Tan s6lo se produce una variaciéon de la direccién de
su eje si se aplica un momento sobre él, precesionando en este caso segin la
direcciéon del momento. Similarmente al concepto de «fuerzas de inercia» en
dinamica de la particula, que representa la resistencia a variar la velocidad de
la misma, se produce aqui un «momento giroscopicos que es la resistencia a
variar la orientaciéon del eje del giréscopo.

Este fenémeno es la base de numerosas aplicaciones précticas. Cabe citar
entre ellas la brajula giroscopica. Esta consiste en un giréscopo cuyo eje pue-
de girar libremente alrededor del centro de masas, con la tnica restriccion de
obligarle a mantenerse horizontal. En estas condiciones el eje tiende a colocar-
se orientado hacia el Norte geografico, con oscilaciones pequenas alrededor de
esta orientacion'. Asimismo, los giréscopos se emplean como sistemas de na-
vegacién inercial en aeronaves, misiles balisticos intercontinentales y satélites
espaciales.

Por 1ltimo, un fenémeno interesante basado en el efecto giroscopico es la
precesion de los equinoccios en el movimiento de la tierra. Es sabido que su
trayectoria se produce en el plano de la ecliptica, con una rotacién propia alre-
dedor del eje N-S que se halla inclinado respecto a la normal a la ecliptica unos
23.,4°. Esta inclinacién produce una incidencia distinta de los rayos solares en
distintas fases de la Orbita terrestre, siendo la responsable de los equinoccios
(primavera y otofio) y los solsticios (verano e invierno). En principio, parece
que el eje de la tierra se mantiene constante en direcciéon, por lo cual los equi-
noccios ocurrirfan siempre en la misma época del afio sidéreo. Si la tierra fuera
perfectamente esférica y homogénea, esto seria asi, ya que la acciéon gravitato-
ria del sol y de la luna darfan un momento neto nulo respecto del centro de
masas de la Tierra, con lo cual no existirfa precesiéon de su eje. Sin embargo la
tierra no es una esfera homogénea sino que esta achatada, no siendo tampoco
perfectamente uniforme, debido a la fuerza centrifuga de la propia rotacion

148e puede encontrar una descripcién mas detallada de la brajula giroscopica en: J.A.
Fernandez Palacios, Mecdnica tedrica de los sistemas de sdlidos rigidos, Ed. el autor, 1989;
J.L. Synge y B.A. Griffith, Principles of Mechanics, McGraw-Hill 1970; J.M. Bastero y J.
Casellas, Curso de Mecdnica, Ediciones Univ. de Navarra, 1987
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Figura 8.15: En el movimiento de la tierra alrededor del sol, que se desarrolla
sobre el plano de la ecliptica, debido a los momentos originados por la atraccion
excéntrica del sol y la luna, el eje N-S de rotacion de la tierra precesiona
muy lentamente alrededor de la perpendicular al plano, originando el fenémeno
llamado «precesion de los equinocciosy.

terrestre. Asi el momento neto ejercido por la luna y el sol sobre la tierra pro-
duce una precesion del eje de giro (N-S) de la tierra alrededor de la normal a
la ecliptica, con un periodo aproximado de 26.000 anos.

Esto quiere decir que, respecto a direcciones fijas en el firmamento, léase
estrellas del zodiaco o galaxias lejanas, la posicién de los equinoccios varia a lo
largo del tiempo; cada 2000 anios aproximadamente se produce un corrimiento
de un mes. Asi los signos del Zodiaco, asociados con la posicion de la tierra
alineada en la ecliptica bajo diversas constelaciones en el firmamento celeste
que dan su nombre a cada signo, no corresponden a fechas fijas en el calendario
de las estaciones. Asimismo, en cada época distintas estrellas hacen el papel
de estrella Polar (situada sobre el Norte, en la prolongacion del eje N-S).

8.5. Dinamica del s6lido en sistemas no inerciales

Por tltimo incluiremos en este capitulo un apartado para estudiar de forma
general los términos complementarios que se necesita incluir en las ecuaciones
de la dindmica del sélido rigido cuando se plantean en sistemas no inerciales.

Las ecuaciones de Euler, tanto en su expresion vectorial (7.66) como en
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» 2 . . . . 5
coordenadas (7.67) estan desarrolladas en un sistema inercial de referencia'®.

Supongamos que se quiere describir el movimiento en relacién a un sistema
no inercial general SQ = (Qz'y’7’), siendo @ un punto material dado del
solido (figura 8.16). Para establecer las ecuaciones de la dindmica sera necesario
considerar el efecto de las fuerzas de inercia correspondientes.

Figura 8.16: Ejes inerciales
(Ozyz) y no inerciales (Qz'y'2")
para la descripcion del movimien-
to del sdlido B, siendo @ wun
punto material dado del sélido y
(x'y'2") direcciones arbitrarias.

Sistema ligado a un punto del so6lido y orientacién arbitraria.— Se
plantea en primer lugar el caso mas general, en que se desea establecer las
ecuaciones del movimiento relativas a un sistema de referencia de orientacion
arbitraria SQ = (Qz'y'2’), que no coincida necesariamente con el triedro del
solido que gira con el mismo (Qzyz). Sea 2 la velocidad de rotacion del solido
y w # Q la del triedro (Qx'y'2"). Sea 7 el vector posicion genérico medido
desde O, 1’ el vector posicion medido desde Q, y g = rog (figura 8.16). La
relacion entre la aceleracion absoluta y la relativa al sistema no inercial (SQ)
es:

d¢ de?

d/ d2/
i‘:é‘Q—I—w/\r'—l—w/\(w/\'r’)—l—Qw/\(T> +< r) (8.51)
5Q 5Q

arr

QA cor Qe

El movimiento del solido relativo a (S@Q) es una rotacion instantanea de velo-
cidad (2 — w), por lo que:

(i’;)w — (@ w) A (8.52)

(ﬁ)m — ((i(n_w)>SQAr’+(Q—w)/\ (2 —w) Ar']

158e recuerda que aunque las coordenadas se expresen en uno o otro triedro lo relevante a
estos efectos es que las derivadas se realicen desde el punto de vista de un observador inercial
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Para establecer la ecuacién dinamica del movimiento relativo a (SQ) es
preciso anadir al momento de las fuerzas exteriores en ), M, el momento
debido a las fuerzas (ficticias) de inercia originadas por @ay y @cor:

My =Mg - / 7 A (@arr + Qeor)pdV (8.53)
B

El desarrollo de esta expresién requeriria sustituir las expresiones de a,.+ a
partir de (8.51) y acor a partir de (8.51) y (8.52) y puede resultar algo engorroso.

Sistema ligado a un punto del sélido, sin rotacién.- Es raro el caso
en que sea necesario un planteamiento tan general como el anterior. En la
practica es mas comin que lo que interese sea el estudio del movimiento del
solido relativo a un punto ) del mismo, de movimiento conocido o impuesto, sin
prescribir necesariamente una velocidad de rotacién w al triedro. En este caso,
tomaremos el triedro de referencia (Q'y’'z") = (QXY Z) con origen en Q y
direcciones paralelas al inercial (cumpliendo un papel similar al del “triedro fijo”
para el planteamiento de las ecuaciones de Euler), y por otra parte tomaremos
el triedro “del cuerpo” (Qzyz) con direcciones materiales fijas, es decir, que
rote con el solido. Serd entonces w = 0, y (8.51) se convierte en:

d2r’
rerer (dt2 )SQ,

Por lo que el término adicional en (8.53) sera tnicamente el debido al arrastre
de la traslacion de Q:

—/(r’/\i’Q)pdV: — e ANM7g) (8.54)
B ~~
=Troq

Resulta finalmente la ecuacion:

iy — [
Mq—rg N (Miq) = | — (8.55)
SQ
=Io-Q+QA(Ig-Q)

Notese que en esta expresion se ha empleado el momento cinético H gQ con
velocidades relativas al sistema (S@Q), para el que es valida la expresion H gQ =

I - Q. Sin embargo, si se empleasen velocidades “absolutas”, resultaria

HQ:IQ'Q—FMTQ(;/\’UQ.



294 Capitulo 8. APLICACIONES DE LA DINAMICA DEL SOLIDO

Por otra parte, al igual que en el desarrollo de las ecuaciones de Euler, se ha
derivado primero respecto al sistema de referencia (Qxyz), utilizando la propie-
dad de constancia de I en relacién con este sistema de referencia. El término
adicional (8.54) se puede interpretar como el momento en @) de (—M#g) si-
tuado en G.

Sistema del Centro de Masas (SCM).- En el caso en que sea Q = G,
serd r; = roe = 0, por lo que las fuerzas de inercia no dan momento en G,
y la ecuacion (8.55) es idéntica a la de un punto fijo en un sistema inercial
(7.66):

d

.MgzaﬂbzhyQ+QAUQQ)

Este resultado lo conociamos ya, habiéndolo visto al tratar del principio del
momento cinético.

Si consideramos el movimiento de un sélido en el campo gravitatorio sim-
plificado, sin otras fuerzas aplicadas ni ligaduras, serd entonces posible des-
componerlo en:

1. Movimiento del centro de masas GG, como si fuera una particula
ag = _gk:’
que da lugar a una trayectoria parabolica.

2. Movimiento relativo a G, con momento nulo (movimiento por inercia),
yva que el peso no produce momento respecto del centro de masas:

d )
gHe=1c 2+ 2n(Ic-2)=0 (8.56)
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Se resumen aqui algunos conceptos y definiciones importantes de vectores
y tensores, con pretension de sencillez y brevedad. En aras de esta sencillez,
nos limitaremos al espacio Euclideo ordinario E3 y a coordenadas cartesianas.

A.1. Escalares, puntos y vectores

En lo que sigue restringiremos nuestra atenciéon a los niimeros reales R y
el espacio geométrico ordinario E?, espacio afin de dimension 3 y dotado de la
métrica euclidea.

Los elementos o € R se denominan escalares y pueden considerarse como
tensores de orden cero.

Los elementos A € E? se denominan puntos. El segmento orientado con
origen en un punto A y final en otro B se denomina vector:

v=AB=B— A (A1)

El conjunto de los vectores, junto con las operaciones de suma de vectores me-
diante la regla del paralelogramo y producto por un escalar tiene la estructura
de espacio vectorial, denominandose V), espacio vectorial asociado a 3.

A.2. Producto escalar y vectorial

El moédulo de un vector es la distancia entre los puntos origen y final del
mismo, |v|= |ﬁ |= dist(A4, B). El producto escalar de dos vectores es un
escalar € R, cuyo valor se define geométricamente como

u - v = |ul||v|cos, (A.2)

siendo 6 el dngulo formado por w y w. Cuando el producto escalar de dos
vectores es nulo (u - v = 0) se dice que son normales o perpendiculares. El
producto escalar es conmutativo, es decir,

U-vV=v-u Yu,v € V. (A.3)
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A.3. Bases y coordenadas

El espacio vectorial euclideo V tiene dimensiéon 3, es decir que se puede
establecer una base de 3 vectores linealmente independientes (eq, es, e3) que
permite expresar un vector cualquiera v € ¥V como combinacién lineal,

3

V= Zviei. (A4)

=1

Los coeficientes (v, v2, v3) se denominan coordenadas de v en la base (eq, ez, e3).
Se puede escoger esta base de forma que sea ortonormal, es decir formada por
vectores unitarios y mutuamente perpendiculares, verificandose

€ €; = 6” (A5)

(Donde los coeficientes d;; 6 deltas de Kronecker se definen por 6;; = 0si i # j
yfsij::[Sii:j).

En lo que sigue, salvo indicacién expresa en contra, supondremos siempre
bases ortonormales'. Se denomina sistema de referencia cartesiano al conjunto
{0; e;} formado por un punto O € E3 y una base {e;} para el espacio vectorial
asociado V. De esta forma, las coordenadas cartesianas de un punto X € E?
se definen como las coordenadas del vector x = O*Xk = Z?Zl T;€;.

En funcién de sus coordenadas en una base ortonormal, el producto escalar
de dos vectores puede expresarse como

3
u-v = Zuivi = U;V;. (A6)
=1

En esta formula y en lo que sigue, con objeto de simplificar la notacién, siempre
que en un monomio haya un indice repetido dos veces se entendera que la
expresion se suma sobre el rango del indice, salvo que se indique expresamente
lo contrario.

Mediante el producto escalar se puede asociar a un vector cualquiera v €
V una aplicacion lineal v* : V — R, de forma que le haga corresponder su
producto escalar por wv:

Vox—v-zck (A.7)

Esta propiedad permite identificar los vectores como tensores de orden uno.

!Esta restriccion da lugar a los denominados tensores cartesianos.
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A.4. Tensores de orden dos

Se denomina tensor de orden dos sobre un espacio vectorial V a una apli-
cacion lineal T : V — V), de forma que

Vov—T-veV. (A.8)

La linealidad se traduce en las propiedades siguientes
1. T - (u+v)=T -u+T-v Yu,v €V
2. T (au) =a(T - u) VaeRueV

El conjunto de tensores de orden dos sobre V se denota por V2. Se define
el tensor nulo O € V? por O -v = 0 Yv € V, y el tensor identidad o unidad
1eV?porl-v=vVYvel.

Ademas, en V? se definen las propiedades y operaciones siguientes.

1. Igualdad. Dos tensores S, T € V? son iguales si y solo si

S-v=T-v Yv e V. (A.9)

2. Suma. Dados S, T € V? la suma S + T € V? se define por

(S+T) v=S-v+T- v Vv eV (A.10)

3. Producto por un escalar. Dado 8 € V? y a € R se define el producto
aS € V? por
(aS)-v=0a(S v) YveV (A.11)

4. Producto o composicion de tensores. Dados S, T € V? se define el pro-
ducto S - T € V? por

(S T) v=8-(T v) Yv eV (A.12)

Con estas definiciones, es facil comprobar que la suma de tensores es conmu-
tativa y asociativa, asi como el producto por un escalar. Asimismo, el producto
por un escalar y el producto de tensores son distributivos respecto de la suma.

Se definen las componentes de un tensor S en una base cualquiera {e;}
como los coeficientes escalares

Sij=ei-(S-e;)  (i,j=1,23). (A.13)
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Por tanto, la expresiéon en componentes de la aplicaciéon de un tensor sobre un
vector es

v=8S-u = vi:ei~v:ei~(S-ujej) :Siju]'. (A14)

Las componentes de un tensor se pueden escribir en forma de matriz,

S Si2 Sis
[S]= [ S21 S22 Sas |, (A.15)
S31 S32 S33

indicando el primer indice fila y el segundo columna de la matriz. Notese que
para diferenciar la matriz de componentes del tensor respecto del tensor mismo
se emplea la notacion [S] en lugar de S. La definicion de un tensor es intrinseca,
independiente de la base, mientras que sus componentes son distintas segtn la
base elegida.

Anélogamente, escribiremos las componentes de un vector v en una base
(e1, e2, e3) mediante una matriz columna {v} (el empleo de llaves indicara la
estructura de matriz columna). La traspuesta de ésta sera una matriz fila, que
denotaremos por ||v| = {v}T (el empleo de doble barra vertical indicara la
estructura de matriz fila):

U1
{v}=<qwvp; o) = {v}T = (v1 va wv3). (A.16)
U3

De esta forma, en una base dada, el producto de tensores se traduce en el
correspondiente producto de matrices,

u=ST = Uz‘j = Sikaj = [U] = [S} [T] (A.l?)

Por otra parte, el desarrollo de un vector en funcién de los vectores de la base
puede expresarse mediante la matriz formada por estos tltimos,

U1
vV =ve; = (61, €9, 63) V2 = {Bi}T{U}. (A18)

U3

El producto tensorial (también llamado diadico) de dos vectores a y b se
define como un tensor de orden dos, de acuerdo a

(a®b)-v=a(b v) Yo e V. (A.19)
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La expresion en componentes es
u=(a®b)-v = u =abjv;. (A.20)
Las componentes del tensor a ® b son
[a®blij=e;-(a®b)-ej)=e;(a(b-ej)) = abj, (A.21)
lo que en expresion matricial es
[a®b] = {a}{b}"T. (A.22)

Mediante el producto tensorial de los vectores de la base, se puede escribir
el desarrollo de un tensor en funcién de sus componentes,

T = T’ij € X e;j. (A23)

A.5. Cambio de base

Establezcamos un cambio de base, desde {e;} a una nueva base {e}}, am-
bas ortonormales. El cambio se puede caracterizar mediante un tensor A que
transforma los vectores de la antigua base en los de la nueva:

e, =A-e;. (A.24)
Desarrollando las componentes de los nuevos vectores e en la base e;,
ei = (e;-ej)ej = (e - (A-ei)) e = Ajie;. (A.25)

Empleando la matriz de coordenadas [A] = [A;;] en la base {e;}, esta relacion
puede formularse matricialmente como

(ef e es)=(e1 ex e3)][A] = ey =[A"{esp. (A.26)
el es

Las componentes de [A] tienen el significado siguiente:
Aij =€; (A . ej) = €; 6;. (A27)

Asimismo, puede obtenerse una expresion directa del tensor de cambio me-
diante:

3
A= Z e% X ey. (A-28)
k=1
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Veamos ahora la propiedad de ortogonalidad de la matriz de cambio. Para
ello, comenzamos por expresar los vectores de la base antigua (e;) en la nueva
base,

ej = (ej - e))e; = Aje;. (A.29)

Si sustituimos esta expresion en (A.25) resulta
6; = AjiAjk‘e;{; (ABO)
(habiendo sustituido el indice mudo i de (A.29) por k). De esta forma se deduce

inmediatamente la condiciéon que deben cumplir las componentes del tensor de
cambio de base,

o = Ajd & [A]T[A] =[1]. (A.31)

Esta propiedad, obtenida basandose en la ortonormalidad de ambas bases,
caracteriza la matriz de cambio de base como matriz ortogonal:

(AT = (A7 (A.32)

Veamos ahora la transformacién de coordenadas de un vector, al cambiar
a la nueva base:

vV =v;€;

— e = v Ayes (4.33)

luego
= Ay, = {o} = [Alfo) (A3
= Agu = o = [A]"(v) (4.35)

A.6. Operaciones y clases especiales de tensores

Dado un tensor S definimos su traspuesto, ST, como otro tensor que verifica
(S-u)-v=u-(ST v) Vu,v € V. (A.36)

Decimos que un tensor S es simétrico si ST = S, mientras que serd hemisi-
métrico si ST = —8.
Un tensor S admite inverso si existe otro tensor S~! tal que

S.81=5"1.8=1 (A.37)
Decimos que un tensor Q es ortogonal si QT = Q7' es decir,

Q-Q'=Q"- Q=1 (A.38)
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El tensor A que define un cambio entre bases ortonormales, teniendo en cuenta,
(A.31), es un tensor ortogonal:

AT[A]=1] = AT.-A=1 (A.39)

Un tensor ortogonal A se denomina rotacion si en el cambio de base asociado
a partir de un triedro a derechas (es decir, que verifica es = e A e3) se obtiene
otro triedro a derechas. Mas abajo (apartado A.11) veremos que una condicion
equivalente es que su determinante debe valer +1.

A.7. Cambio de coordenadas de un tensor

Sea un cambio de base definido por las expresiones tensoriales e, = A - e;
!/

(¢ =1,...3), o de forma equivalente, por las expresiones algebraicas e, = Aj;e;.
Un tensor T' define una aplicacién lineal en V,

v=T-u, (A.40)

que expresada en unas u otras coordenadas resulta en las siguientes expresiones
matriciales:

{v} =[THu},  {v} =[TT{u}" (A.41)
Teniendo en cuenta las relaciones de cambio de coordenadas para los vectores,
(A.34, A.35):

{v} = [A]"{v} = [A]"[T]{u} = [A]"[T][A{u}"; (A.42)

por lo que
[T) = [A]"([T][A] & T = TuArA;. (A.43)

A.8. Coeficientes de permutacion

Se definen a partir de los vectores de una base ortonormal (ej, e2, e3) me-
diante la expresion general siguiente:
€ijk = (ei N ej) - ey. (A.44)
Desarrollando la expresion, comprobamos que su valor es +1, —1 6 0 segin el
€aso:
+1 sila permutacion (i, j, k) es par:
(1,2,3), (2,3,1) 6 (3,1,2);
€k = § —1 si la permutacion (4, j, k) es impar: (A.45)
(1,3,2), (2,1,3) 6 (3,2,1);

0 sien (i,j, k) algin indice esta repetido.
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Se comprueba facilmente la propiedad de hemisimetria para los coeficientes,
€jik = —€ijk;  €ikj = —€ijk- (A.46)

A partir de (A.44) se deduce inmediatamente que e; A ej = €;;,€ey, por lo que
el producto vectorial de dos vectores cualesquiera sera

U NV = €k UjVje. (A.47)
Analogamente, el producto mixto de tres vectores vale
la,b,c] = (aAD)-c=ejjabjcy. (A.48)

Los coeficientes hemisimétricos ;5 corresponden a las coordenadas de un ten-
sor de orden tres, aunque no entraremos en méas detalles sobre este aspecto.

A.9. Forma cuadratica asociada a un tensor

Un tensor de orden 2 cualquiera T' define una forma cuadratica asociada,
YV x V — R, de forma que

VxV3(u,v)—u- (T v)eR (A.49)

Esta forma cuadratica es bilineal, es decir, lineal en cada uno de sus dos ar-
gumentos. Decimos que el tensor T es definido positivo si la forma cuadratica
asociada lo es, es decir,

u-(T-u)>0 YueV, u#0. (A.50)
Anélogamente, cabria definir los conceptos de tensor definido negativo, semi-

definido negativo, semidefinido positivo e indefinido.

A.10. Vector axial asociado a un tensor hemisimeétri-
co

La forma cuadratica asociada a un tensor hemisimétrico es igualmente he-
mistmétrica:

si T=-TY,  w - (T-v)=-v- (T -u) Yu,ve). (A.51)

Particularizando esta propiedad para los vectores de la base (u = e;, v = e;),
deducimos que la matriz de coordenadas es también hemisimétrica:

T, = —T; Vi, j=1,2,3. (A.52)
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Una propiedad importante de un tensor hemisimétrico es que existe siempre
un vector azial asociado, que lo hace equivalente a un producto vectorial:

WeVEi W=-W' = 3ZweV, W-.x=wAz VzeclV. (A53)

Desarrollando las componentes de esta expresion,

Wyitier = € Wit ex, (A.54)
e igualando éstas,
€ijrwit = Wiixj, (A.55)
N——
=€5ikW;T;
por lo que
VVij = WkE€kjs- (A'56)

Asimismo, se puede invertir esta relaciéon para obtener

1
w; = iejiijk. (A.57)
El tensor hemisimétrico asociado a un vector w lo denominaremos también w,

6 wA. La equivalencia es por tanto

W = wh — @ (A.58)
)
w1 0 —w3 w2
{w}=qwyp, [W]=[w]=| ws 0 —w|. (A.59)
w3 — w2 w1 0

A.11. Traza y determinante

La traza es una operacion tensorial lineal que asocia a un tensor de orden
dos un escalar. Aplicada al producto tensorial de dos vectores, cumple

trla®@b)=a-b Va,be). (A.60)
Por tanto, para los vectores de la base —ortonormal—,
tr(e; ® ej) = dyj, (A.61)
y aplicando esta expresion en el desarrollo de un tensor T,

tr T = tr(Tjj €; ® ej) = Ti50i5 = Ty = Ti1 + Too + T3. (A.62)
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Conviene recalcar que, al tratarse de una operaciéon tensorial intrinseca, el
resultado es independiente del sistema de coordenadas en el que se calcule. Por
este motivo se dice que la traza es un invariante del tensor.

El determinante de un tensor es un escalar cuyo valor coincide con el de-
terminante de la matriz de componentes asociada en una base dada.

det T' = det[T. (A.63)
En funcion de los coeficientes de permutacion puede expresarse como
det T = €5 Ti1 T2 131, = €511 T2 Th3. (A.64)

Se trata igualmente de una operacion tensorial intrinseca, por lo que el resul-
tado es el mismo independientemente de la base empleada para calcular las
coordenadas. Es por tanto otro invariante del tensor.

El determinante tiene las propiedades siguientes.

1. Un tensor cuyo determinante es no nulo posee siempre inverso:

detT#0 = 3IT7'|T-T!'=1. (A.65)

2. El determinante de un producto de tensores es el producto de los deter-
minantes,

det(A - B) = det(A) det(B) (A.66)

3. El determinante del tensor identidad vale 1, y el del inverso de un tensor
es el inverso del determinante,

1
detl1=1, detT '= )
© ’ ¢ det T

(A.67)

4. El determinante del traspuesto de un tensor es igual al determinante del
tensor original,

det (T") = det (T) (A.68)
5. El determinante de un tensor ortogonal vale +1,

1=det(1) =det (RTR) = (det R)> = detR==+1l. (A.69)

Se dice que un tensor ortogonal corresponde a una rotacion propia (ver
apartado A.6) cuando su determinante vale +1. En este caso puede compro-
barse que un triedro a derechas es transformado siempre en otro triedro a
derechas.
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La aplicacion de las ecuaciones de la dinamica requiere expresar las com-
ponentes de la velocidad y aceleraciéon segtin un determinado sistema de coor-
denadas. Las coordenadas cartesianas ortonormales es la eleccién obvia y méas
simple pero no siempre son las mas adecuadas; esto dependera de la geometria
del problema concreto. En ocasiones es ventajoso emplear otras coordenadas,
como las coordenadas cilindricas (o polares en el caso plano), esféricas, o el
triedro intrinseco a la propia trayectoria.
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En cada uno de estos casos, el aspecto que nos ocupa es obtener las com-
ponentes de los vectores velocidad y aceleracion:

de’ Code?

=

(B.1)

B.1. Coordenadas cartesianas.

El triedro Ozyz esta asociado a los versores (¢, 7, k) segin cada direccion
coordenada (figura B.1). Puesto que los versores del triedro son constantes,
para obtener la velocidad y aceleracion basta derivar directamente las coorde-
nadas:

r=uxt+yj+ zk
r=ai+yj + 2k
7 =1+ ijj+ Zk

Figura B.1: Coordenadas cartesia-
nas

Ak

B.2. Coordenadas cilindricas y polares.

En este caso, las coordenadas que definen la posicion son (p, 8, z), siendo
p la distancia desde un punto fijo O, 6 el angulo que forma la proyecciéon del
radio vector sobre un plano fijo con una direcciéon dada del mismo, y z la altura
del punto sobre dicho plano (figura B.2).

El triedro de vectores unitarios asociado (o base fisica) es (u,, ug, k). El
versor u, queda definido como un vector unitario en la direccién de la pro-
yeccién de r sobre el plano; k es el versor perpendicular al mismo, y ug es
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Figura B.2: Coordenadas cilindri-
cas

perpendicular a los dos anteriores. En este triedro tanto u, como ug varian de
punto a punto, constituyendo un sistema de coordenadas curvilineas.
La posicién de un punto queda definida mediante

r = pu, + zk (B.2)

expresion que engloba también a las coordenadas polares para el movimiento
plano, sin méas que hacer z = 0.

Es inmediato establecer las relaciones con las coordenadas cartesianas, to-
mando el plano de referencia Oxy de forma que se comparte la coordenada
z:

x = pcosf

y = psenf
Mientras que entre los versores de ambos triedros la relaciéon es
u, = cos 0% + sen 03
uy = —sen 0t + cos 07
Derivando estas expresiones respecto del tiempo se obtiene
u, = —0sen i + 0 cos 05
= 0"(1,9
Qg = —6 cos 05 — §sen 03
= —0u,

k=0
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Empleando estas igualdades y derivando el vector posicion (B.2) se obtiene
la velocidad,
T = pu, + pug + 2k;

repitiendo la operacién, se obtiene la aceleracion:

. o =P
= (5 — pb®)u, + (200 + pbyug + k. & ag=2p0 + pd (B.3)
a, =2

B.3. Coordenadas esféricas.

La posicién de un punto queda ahora referida a las dos coordenadas angu-
lares en una esfera de radio r: la longitud ¢ y la latitud 6 (figura B.3).

Figura B.3: Coordenadas esféricas

El triedro fisico es ahora (u,,ug,u,). La linea coordenada de longitud ¢
constante define el meridiano, al cual es tangente el versor wug. Asimismo la
linea de latitud ¢ constante define un paralelo, al cual es tangente el versor ..
Por dltimo, el versor u, lleva la direcciéon y sentido del radio vector r.

Proyectando sobre las direcciones del triedro cartesiano se obtienen las
relaciones con los versores del mismo:

u, = cosfcospi+cosfsenpj+senfk
ug = —senfcospi—senfsenpj+ cosbk

Uy, = Uy AN U, = —Sen 1t + cospj

En este caso los tres versores son variables, funcién del punto. Para obtener sus
derivadas temporales, expresaremos primero sus derivadas parciales respecto
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de las coordenadas:

6“7- o 0. auT‘ — Up: 8”7’ o 9u

67" - ) 80 - 05 a(p = Ccos ®
Oug _ o Ouwog _ - Ouwy o

or O ap T gy T T

Ouy _ . Oup _ Oup _

B =0; 50 =0; 9z =senf up — cosfu,

o T e T a7
:9u9+<,bcosﬂu<p
Uy = —gbsen0u¢—9ur

u, = @senf ug — @ cost u,

Por ultimo, utilizamos estas expresiones en las derivadas temporales de r, para
obtener:

P = 7w, + rhug + r¢ cos Ou,
P = (¥ — rp? cos® O — 10?)u, + (270 + rp* senf cos 0 4 r0)uy
+ (27¢ cos 0 — 2rfp sen O + 1 cos 0)u,

B.4. Triedro intrinseco

La propia curva definida por la trayectoria dinamica, r(t), permite definir
un triedro denominado «intrinsecos, que a menudo resulta de gran utilidad
para describir el movimiento. Se resumen aqui algunas definiciones y propieda-
des fundamentales de dicho triedro. Para un mayor detalle puede consultarse
algin texto de geometria diferencial.

Vectores y planos del triedro.— Los versores que constituyen el triedro
intrinseco estan definidos por la trayectoria misma. Esta puede considerarse
parametrizada bien por el tiempo (r(t), con derivada 7 = dr/dt), bien por la
longitud del arco de curva s, sabiendo que ds = v/dr - dr. El sentido positivo
del arco coincide con el avance real sobre la curva a lo largo del tiempo.

'D.J. Struik: Geometria Diferencial Cldsica, Aguilar 1973; J.A. Fernandez Palacios: Me-
cdnica Tedrica de los Sistemas de Sélidos Rigidos, (Anejo 1A), 1989.
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Figura B.4: Vectores del triedro intrinseco

— tangente t def dr/ds, vector unitario con igual direccion y sentido que la
velocidad 7.

— normal principal i, vector unitario normal a la curva (dr-n = 0), y per-
teneciente al plano osculador (plano definido por dos tangentes sucesivas
a la curva, t y t + dt). Su direccion y sentido lo tomaremos por tanto
segun dt, es decir, hacia el lado céncavo de la misma.

— binormal b < ¢ A n, perpendicular por tanto a la curva (dr-b =10), y
también a la normal principal (n - b= 0).

Los versores n y b definen el plano normal, cualquier recta contenida en este
plano es normal a la curva. Por otra parte, el plano osculador queda definido
por (¢,m), siendo la binormal perpendicular al mismo.

Foérmulas de Frenet.— Al ser un versor de moédulo unidad, la derivada del
vector tangente es normal al mismo:

d dt
g(t\_;_t/)_th_O. (B.4)

Por la definiciéon hecha de m, la derivada dt/ds lleva la direccion de n, y el
moédulo se denomina curvatura:

dt
ds
Se puede interpretar de forma intuitiva razonando que cuanto més se «doble»
la curva (por unidad de arco), mayor es su curvatura . Dada la definicion
realizada de m, por la que su sentido es siempre hacia el lado céncavo, dicha
curvatura resulta siempre positiva. Asimismo, se define el radio de curvatura

def

. def ,
como su inversa: R = 1/k. Asi,

dt 1
L = hn=gn (1.2 formula de Frenet). (B.5)
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Veamos ahora la variacion de la binormal b. Si la curva es plana, el plano
osculador es fijo y db/ds = 0. En un caso general, esta derivada constituye
una medida del alabeo de la curva que denominaremos torsion. En cuanto
a la direccion de esta derivada, razonamos en primer lugar, por los mismos
argumentos esgrimidos en (B.4), que es normal al propio b. Por otra parte,

d db dt  db

t t+b- — ‘t+b =0.
ds (\6’) ds + ds _ ds + H(,_l 0
= =0

Deducimos pues que db/ds = 0 es normal a b y a t, es decir, lleva la direcciéon
de m, mientras que su modulo lo llamaremos torsiéon 7. Estableciendo de forma
convencional el signo negativo en esta relacién, puede escribirse

db 1 )
3= Tn=pn (2.2 formula de Frenet). (B.6)

(El radio de torsion resulta, andlogamente al de curvatura, T defy /T.)
Por tltimo, derivando la normal principal,

d d
"= ds(b/\t) =(—tn)At+bA (kn),
es decir:
dn i
P Tb— kKt (3.2 formula de Frenet). (B.7)
S
Expresiones de la velocidad y aceleracion.— FEmpleando las féormulas

de Frenet es inmediato deducir las siguientes expresiones para velocidad y
aceleracion:

dst ot
dt

relacion que expresa simplemente que la velocidad es tangente a la trayectoria.
Derivando de nuevo,

= vt—i-v@% @t—i—vjn
a ds dt R

Se identifican en esta expresion claramente dos términos de la aceleracion:

vt aceleracion tangencial
2
v . ]
—mn  aceleracion normal (centripeta)

R
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