Capitulo 6

Cinematica del sélido rigido
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6.3.5. Expresiones de la velocidad de rotacion

6.1. Velocidades y aceleraciones del sélido rigido

La segunda parte del curso trata de la dindmica del movimiento general
en tres dimensiones del solido rigido. En este capitulo se estudia la caracte-
rizacién del movimiento o cinemdtica, lo que resulta clave para aplicar mas
adelante las leyes de la dindmica y obtener las ecuaciones pertinentes.

6.1
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En este estudio del movimiento comenzamos por estudiar la expresion
de la derivada temporal de un vector material ligado al sblido, que como
veremos es la base para las expresiones de los campos de velocidades y ace-
leraciones del sélido. Estos campos se caracterizan mediante la velocidad y
aceleracion de traslaciéon de un punto de referencia del solido y la velocidad y
aceleracion angulares del s6lido. Tanto las velocidades como las aceleraciones
son derivadas del movimiento del sélido, o lo que es lo mismo descripciones
de sus movimientos infinitesimales. Una vez caracterizados estos campos se
analiza la composiciéon de movimientos ya que en numerosas ocasiones el
movimiento de un sélido viene definido como superposicion de movimientos
elementales o bien en relacién a otro sistema movil. Por altimo estudiaremos
los movimientos finitos del sélido, en particular las rotaciones finitas, que
como se verd precisan una interpretacion rigurosa como tensores o matrices
de rotaciéon, cuya parametrizaciéon se aborda mediante los angulos de Euler.

6.1.1. Derivada de un vector material del s6lido

Consideremos un sélido B, dotado de un movimiento general, esto es
tanto de traslacion como de rotaciéon. Supondremos un sistema de referen-
cia ortonormal (triedro) ligado al solido (O, e;), con origen en O € By
vectores unitarios materiales e; que se mueven con el solido (figura 6.1).
Las derivadas (temporales) relativas de estos vectores para un observador
ligado al s6lido seran nulas. Sin embargo, sus derivadas «absolutas» para un

Figura 6.1: Solido rigido B, con el trie-
dro movil (del solido) {O, e;}, y un
vector material w ligado al sélido rigi-
do. Este vector puede considerarse co-

Es mo si estuviera «pinchado» en el sdli-
do.

Oo

E,

sistema de referencia inercial ( «absoluto») no seran nulas:

du du
- =0: U= —+#£0. 6.1
<dt >rel,B o dt % ( )
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Aunque los vectores e; del triedro sean moviles, sus productos escalares si
son constantes, y por tanto las derivadas de estos productos nulas:

d . .
ei-ejzéij = Ozé(ei-ej):ei-ej—i—ei-ej. (6.2)
Definimos unos coeficientes
Hij déf e; - éj s (63)

que debido a las relaciones (6.2) resultan ser hemisimétricos:
e; - éj = —€;- é; = Hij = _Hji . (6.4)

Las expresiones (6.3) indican también que los coeficientes H;; se pueden
interpretar como las componentes del vector derivada e; en la base {e;}:!

éj = Hijei . (6.5)
Supongamos ahora un vector material cualquiera u ligado al sélido,
U = uje;; (6.6)

en el triedro del solido las componentes u; de este vector seran constantes,
por lo que su derivada serd, empleando la linealidad de la misma y (6.5),

du d de;
v= g = W) =uig = whier (6.7)

Podemos escribir las componentes de esta expresiéon en forma matricial,
empleando la matriz de las componentes hemisimétricas [H] = [H;;|, en la
cual so6lo hay tres componentes independientes y no nulas:?

{v} = {4} = [H{u}

vy 0 His Hiz uy Hisus + Hygug
vy p = | —Hjo 0 H23 ug p = & —Hyoui + H23U3 . (6.8)
U3 —Hy3 —Hy O us3 —Hizur — Higus

'En lo sucesivo adoptaremos el convenio de sumacion implicita de Einstein, por el que,
salvo indicacién en contra, los indices repetidos se deben entender sumados a lo largo de
todo su rango.

2Adoptaremos en lo sucesivo la siguiente notacién para las expresiones matriciales:
{b} = {b;} para matrices columna, {a}T para matrices fila, y [C] = [C;;] para matrices
de dos indices.
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Realizaremos ahora un cambio de notacion para las componentes [H;;]:

[H] = | —-Hpo 0 Hos | = Qs 0 -] . (69)
—Hy3 —Hez 0 €y 0

Este cambio permite interpretar la derivada como un producto vectorial por
el vector que denominaremos velocidad angular o velocidad de rotacion del

solido B,
Q= M1e1 + Qses + Q3ze3; (6.10)
desarrollando el producto vectorial:*
€1 €9 €3
QAu=1Q1 Q Q3= Eiijinek
(75} U2 U3
= (qug — Qg’le)el + (Q3U1 — Q1U3)€2 + (Ql’uQ — QQU1)63

Qoug — Qzus
= (61 €9 63) qul - Q1U3 y (6.11)
Qqug — Qauy

expresion que comprobamos se corresponde con (6.8). De esta forma, la
expresion vectorial de la derivada del vector material u seré

w=QAu. (6.12)

Hacemos notar que la velocidad angular €2 es una propiedad del movimiento
del s6lido en su conjunto, independientemente del vector u considerado. Asi,
para dos vectores materiales uq, us de B sera

U1 =QAu; U =L Au;. (6.13)

Podemos definir asimismo la notacién asociada del operador matricial he-
misimétrico como R

Q2] = [H] (6.14)
de forma que la derivada admitird una interpretaciéon equivalente mediante
un producto vectorial o una aplicacién hemisimétrica*asociada [ﬁ]

w=0Au = {u}=[Q{u}. (6.15)

3Las componentes €ijr corresponden al tensor permutacién, siendo su valor +1 6 —1
segin la permutacion sea par o no, e igual a cero si algin indice se repite.

4De forma mas general y sin hacer mencion a coordenadas, puede considerarse que
este operador es un tensor de segundo orden hemisimétrico, que define una aplicacion
lineal por la que © = €2 - u. Por otra parte puede comprobarse que la relaciéon entre las
componentes del vector axial 2 y del tensor hemisimétrico asociado Q son ﬁij = Qrerji,
Q; = %G]’z’ijk
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El vector € caracteriza el movimiento del sistema de referencia del s6-
lido, y se corresponde con el concepto intuitivo de velocidad angular de
rotacion del sélido rigido. Para comprender esto, consideremos la velocidad
de un punto definido por el radio vector r = u con origen en O (o lo que
es lo mismo, la velocidad del extremo de u respecto a O) cuando el triedro
gira con velocidad angular € alrededor de un eje dado (figura 6.2).

A
Q = Qe
el
f“—_ 1 ~~~~
P 1 Ss
1’ 1 ~s
A Y . s
; \ d ) Figura 6.2: Interpretacion de
\ S~ .
. Tl JOtad Q como una velocidad de rota-
RS S~ e .
el |- ¥ v=Qd cion.
______ >
’I
'l T=U
e .
’
'l
(@)

Si el punto en cuestién se halla situado a distancia d del eje, su veloci-
dad es €2d, en direccién tangencial a la circunferencia situada en un plano
perpendicular al eje de rotacién y cuyo centro es la intersecciéon del eje con
el plano. Este mismo resultado se obtiene del desarrollo geométrico de la
expresion Q A r.

Por ultimo, este resultado para la derivada de un vector material sirve
también para derivar un vector cualquiera no ligado al sélido, pero cuya
definicion se realice a través del sistema de referencia del solido, p = p;e;.
En este caso las componentes p; no seran en general constantes, por lo que
la derivada es

dp . . . .

q — Piei tpiéi = piei +pi(2 A e) =pie; + QA (piei) ; (6.16)
en esta expresion, el primer término corresponde a la derivada relativa, que
medirfa un observador ligado al sélido. Asi se llega a

. dp dp

=—=|—= +QAD. 6.17
= ( dt >rel B b (837)
Esta expresiéon indica que la derivada de un vector cualquiera a través del
sistema de referencia ligado al sblido se puede expresar como suma de la
derivada relativa y un término complementario definido por el producto
vectorial por la velocidad angular.
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EJEMPLO 6.1: Se considera una curva I' en R3, en la cual se puede definir
el vector tangente t = dr/ds, siendo ds = |dr|. Se sabe por la primera
formula de Frenet que dt/ds = kn, siendo el vector unitario n la denomi-
nada normal principal y k la curvatura. La binormal se define a su vez como
b = tAn. Estos tres vectores unitarios forman un triedro a derechas (t, n, b)
denominado triedro de Frenet (ver apartado B.4 en apéndice B, o para una
descripcién mas completa un libro de geometria diferencial como el Struik”).
Por dltimo, la tercera formula de Frenet indica que db/ds = —7n, siendo
7 la torsion de la curva. El triedro de Frenet puede considerarse como un
sistema rigido.

Deducir la velocidad de rotacion del triedro de Frenet cuando un punto
se mueve por la curva I' con velocidad v.

Figura 6.3: Vectores del triedro intrinseco de Frenet.

dt  dtds
dt  dsdt

Interpretando la derivada mediante la velocidad de rotaciéon €2,

dt t mn b
aZQ/\t: Qr Qn Ul =—-Q,b+ Y,
1 0 O

y de la comparacién de ambas expresiones se deduce €, = kv; €, = 0. Por
otra parte,
db  dbds
dt — dsdt
e interpretandola como producto vectorial

db
— =QAb=-0 Q,t.
a A t T+

°D.J. Struik: Geometria Diferencial Cldsica, Aguilar 1973.

= —TNnv;
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De donde se deduce que €y = 7v. Por tanto, la velocidad angular buscada
tiene la expresion
Q=vrt+vkb.

Esta ecuacién permite interpretar la evoluciéon del triedro intrinseco de Fre-
net, al desplazarse con velocidad v segtin la curva, como una rotacién con
dos componentes: una de torsiéon, alrededor de la tangente, con velocidad
angular v7, y una de curvatura, alrededor de la binormal, con velocidad
angular vk. ]

6.1.2. Campo de velocidades del sélido rigido

Consideramos un sistema de referencia inercial («fijos) Sy = (Oo, E;),
y otro movil S = (O, e;) ligado a un soélido B. El vector posicion de un
punto material cualquiera del s6lido respecto de Sy es 7, y respecto de S lo
denominamos p. La relacion entre los vectores posicion (figura 6.4) es

r=ro+p, (6.18)

donde ro define la posiciéon del origen O de S. La velocidad la obtenemos

Figura 6.4: Vectores posicion (r, p)
en las referencias fija So = {Oyp, E;} y
movil S = {0, e;} respectivamente.

derivando esta igualdad, ro se deriva directamente y para el vector material
p tendremos en cuenta la regla de derivacion en sistemas moviles (6.12):

v=v0+QAp. (6.19)

En esta ecuacion, los dos sumandos que componen la velocidad tienen una
interpretaciéon clara. En primer lugar, vp es una componente de traslacion,
comiin para todos los puntos de B. Por otra parte, 2 A p es la velocidad co-
rrespondiente a una rotacién instantdnea de velocidad angular €2 alrededor
de un eje que pasa por O.
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La expresion (6.19) define los movimientos infinitesimales del solido:
considerando un tiempo elemental d¢, podemos escribir dr = vdt, d0 = dt
y la ecuacién es equivalente a

dr =drpo+do Ap. (6.20)

Por otra parte, la ecuacion (6.19) caracteriza el campo de velocidades
del soélido rigido como un campo de momentos, o lo que es equivalente, como
un Sistema de Vectores Deslizantes (SVD)%. Como tal, queda descrito por
los siguientes elementos béasicos:

= Resultante: €2;
= Momento en un punto O: vp;
= Campo de momentos: para un punto cualquiera P € B

vp=vo+QArop
=vo+rpoNQ.

De la ecuaciéon del campo de momentos se deducen algunas propiedades
interesantes:

1. Equiproyectividad: La proyecciéon de las velocidades de dos puntos
cualesquiera sobre la recta que les une es igual,

Y(O,P) e B, wvo-rop=vp-TopP;

2. Invariante escalar: La proyeccion de la velocidad de un punto cual-
quiera sobre la velocidad angular es una constante o «invariante esca-
lary,

VP e B, wvp-§=cte

Cuando esta invariante escalar sea nula diremos que el movimiento es
una rotacion instantdnea.

3. Eje central y momento minimo:
Existe un eje en el cual el momento (v) es igual para todos los pun-
tos del mismo, con la particularidad de que es paralelo a la propia
direccion del eje (2) y ademés el minimo (vmin). En nuestro caso,
llamaremos a este Eje Helicoidal Tangente (EHT), cuya obtencion y
propiedades las veremos a continuacion.

5Para una descripcion y resumen de las propiedades de los Sistemas de Vectores Des-
lizantes y los campos de momentos resultantes, consultar J.A. Ferndndez Palacios: Me-
canica Tedrica de los Sistemas de Sdlidos Rigidos, Anejo 1B, o M. Prieto Alberca: Curso
de Mecdnica Racional — Cinemdtica y Estdtica, Cap. I: Calculo Vectorial



Aptdo. 6.1. Velocidades y aceleraciones del sélido rigido 6.9

Movimiento helicoidal tangente

Busquemos en primer lugar los puntos en los que la velocidad dada por
(6.19) se anula:

v=v0+QAp=0 = QAp=-vp;

se obtiene una ecuacion vectorial en la que son datos 2 y v, con la incognita
p. Para que tenga solucién, es necesario que se cumpla la condicién de
compatibilidad”:

Q-vpo=0. (6.21)

En un caso general, no tienen porqué existir puntos de velocidad nula; Sélo
los habra si se cumple esta condicién de compatibilidad. Si existen puntos
de velocidad nula diremos que el movimiento instantaneo es una rotacion.

Generalizando algo mas, busquemos ahora puntos en que la velocidad
sea paralela a €2, es decir, v = AQQ:

vo+ QA p=2Q,

o bien
QA p =22 —vp. (6.22)

Esta es, de nuevo, una ecuaciéon vectorial en p. Es facil comprobar que su
solucién no es Gnica: si se conoce una soluciéon y se suma a esta un término
paralelo a €2, el resultado también cumple la ecuaciéon. En definitiva la
soluciéon general seré una recta paralela a 2. A través de algunas sencillas
operaciones vectoriales® se puede obtener la solucién de (6.22) que resulta:

- QANvo

=
Esta expresion define un eje paralelo a €2, en funcién del parametro «. Por
otra parte, la condicién de compatibilidad exige que:

+af). (6.23)

Q- M2—v0)=0 = Q- vo=\0

es decir, define el valor de A en funcién del invariante escalar, pudiendo
distinguirse dos casos.

a. Si Q-vp #0,es A # 0, y la velocidad en el eje es v = A2 # 0. No
existen puntos de velocidad nula, se trata de un movimiento helicoidal
tangente general.

"El producto vectorial es normal a los dos argumentos
8Véase Curso de Mecdnica, J.M. Goicolea (2010), apartado 4.3.1
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b. SiQ-vp =0,es A =0, y la velocidad en el eje es v = 0. El movimiento
es una rotacion instantdnea.

Todos los puntos del eje definido por (6.23) tienen la misma velocidad,
en efecto, si dos puntos definidos por p; y py pertenecen al eje:

0
pr—p1 =B = vy=v+QABA].

Por otra parte, si se toma como referencia un punto A del eje, la velocidad
en otro punto cualquiera P queda descompuesta como suma de un término
constante en direcciéon del eje, v 4, y otro perpendicular a este, por serlo a
Q (figura 6.5):

v=v4+2Ap=2+QAp. (6.24)

Es facil comprender por tanto que el eje contiene los puntos de welocidad
minima del so6lido: la velocidad de cualquier otro punto, ademés de la compo-
nente constante (v4 = AQ2), tiene una componente adicional perpendicular
a la velocidad del eje, por lo que siempre serd mayor en modulo.

Q
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Figura 6.5: Descripcion del campo de velocidades como un movimiento heli-
coidal tangente. La velocidad de un punto P cualquiera se obtiene sumando
la velocidad de deslizamiento de los puntos del eje (v4) y el momento QA p

Esta descripcion del campo de velocidades caracteriza el llamado movi-
miento helicoidal tangente, es decir como una hélice o «sacacorchosy», cuyo
eje queda definido por (6.23). Los puntos que no estén sobre el eje tienen
una componente adicional de la velocidad (€2 A p) perpendicular al mismo.

Esta caracterizacién del movimiento varia con el tiempo, tanto por el
cambio de la direccién de € céomo de su moéddulo. Por lo tanto, en cada
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momento existe un movimiento helicoidal, tangente al movimiento en ese
instante. Debido a esto, (6.23) se llama «eje instantaneo» del movimiento.

Por otra parte, se denomina «tangente» porque caracteriza, al igual que
las tangentes, tan solo la derivada primera del movimiento. El movimiento
helicoidal tangente sirve para interpretar el campo de velocidades, pero en
cambio no es valido para interpretar el campo de aceleraciones, caracterizado
por la derivada segunda, como veremos més abajo.

Axoides del movimiento.— A lo largo del movimiento el eje instan-
taneo del movimiento helicoidal tangente ocupa una posicién distinta en
cada instante, describiendo una superficie reglada denominada axoide. La
ecuacion paramétrica del axoide sera simplemente la expresada por (6.23),
tomando como pardametros « y el tiempo t. Segin describamos el axoide
desde el punto de vista del sistema de referencia moévil o del fijo obtendre-
mos dos superficies regladas distintas, denominadas respectivamente azoide
mdovil o azoide fijo:

n Azxoide mdovil
B Q ANvo

e + af2 (6.25)

» Azxoide fijo
Q ANvo

0z T af) (6.26)

r=7ro-+
Por su definicién, ambos axoides son superficies regladas. En cada instante
tienen en comin la generatriz, que es precisamente el eje del movimien-
to helicoidal tangente en ese instante. Una propiedad importante de los
axoides es que son tangentes entre si en todos los puntos del eje. Esta afir-
macibn, a pesar de lo que pudiera parecer intuitivamente en una primera
consideracion, no es evidente. Conviene precisar que una superficie reglada,
en general, no tiene necesariamente un dnico plano tangente a lo largo de
una generatriz; solo seré asi si la superficie reglada es ademaés desarrollable,
como es el caso de los conos o los cilindros. Sin embargo, un hiperboloide
reglado (de una hoja) no es desarrollable y el plano tangente es distinto en
cada punto de la generatriz. Los axoides son en general superficies regladas
pero no necesariamente desarrollables.

6.1.3. Campo de aceleraciones del sélido rigido

Derivando otra vez la expresion de la velocidad (6.19) y aplicando de
nuevo la regla de derivacion en sistemas moviles (6.12) se obtiene la expre-
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sion general del campo de aceleraciones del sélido:
a=a0+QAp+QA(QAp). (6.27)

El significado de cada uno de estos tres términos es el siguiente (figura 6.6):

Figura 6.6: Campo de

ot (@ P)Q? aceleraciones del soli-
’,—f';:-—--r """"" ~Qrp —?p do rigido: Interpreta-
RSN O 2N N v L ; cton geométrica de los
\ e . E / ',,‘f' } distintos términos (Re-
\\\ \‘\\""' | cordamos que por la for-
IR T ::’ Tl ! mula de expulsién para
,,7; Q~/; ‘(;2 N el doble producto vectorial
R P) resulta QA (LA p) = (-

o’ P —0%p.)

— ap es la aceleracion del origen O, comin para todos los puntos del
solido (aceleracion de traslacion).

— QA p es un término perpendicular a Q y p. Aunque por similitud con
las formulas del movimiento circular pudiera parecer en primera ins-
tancia que este término corresponde a una aceleraciéon tangencial, no
es asi en un caso general. So6lo serd tangente a la trayectoria si vp = 0
y la direccién de €2 no varia, correspondiendo entonces el movimiento
a una rotacién permanente alrededor de un eje fijo por O. En un caso
general este término no serd tangencial ni siquiera en el movimien-
to plano (ver més abajo en el apartado 6.1.4 la descomposicion en
aceleracion normal y tangencial para el movimiento plano).

— QA (Q2Ap) = Q- p) — pQ? es una aceleracion azipeta (dirigida
hacia el eje), descompuesta en los dos términos anteriores, uno dirigido
hacia el centro O (—pQ?) y otro segtn el eje (2(2 - p)).

Se denomina polo de aceleraciones al punto en que la aceleracion se
anula. En general, existe un tnico punto en que se verifica esto, salvo casos
particulares, en que puede no existir, o bien existir una recta de polos. Para
obtener el polo, buscamos la solucién para p de la expresion (6.27) igualada
a cero,

0=ao+QAp+QA(QAp).
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Para obtener la soluciéon de esta ecuacién representaremos los productos
vectoriales como productos por matrices hemisimétricas (6.15). Denomi-

nando [©2] y [?] a las matrices hemisimétricas asociadas respectivamente a

los productos vectoriales por € y €2:

{0} = {ao} + [Q{p} + [Q(Q){p}) = {ac} + (] + [Q*){p},

cuya solucioén, R
{p} = —(1Q + [2*) a0},

es por lo general tinica, siempre que ([§2]+[€]?) sea regular y admita inversa.
En caso contrario, si ([€2] 4 [€2]2) es singular, en principio no existiré polo
de aceleraciones, salvo casos degenerados en los que puede existir una linea
o un plano entero de polos.

6.1.4. Caso particular del movimiento plano

Decimos que un sélido tiene un movimiento plano cuando las velocidades
de todos sus puntos son paralelas a un plano II fijo. Para que esto se cumpla,
la velocidad de rotacién €2 ha de ser perpendicular al plano. En efecto,
recordando la expresion del campo de velocidades (6.19),

v=vo+QAp,

tanto v como wvp pertenecen al plano II, por lo tanto, para que Q A p
pertenezca también al plano II, €2 ha de ser normal al mismo.

Bastara con estudiar el movimiento de una seccién plana del sélido pa-
ralela al plano dado para caracterizar el movimiento de cualquier punto,
aunque el sélido en si no sea plano. Los puntos fuera de esta seccién ten-
dran idéntica velocidad que sus proyecciones sobre el plano de referencia.

Tomaremos convencionalmente el triedro de referencia de forma que el
versor k defina la normal al plano. Asi, la velocidad de rotacion se puede
representar tan solo por una magnitud escalar, Q = Qk (figura 6.7).

Centro instantaneo de rotacion

En un movimiento plano, el eje del movimiento helicoidal tangente (EHT)
es una recta con la direccion de € y por tanto normal al plano II. Al estar
contenida la velocidad de un punto cualquiera del sélido vp en el plano,
se cumplira € - vp = 0, por lo que el movimiento es una rotacion pura. El
eje del movimiento (EHT) tiene velocidad nula en todos sus puntos, sera
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EHT >y
L
O Figura 6.7: Orientacion del triedro
i

Q= Ok en el movimiento plano.

I (CIR)

por tanto un eje instantineo de rotacion (EIR). La interseccion de este eje
con el plano se denomina centro instantdineo de rotacion (CIR). Para definir
las coordenadas de este punto en el plano, particularizamos las del eje del
movimiento helicoidal (6.25):

Q ANvo 0
p="gm o,

yva que o = 0 en el plano II. Sustituyendo €2 = Qk obtenemos

kAvo
Q

= . (6.28)
En el movimiento plano se puede medir la rotacién absoluta mediante un
pardmetro angular ¢, angulo girado por una recta determinada del plano
movil con respecto a una referencia fija. Teniendo en cuenta entonces 2 =
de/dt y vo = dro/dt, se puede expresar (6.28) como

dro
=kN——. 6.29
P a4 (6.29)
Curvas polares.— Anélogamente a los axoides definidos para el movi-

miento tridimensional general, el CIR en el movimiento plano describe unas
curvas determinadas dentro del plano a lo largo del movimiento. Este lugar
geométrico se llama polar mdvil, si es el observado desde la referencia moévil,
y polar fija si es el observado desde la referencia fija. Alternativamente, se
pueden llamar también ruleta y base, respectivamente. Las expresiones de
estos lugares geométricos son:

s Polar movil

= = k —_— .
p 5 A (6.30)
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= Polar fija

k ANvo dro
= kN —— 6.31
0 o + g (6.31)

r=7ro+

La expresion en coordenadas cartesianas de las curvas polares se puede obte-
ner directamente desarrollando en componentes estas ecuaciones vectoriales
(6.30) y (6.31), empleando las coordenadas moviles del triedro del solido o
las del triedro fijo en cada caso.

Aceleraciones

Desarrollando los distintos términos de la expresién general del campo
de aceleraciones (6.27) para el caso particular del movimiento plano:

Q= Ok,
QAp=QkAp,
QA(RAp) = -Dp;

de donde obtenemos la siguiente expresion
a=ao+0kANp—Qp. (6.32)
Los términos en esta ecuacion tienen la siguiente interpretacion:

= ap es la aceleracion de O, término comiun de traslaciéon para todos los
puntos del sélido;

» Ok A p es una componente perpendicular al radio vector p (no nece-
sariamente tangencial a la trayectoria, tan s6lo lo serd en el caso de
que O coincida con el CIR);

» —%p es una componente «centripetay, dirigida hacia O (direcciéon
que no tiene porqué ser normal a la trayectoria, salvo en el caso arriba
mencionado).

El polo de aceleraciones se obtiene igualando a cero la expresion (6.32)
y despejando p. Para ello, multiplicamos vectorialmente la igualdad por k,
y eliminamos (k A p) entre la nueva expresion obtenida y (6.32), resultando
finalmente:

B Ok A ao + Nao
02 4 Q4

p

(polo de aceleraciones)
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Figura 6.8: Velocidad de un punto cual-
quiera en relacion al CIR (C).

Otra forma de estudiar la aceleracion en el movimiento plano es mediante
la consideracién del movimiento como una rotacién instantanea en torno
al CIR (figura 6.8). Asi, la velocidad de un punto cualquiera P se puede
expresar como:

v=QAd=QkA(r—rc), (6.33)

donde 7 es el vector posicion de P, r¢ el del CIR (C),yd=rcp =7r—7rc.
Derivando (6.33) respecto a t:

a=0kNd+QkA(v—vo),

donde v es la velocidad del punto P del sélido, mientras que vc es la
velocidad de sucesion del punto geométrico C' (CIR)®.

Considerando finalmente que v = Qk A d, resulta la siguiente expresion
de la aceleraciéon, en la que el término es tangencial a la trayectoria, els
segundo normal, y el tercero tiene componentes segin estas dos direcciones:

a= QkAd — Q’d — QkAve . (6.34)
—— ~—~ ———
tangenc. mnormal tangenc.
+ normal
Aceleracion del centro instantaneo de rotaciéon.— Otra considera-

cién interesante surge al desarrollar el campo de aceleraciones en relaciéon
al punto material situado en un instante dado sobre el CIR Para diferenciar
este punto material del solido del punto geométrico CIR, denominaremos C*

9Notese que C, Centro Instantaneo de Rotacion, queda definido por una condicién
geométrica, por lo que no coincidird necesariamente con una misma particula del sélido
a lo largo del movimiento. Seria incorrecto por tanto asignar a la derivada de r¢ el valor
(nulo) de la velocidad del punto del solido situado en C. En general, drc/dt = v tiene
un valor no nulo, que para distinguir de la velocidad del punto del sblido, denominamos
«velocidad de sucesion».
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al punto material, mientras que el CIR (punto geométrico) es C. Aunque
en un instante dado la posicién de ambos coincide (r¢ = r¢o+), su velocidad
difiere:

_dre
Cdt
vox = 0.

# 0,

e

El campo de aceleraciones puede calcularse particularizando la expresion
general (6.27) para O =C*y p=d=17r —r¢,

a=ac-+QNd+QA(QA).

Otra expresion equivalente para el campo de aceleraciones es la proporcio-
nada por (6.34).

Si se particulariza la expresion (6.34) para el propio centro instantaneo
de rotaciéon P = C*, teniendo en cuenta d = 0, resulta

ac- = —Q Nvg.

Como consecuencia, es interesante observar que, aunque la velocidad del
punto del solido situado en el CIR sea nula (ve« = 0), su aceleracion no
lo tiene porqué ser (ac- # 0). Esto se debe a que el CIR coincide con
distintos puntos del sblido en distintos instantes, y una particula que esté
situada sobre el CIR en un momento dado dejaré de tener velocidad nula
al instante siguiente, por lo que su aceleracién no sera en general nula.

EJEMPLO 6.2: La escalera recta de la figura 6.9 se mueve en un plano
vertical, apoyandose sobre la arista superior de un muro vertical de altura h
perpendicular al plano del movimiento, mientras el extremo A desliza sobre
el suelo horizontal con velocidad constante v dirigida hacia el muro. En el
instante inicial la distancia entre el muro y el extremo A tiene un valor b.
Se pide determinar, en funciéon del angulo ¢ que forma la escalera con la
horizontal:
a. Velocidad y aceleracién angulares de la escalera;

b. Posiciéon del centro instantédneo de rotacion y velocidad del punto C
de la escalera;

c. Ecuaciones de las polares fija y movil.

Solucion.



6.18 Capitulo 6. CINEMATICA DEL SOLIDO RiGIDO

B
C
B Figura 6.9: Ejemplo 6.2; escalera que des-
liza sobre el suelo horizontal y se apoya
sobre un muro de altura h.
h
¢
Ay v
a.— La velocidad del punto C de la escalera ha de ser paralela a la pro-

pia escalera. Como también conocemos la velocidad del punto A, trazando
perpendiculares a ambas se obtiene el CIR que llamaremos I (figura 6.10).
Escribiendo la relacion geométrica que define el dngulo ¢ y derivando:

. B
‘ Figura 6.10: Ejemplo 6.2; El CIR (I) se en-
¢ cuentra sobre las perpendiculares a las velo-
cidades de los puntos A y C de la escalera.
h
Y ¢ Y
v X

vh

— h y 2 —

b— vt
De aqui despejamos la velocidad angular Q = ¢:

vh

=R

Derivando una segunda vez se obtiene la aceleracion:

2hv% (b — vt)

AT
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Otras expresiones de velocidad y aceleraciéon que resultan convenientes son
en funcién del propio dngulo ¢:

h hé

Y,
X)) =2 o - _ = — — sen? 6.35
(=X4) tg ¢ v sen? ¢ ¢ p o ¢ ( )
b= —2¢ sen ¢ cos ¢ = 2— sen? ¢ cos ¢ (6.36)
b.— El centro instantaneo de rotacion tiene las coordenadas:
h
X =——=—(b—1t);

T (6.37)

v, — h (b—vt)2+h2

I~ sen2¢ — h ’

la velocidad del punto C' de la barra se puede obtener empleando la
propiedad de equiproyectividad, con el punto A de velocidad conocida. Lla-
mando « al dngulo que forma la velocidad en cada punto con la recta que
los une:
VACOSQq = Vo COSQC = Vo = UCOoS P.
También podria haberse obtenido v¢ considerando que es una rotaciéon al-
rededor del CIR:

vo = (;Sm = Q'S)/[COSgb = v cos ¢.
En expresion vectorial,

vo =vcosp(cospI +sengJ).

c— La polar fija (base) viene definida por la ecuacion del CIR (6.37),
de forma paramétrica a través de ¢ (o t). Eliminando este parametro se
puede escribir la ecuacién implicita:

X2
Y=h+ o
Se trata de una parabola de eje vertical cuyo vértice esta en C.

La polar movil (ruleta) se define a través de las coordenadas del CIR en

la referencia movil (Azy):

h oz h
sen ¢’ yitgd)isen(;ﬁtgd)
En la figura 6.11 se dibujan las polares en varias configuraciones distintas

del movimiento, pudiéndose observar el movimiento de rodadura sin desli-
zamiento de la polar maévil sobre la fija.

xr =

O
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Polar fija

Palar movil

(c) (d)

Figura 6.11: Ejemplo 6.2; configuracion del sistema, CIR y dibujo de las
polares fija y movil en distintas posiciones (a) ¢ = w/5 (b) ¢ = 7w/4 (c)
b=r/3 (4) 6 =2/5
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6.2. Composiciéon de movimientos

6.2.1. Composicién de movimientos infinitesimales

El campo de velocidades del solido es equivalente a la definicion de los
movimientos infinitesimales, como queda expresado en la ecuacion (6.20).
Supongamos que se efectiian dos movimientos sucesivos de un sélido B, el
primero caracterizado por la velocidad de rotacién €21 y el segundo por
Q. Las rotaciones infinitesimales serédn respectivamente d@; = Qqdt y
dB, = Qsdt. El desplazamiento infinitesimal relativo a O para el primer
movimiento sera

dp; =dr — (drp)1 =d61 A p. (6.38)
El desplazamiento debido al segundo movimiento es
dpy =dO2 A p; =dO2 A (p+dp,) =dO2 A p, (6.39)

donde se han despreciado los infinitésimos de segundo orden. Sumando los
dos desplazamientos (6.38) y (6.39),

dp=dp; +dpy = (dO2+dO,) A p. (6.40)

En definitiva, el movimiento relativo a O, que corresponde a las rotaciones
infinitesimales, se obtiene como la suma vectorial de dichos vectores de rota-
cion. Esto es equivalente a considerar una velocidad de rotacién resultante
como suma de las dos velocidades:

Q=0 +Q,. (6.41)

Respecto a las traslaciones de ambos movimientos es obvio que se verifica
también la suma,

dro = (d?“o)l + (dTo)Q = v = (’Uo)l + (’Uo)z. (6.42)

Un corolario importante de este resultado es, puesto que la suma de vectores
es conmutativa, que la composiciéon de velocidades hereda dicha propiedad,
es indiferente el orden en el que se consideran los movimientos individuales.

6.2.2. Composicion del movimiento de 2 sistemas

A continuacion realizaremos la interpretacion de la composiciéon de mo-
vimientos a partir de las propiedades de los campos de momentos o sistemas
de vectores deslizantes (SVD) correspondientes. Comenzaremos por el caso
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p Figura 6.12: Composicion de movimien-
P tos entre dos sistemas Sg y S1.

elemental de la composicion de movimientos relativos a dos sistemas. Supo-
nemos uno Sy «fijoy y otro S1 «movily (figura 6.12). Segun la expresion del
campo de velocidades en el movimiento relativo (1.26) las velocidades son:

Vabs = VO, +Q/\P+ Urel ;

VS, Varr Vs,

donde se han tomado las magnitudes vg, como relativas, y vg, como ab-
solutas. Asi, para obtener las velocidades respecto a Sy basta con sumar a
la velocidad respecto a Sy el término de arrastre correspondiente al movi-
miento del punto como sélido rigido.

6.2.3. Composiciéon del movimiento de n sistemas

Supongamos ahora el caso general de composicion de n movimientos,
en el que el movimiento esté definido respecto de un sistema S,, el de
éste a su vez respecto de otro S,,_1, y asi sucesivamente hasta llegar a Sy.
Interesa conocer el movimiento absoluto (respecto de Sp), resultante de esta
composiciéon de n movimientos.

El campo de velocidades de .S,, respecto a S;,,_1 es un campo de momen-
tos:

Unln—1 = VO, + Qp A Pn>

siendo vo, la velocidad del origen O, de S, relativa a S,_1, y 2, la
velocidad de rotacién de S, relativa a S;,,_1.

Para obtener el movimiento respecto a S,,_o basta considerar la expre-
sion anterior de v,,,,_; como velocidad relativa respecto a S,—1, y sumarle
el término de arrastre correspondiente al movimiento de S, _1 respecto a
Sn_Q:

VUnjn—2 = V0,1 +Qu1 AP+ 00, + QA pp,

'Uanzvn,”n,g Urel:vn\nfl
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A continuacion se repite la operaricion, considerando v,,,_3 como velocidad
relativa, y asi consecutivamente hasta llegar a Sp.

Se puede interpretar esta composicion considerando cada campo de ve-
locidades relativo como el campo de momentos de un sistema de vectores
deslizantes (SVD). La velocidad absoluta, composicion de los diversos mo-
vimientos relativos, es el resultado de la suma de los campos de momentos.
Esta suma es igual al campo de momentos del sistema suma, composiciéon
de todos los campos de momentos. La composiciéon de SVD se realiza su-
mando las resultantes (2 = " | ;) y los momentos en un punto O dado
(vo = Y= (v0);ji—1)- Por lo tanto, realizando la suma de los SVD relativos
tendremos caracterizado el SVD que corresponde al movimiento absoluto
composiciéon de los mismos.

El campo de aceleraciones (1.29) en un movimiento relativo no se puede
interpretar como la suma de un campo de momentos. Por tanto no se puede
aplicar el método de composicion de SVD. Para calcular las aceleraciones
es necesario ir componiendo uno a uno los movimientos relativos, calculan-
do para cada composicion los términos de aceleracién relativa y Coriolis
correspondientes.

EJEMPLO 6.3: Composicion de dos traslaciones.

Solucion. Cada traslacion como SVD se reduce a un par (momento vp # 0,
resultante 2 = 0). La suma los dos SVD se reduce a otro par, suma vectorial
de los dos; por lo tanto, el movimiento compuesto es otra traslacion, de
velocidad la suma v = v + vs. O

EJEMPLO 6.4: Composiciéon de dos rotaciones de ejes concurrentes.

Solucion. Son dos sistemas con resultante no nula (€2 # 0) y momento nulo
en el eje (vo = 0 para O € eje). La suma es otra rotacion pura, de resultante
Q1 + Qo, aplicada en el punto de intersecciéon de los ejes de rotaciéon. [

EJEMPLO 6.5: Composiciéon de dos rotaciones de ejes paralelos.

Solucion. Se puede interpretar como un caso particular de ejes concurrentes
que se cortan en un punto impropio. El resultado es otra rotaciéon, de eje
paralelo y coplanario a los anteriores, situado a la distancia adecuada (se
calcula ésta de forma que el momento v en un punto sea igual y de signo
contrario para cada una de las rotaciones componentes). En el caso degene-
rado en que ambas rotaciones sean iguales y de distinto signo, el resultado
es una traslacién pura, con velocidad igual al producto de la velocidad de
rotacion por la distancia entre los ejes. O
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EJEMPLO 6.6: Composicion de dos rotaciones de ejes no concurrentes ni
paralelos.

Solucion. El resultado es un sistema general (traslacion mas rotacion), por
lo que la interpretacion como SVD no ofrece ventaja especial. O

EJEMPLO 6.7: Interpretacion del movimiento de la tierra (figura 6.13).

Figura 6.13: Movimiento de la tierra: composicion de traslacion y rotacion.

Solucion. Se trata de un caso particular interesante, que se puede interpre-
tar como resultado de la composicion de dos movimientos elementales:

a. Traslacion de la Tierra alrededor del Sol, con orbita eliptica (aproxi-
madamente circular)'’, a la distancia media de 149 millones de kil6-
metros. El periodo orbital es de 365,2564 dias. La trayectoria de esta
orbita forma un plano denominado «ecliptica».

b. Rotacion w de la Tierra en torno a su eje Norte-Sur, que mantiene su
direccién aproximadamente invariante, con una inclinacién aproxima-
da de 23,4° respecto de la normal al plano de la ecliptica. La rotacién

10 No debe confundirse una traslacion circular o eliptica con una rotacién; en la trasla-
ci6n todos los puntos del sélido tienen igual velocidad en un instante dado, aunque esta
velocidad del conjunto varie con el tiempo, describiendo asi trayectorias curvas para cada
punto.
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propia de este movimiento es la rotacién sidérea, que tiene un periodo
(dia sidéreo) algo menor a 1 dia solar!!.

Por consiguiente, el movimiento de la Tierra es un movimiento helicoidal
tangente general con deslizamiento, no equivale a una rotacién instantanea
salvo en dos puntos singulares de la 6rbita: los solsticios de verano e invierno,
en los que se cumple w - vp = 0.

En la realidad, el movimiento de la tierra tiene algunas perturbaciones
adicionales sobre el sencillo esquema delineado arriba, como por ejemplo,
las pequenas oscilaciones de la direcciéon del eje de la Tierra, o el fendémeno
de precesion de los equinoccios. Este tltimo consiste en una lenta variaciéon
de la orientacion del eje de rotacién de la tierra, precesionando alrededor
de la perpendicular al eje de la ecliptica, de periodo 26.000 afios (ver el
apartado 8.4 para una discusion de éste fenémeno desde el punto de vista
de la dinémica). O

6.2.4. Movimiento de s6lidos tangentes

Consideremos dos solidos, S; (fijo) y Sz (moévil) que permanecen tan-
gentes durante el movimiento. A lo largo del mismo, el punto de tangencia
A define sendas curvas en cada uno de los dos solidos, que denominamos
Cy y Cy (figura 6.14). Es posible imaginar intuitivamente estas curvas como
dibujadas por una particula entintada, que se sittia constantemente en el
punto A, y que va manchando los dos solidos. Expresando la velocidad de
sucesion del punto geométrico A en cada sistema:

Vabs = Varr + Urel = VAl = Varr + Va2 (643)

v 4|1 es tangente a O, y vy)p lo es a C2. A su vez, ambas velocidades perte-
necen al plano tangente comtn. Por lo tanto, var = v 41 — v 42 (velocidad
del punto del solido Se que coincide con A en un instante dado) ha de ser
tangente a ambos so6lidos. Esta velocidad se llama wvelocidad de deslizamien-
to: vq def VAl — VA2

El movimiento (relativo) en el punto de contacto se puede reducir en-
tonces a una velocidad de deslizamiento vy y una rotaciéon de velocidad
instantanea €2, cuyo eje pasa por el punto de tangencia.

11 Para volver a estar enfrentado con el sol, un punto de la superficie de la tierra tiene
que girar algo mas que 360°, ya que durante ese tiempo la tierra se ha trasladado algo
en su oOrbita alrededor del sol; por tanto, 1 dia solar (86400s.) equivale a un giro algo
mayor a los 360° del dia sidéreo (86164s.).
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Figura 6.14: Huella de- \\\\“\"‘\%\“\ b

\\\\\"
jada por el punto de N
contacto A sobre los so-
lidos tangentes S1 y Ss.

En un caso general, €2 tendra una proyecciéon sobre el plano tangente,
llamada velocidad de rodadura €2,., y otra normal al mismo, llamada veloci-
dad de pivotamiento €, (figura 6.15). Denominando IN a la normal comin
en el punto de tangencia,

Q%@ NN

Q Yao-q,
Cuando la velocidad relativa en el punto de contacto es nula (vgy = 0)
no hay deslizamiento entre ambos s6lidos. Se dice entonces que un sélido

Figura 6.15: Componentes de
rodadura y pivotamiento de la
velocidad de rotacion, £ =

Q, + Q..
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«rueda sin deslizar» sobre el otro. Este término no implica, por lo general,
que la rodadura se efectiie sin pivotamiento, sino tan sélo la ausencia de
deslizamiento.

EJEMPLO 6.8: Un cilindro recto de radio r se mueve manteniéndose tan-
gente a un cono fijo, de radio de la base r y semiédngulo «, de forma que
comparten en todo momento una generatriz. Una base del cilindro rueda
con velocidad uniforme sin deslizar sobre la base del cono, de forma que
realiza una revolucién completa alrededor del eje del cono en un tiempo 7.
La otra base del cilindro se mantiene en contacto con el vértice del cono.
Obtener las expresiones de:

Figura 6.16: Ejemplo 6.8; seccion del
cono y cilindro por el plano meridio-
nal.

a. velocidad de rotacién del cilindro, calculando la componente de pivo-
tamiento;

b. axoides del movimiento y aceleraciéon angular del cilindro;

c. aceleracion del punto A de la base del cilindro en contacto con la base
del cono.
(Examen parcial, 3/2/1995)

Solucion.

a.— En la figura se muestra una seccién por el plano meridional, que
contiene a los ejes del del cono (BC) y del cilindro (QM), asi como a la
generatriz comun AB. El punto A de contacto entre las bases tiene velocidad
nula, debido a la condicién de rodadura. Asimismo, el punto O de corte del
eje del cilindro con el eje del cono es un punto fijo del movimiento. Por lo
tanto, el movimiento instantaneo es una rodadura alrededor del eje OA. A
su vez, en los sucesivos instantes del movimiento, el plano meridional de



6.28 Capitulo 6. CINEMATICA DEL SOLIDO RiGIDO

Figura 6.17: Ejemplo 6.5; eje instan-
tdneo de rotacion y descomposicion
del vector €2

la figura va girando alrededor del eje OC'. En consecuencia, a lo largo del
movimiento el eje instantdneo O A define un cono de eje OC.

En la figura observamos que el angulo COM = a. Asimismo, los trian-
gulos rectangulos AOC y AOM son iguales por compartir hipotenusa y
tener un cateto igual (), por lo que los dngulos AOC = AOM = «/2 son
iguales.

El punto @ del eje del cilindro desarrolla un movimiento circular, alre-
dedor del eje OC. Su velocidad es

2
vV = —TCOS
Q T

por otra parte, interpretando el movimiento como rotacién de velocidad €2
alrededor del eje OA

N o
=0-0 — =0
vQ Qsen2 74sen04 2

Igualando ambas expresiones, y en funcion del versor u = roa/|roal, se

obtiene

4
Q:—Fcos%u.

La componente de pivotamiento es la proyeccion sobre la normal a AB:

2
Qp:Qsen% = Qp:%rsena.
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b.— En el movimiento, el eje OA gira alrededor del eje OC' con velo-
cidad angular w = (27/7)k, siendo k = roc/|roc|. Por tanto los axoides
son:

Azoide fijo: cono de eje OC, vértice O, semiangulo a//2.
Azoide movil: cono de eje OM, vértice O, semiangulo a/2.

La aceleraciéon angular, al ser constante el médulo de €2, proviene de la

rotacion w: )

. e i
=wAQ=—senaj.
T

siendo j el versor normal al plano de la figura.

c.— Para obtener la aceleracion de A se aplica la expresion general

as = ap —I—Q/\TOA—I-Q/\(Q/\TOA)
—~— —_——

-0 =0
obteniéndose
47?2 sena 872 «@
aps = ——5T = —TCOS—-v.
72 sen § T2 2
siendo v el versor perpendicular a OA dentro del plano de la figura. [

6.3. Rotacion finita del sélido

6.3.1. Composiciéon de rotaciones finitas

Como se ha visto antes (seccion 6.2.1) la composicion de rotaciones in-
finitesimales es conmutativa, el resultado es independiente del orden en que
se produzcan dichas rotaciones. Este resultado es relevante para la expresion
del campo de velocidades a partir de la velocidad de rotacion.

Al contrario que para las rotaciones infinitesimales, la composicion de
rotaciones finitas no es una operacion conmutativa. Esto se puede compro-
bar facilmente mediante un ejemplo significativo, aplicando sucesivamente
a un solido dos rotaciones finitas elementales segin ejes distintos, en di-
ferente orden (figura 6.18). Esta falta de conmutatividad se debe a que,
como se verd a continuacion, las rotaciones finitas se caracterizan como un
tensor de rotacion. De forma equivalente, en componentes seria el producto
de la matriz de componentes del tensor por el vector posiciéon. La composi-
cion de rotaciones equivale pues al producto de tensores (o de matrices en
componentes), operacion que no es conmutativa.
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A j/z' j/

a) rotacién Sk seguida de 5j.

A j/ jz

b) rotacién Tj seguida de Tk.

Figura 6.18: Las rotaciones finitas no son conmutativas: en el caso a) se
realiza primero la rotacion (w/2)k sequida de (w/2)j; en el caso b) (w/2)7
sequida de (m/2)k, siendo el resultado claramente diferente.

6.3.2. La Rotacion finita como cambio de base

Comenzaremos por desarrollar una interpretacion matricial de la rota-
cion finita a través del cambio de base asociado. Sea (O;1,7, k) una base
ortonormal ligada al sélido (triedro del cuerpo)y (O; I, J, K) una base orto-
normal fija (triedro fijo). Se puede interpretar la rotacion del solido a partir
del cambio de base entre ambos triedros. Supongamos este cambio definido
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por una matriz [R], de forma que'*:

(ijk) = (IJK) [R]. (6.44)

Figura 6.19:
La  rotacion
finita equivale
a un cambio
de base de-
finido por la
matriz  [R),
que  permita

i pasar del
triedro  fijo
(IJK) al

triedro del
cuerpo (i3 k)

I

La relacion de cambio de coordenadas asociada, denominando (X,Y, Z)
a las coordenadas en el triedro fijo y (x,y, z) las del triedro del cuerpo, es

X
Y} = [R]
VA

(6.45)

ISEINSOIRS]

La rotacion del sélido puede por tanto interpretarse como un cambio
de base, definido por la matriz [R], que multiplica al vector columna de
coordenadas «convectivas» (xyz)T para obtener las nuevas coordenadas
(XY Z)T. En esta interpretacion, se trataria de distintas coordenadas (se-
gun dos triedros diferentes) para un mismo vector.

La superposiciéon de dos rotaciones sucesivas, asociadas a dos matrices
[R1] y [R2], equivale al producto de las mismas'?, [Ry][R;]. Como se sa-

12 Recordemos que, segtin A.5, otra manera de definir el cambio de base es mediante
las siguientes expresiones de transformacion de los vectores de la misma: ¢ = R-I; j =
R-J; k= R- K, donde el tensor R es aquel cuya matriz de coordenadas en la base
(I,J, K) es precisamente [R], la misma matriz de la expresion (6.44).

13En efecto, si {x'} = [R1]{z"}, {*} = [R2]{z'} = [R2][R:]{z"}
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be, el producto de matrices no es una operacion conmutativa: [R1][Rz] #
[Ro][R].

La condicién de que ambos triedros sean ortonormales obliga a que la
matriz de cambio sea ortogonal, [R]T = [R]™! (cf. apéndice A). La matriz
[R] es de dimension 3 x 3 y tiene por tanto 9 componentes, pero la propiedad
de ortogonalidad impone 6 condiciones escalares:

3
YRR =06y (i, =1,2,3;i <), (6.46)
k=1

por lo que el conjunto de componentes de dicha matriz se podréa por tanto
representar mediante 9 — 6 = 3 parametros independientes. De esta manera,
la orientacion del triedro del cuerpo (¢ j k) queda definida por tres grados de
libertad. Estos caracterizan el cambio del triedro fijo (I J K) al triedro del
cuerpo (¢ 7 k), que se mueve con el solido y define por tanto su orientacion.

6.3.3. La Rotacioén finita como transformacién ortogonal

El movimiento méas general de un sélido rigido con un punto fijo se
representa mediante una transformacién lineal R, es decir, un tensor de
orden dos (cf. apéndice A). Veremos ademéas que este tensor es ortogonal
propio.

Sea x° el vector posicién de una particula del sblido, medido desde
el punto fijo O, en un instante inicial que tomaremos como configuracion
de referencia. Este vector x° se denomina convectivo, siendo constante a
lo largo del movimiento para una particula dada del sélido (representa el
vector posicion en la configuracion de referencia). De forma equivalente, x°
puede considerarse como el vector posiciéon medido por un observador mévil
con el solido, para el que la situacién de los puntos materiales del sélido es
fija.

Por otra parte, sea x el vector posicion de un punto del sélido, para
un observador fijo o inercial, en un instante genérico del movimiento, que
denominaremos configuracion rotada. La relacién con el vector posiciéon con-
vectivo ° se establece mediante un tensor'* R:

=R x° = Ty = Ri]’ﬂf;-. (647)

“Ppuede demostrarse que esta transformacion es necesariamente lineal, teniendo en
cuenta en primer lugar la conservacion de las distancias relativas entre & y su producto
por un escalar ax, que conduce a R(ax) = aR(x); por otra parte, la conservacion de
los angulos entre @1 y (€1 + @2) conduce a R(x1 + x2) = R(x1) + R(x2), por lo que se
puede identificar con un tensor.
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Es facil comprobar porqué esta transformacion debe ser ortogonal: al tra-
tarse de un soélido rigido, la distancia al punto fijo tiene que coincidir en
ambas configuraciones, la inicial y la rotada; desarrollando esta condicion,

x-ac:(aco-RT)-(R-aco):a:O-((RT-R)-:BO)

=x°. z°.

Se deduce por tanto que el tensor R debe cumplir la condicién de ortogo-
nalidad (cf. apéndice A):

R" " R=1 = R'=R" (6.48)
Tomando determinantes en la expresiéon anterior,
det(R")det(R) = (det(R))> =1 = det(R) = +1. (6.49)

De las dos posibilidades que se ofrecen para el signo del determinante, debe
tomarse +1, lo que corresponde a una transformacion ortogonal propia.
Las transformaciones ortogonales cuyo determinante vale —1 se denominan
impropias, y producen, ademés de una rotaciéon, una inversién en los ejes
equivalente a la imagen reflejada en un espejo, lo que conllevaria inversion
de los voltimenes.

Resumiendo lo expuesto en este apartado y el anterior (6.3.2), es posible
interpretar la rotaciéon R desde dos puntos de vista distintos:

1. Rotacion activa: El tensor R transforma el vector ° en otro vector
distinto € = R - x°.

2. Rotacion pasiva: El tensor R, o su matriz de coordenadas asociada
[R] = [R;j], define un cambio de base, del triedro fijo (E;) = (I, J, K)
al triedro del cuerpo (e;) = (4,7, k), segun las relaciones de cambio
(6.44): ¢, = R - E; = Rj;E;. Denominando {z}° = (zy2)T a las
coordenadas del vector posicién de un punto en el triedro del cuerpo
y {x} = (XY Z)T a las del triedro fijo, la relacién entre éstas debe
ser (6.45): {x} = [R|{x}°.

Notese que en la acepcion como rotacién pasiva, se consideran distintas
coordenadas (es decir, en dos bases distintas) para un mismo vector: el solido
permanece mientras es el triedro de referencia el que rota. Por el contrario,
la interpretaciéon activa de la rotacién considera dos vectores distintos: es el
propio sélido el que rota.

La interpretaciéon segin uno u otro punto de vista es equivalente en
cuanto a las expresiones en coordenadas, pudiendo adoptarse la que méas
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convenga en cada caso. En lo que sigue consideraremos en principio la in-
terpretacion activa.

Por tultimo, anadamos que una forma explicita de obtener el tensor de
rotacion, a partir de los vectores unitarios de los triedros fijo y rotado, es
mediante el producto tensorial o diadico de los vectores de los triedros (ver
apéndice A):

3
R=) E®e=I0i+Joj+Kak. (6.50)
k=1

6.3.4. Angulos de Euler

Como se ha dicho (seccion 6.3.2), el movimiento de rotacion de un solido
tiene tres grados de libertad, revistiendo especial interés la definicién de unos
pardmetros adecuados que los caractericen. Hay diversas opciones para ello,
unas basadas en la eleccion de tres parametros libres, otras basadas en un
conjunto mayor de parametros pero sujetos a restricciones. Un ejemplo de
esta dltima opcién son los cuaternios formados por los parametros de Euler.
En este curso emplearemos por el contrario la opciéon mas directa de elegir
tres parametros, que seran los denominados dngulos de Euler.

Definiremos los angulos de Euler a partir de tres rotaciones elementales,
que interpretaremos como sucesivos cambios de base (apartado 6.3.2), par-
tiendo del triedro fijo (I, J, K), hasta obtener el triedro del cuerpo (¢, j, k).
Estos cambios son rotaciones del triedro efectuadas por orden segun el es-
quema «313»: primer giro respecto del eje 3, seguido de un giro respecto del
eje transformado 1, y por tltimo un nuevo giro alrededor del nuevo eje 3.

Precesion, ¢ K.— En primer lugar se efectiia un giro de angulo ¢ en
torno al eje K, pasando del triedro (I, J, K) al triedro (u, w, K). Refirién-
dose a la figura 6.20, las expresiones de los vectores del nuevo triedro son:

u = I cosy + Jsen,
w = —Isenvy + J cos .

La expresién matricial equivalente es

cosy —seny 0
(u,w,K)=(I,J,K) |seny cosyp 0
0 0 1

[Ry]



Aptdo. 6.3. Rotacién finita del sélido 6.35

4
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Figura 6.20: rotacion YK (prece- SR
sion) i

La matriz de rotacion inversa es:

cos® seny O
Ry ' =Ry = | —sentyp cosyp 0],
0 0 1

equivalente a un giro de (—) alrededor de K.

Nutaciéon, fu.— Se define como un giro de 4ngulo 6 en torno al nuevo eje
u, obteniendo a partir del triedro (u,w, K) el llamado triedro intermedio,
(u, v, k). La operacion queda ilustrada en la figura 6.21, siendo la expresion
matricial del cambio:

Figura 6.21: rotacion Qu (nuta-
cion)
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1 0 0
(u,v,k) = (u,w,K)- [0 cosf —send
0 senf cosf

[Re]

Rotacién propia, pk.— La tultima operacién consiste en un giro de
angulo ¢ alrededor del eje k, obteniendo finalmente a partir del triedro
intermedio (u,v, k) el triedro del cuerpo (,j,k) (figura 6.22). La expresion

Z

\ K“ .7 s

Figura 6.22: rotacion ok (rota-
cion propia)

matricial es:

cosp —sene 0
(4,3,k) = (u,v,k)- | senp cosgp 0
0 0 1

Ryl

La rotaciéon total hasta obtener finalmente el triedro del cuerpo sera la
composiciéon ordenada de las tres rotaciones consecutivas:

(w,w,K)=(I,J,K) - [Ry]
(uavvk) = (u7w>K) : [RG] = (i,j,k) = (IaJvK) ) [RIZJ] ’ [Rt‘)] ’ [Rip]a

(iv ja k) = (u7 v, k) : [RW]
por tanto la matriz de rotacion total es'®

[R] = [Ry] - [Re] - [Ry].

15 Ta interpretacion de esta rotacién como transformacion activa indica que sobre el
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Su expresion en funcion de los dngulos de Euler resulta

R] =
cos 1) cos p — sen cosfsen p;  —cospsen p —sen coslcosp;  sentpsenld
sen cos ¢ 4 cos 1 cosfsen ; —senpsen p + cos cosf cosp; — cospsen
sen 6 sen ; sen 6 cos y; cos 6
(6.51)

Dejamos como ejercicio sugerido al lector la comprobacion de que se verifica
la condiciéon de ortogonalidad, [R]~! = [R]".

De los triedros definidos anteriormente los mas utilizados a efectos prac-
ticos son el triedro fijo (I,J, K) y el triedro del cuerpo (¢,3,k). A veces in-
teresa también emplear también el denominado triedro intermedio, (u,v, k)
cuya relacién con el triedro fijo viene dada por

(u,v,k) =I,J,K) - [Ry]-[Ryg].

La matriz de transformacién correspondiente al triedro intermedio es

costy —senycosf senipsend
[Rint] = [Ry] - [Rg] = [ seny  costpcosf  —costysend
0 sen 6 cos

Para calcular las matrices inversas haremos uso en general de la condi-
cién de ortogonalidad, evaluando en su lugar las traspuestas:

[Rine) ' = ([Ry] - [Ro])" = [Ro]" - [Ry]";
R]™' = ([Ry] - [Re] - [Ry])" = [Ry]" - [Rg]" - [Ry]" .

Hacemos notar que una rotacién general siempre se puede descomponer
de esta manera, por lo que los angulos de Euler (1,6, ¢) son una parame-
trizaciéon adecuada de las rotaciones.

Sin embargo, existen posiciones singulares en las que la representacion
mediante angulos de Euler no es tnica. Por ejemplo, basta considerar los
casos § = 0 6 6 = 7, correspondientes a rotaciones alrededor del eje (O, k),
en los que la descomposicion del giro entre 1 y ¢ no es univoca.

solido se efectia primero R, seguida de Ry y por ultimo R,. Por el contrario para la
interpretacién pasiva como cambios del triedro o base sigue el orden inverso, en el que el
primer cambio ha sido [Ry] seguido de [Ry] y de [R,].
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6.3.5. Expresiones de la velocidad de rotaciéon

Interesa expresar la velocidad de rotaciéon €2 a través de sus expresiones
en alguno de los triedros descritos en el apartado anterior, especialmente en
el del solido (¢, 7, k), intermedio (u,v,k) o fijo (I,J, K). Segtun la defini-
cion realizada de los angulos de Fuler en el apartado anterior, £ se puede

descomponer segtn las tres direcciones correspondientes a éstos como':

Q=YK + bu + ok. (6.52)

Las componentes de esta expresiéon no estan definidas segiin direcciones
ortonormales, es decir (K, u, k) no forman triedro, por lo que resulta con-
veniente desarrollarlas en alguno de los triedros definidos anteriormente. En
cualquier caso debemos notar que las distintas expresiones de €2 que se desa-
rrollan a continuacion se refieren siempre a la velocidad de rotaciéon total o
absoluta del solido, no se trata en ningin caso de la velocidad de rotacién
relativa a uno u otro triedro.

Expresion de (2 en el triedro del cuerpo
Denominamos (p, g, ) a las componentes de €2 en este triedro:
Q=pitqj+rk

Para obtenerlas desarrollamos K y w en la expresion (6.52). La expresion
de K se obtiene de

(I,J,K) = (i,4,k) - (Ry] - [Ro] - [Ry]) ™"
resultando
K =senflsen i+ senfcospj+ cosf k. (6.53)
La expresiéon de u se obtiene de
(w,v,k) = (4,5, k) - [Ry]
resultando
U =Ccospt—senyj.
Se obtiene finalmente:
p= écosgp + ﬂ}sen@sengp,
q = —0sen p + 1 senf cos o, (6.54)
7= + 1) cosb.

16En esta expresion se ha tenido en cuenta que, al referirse la velocidad a rotaciones
infinitesimales (dv = 1dt,...), éstas si se pueden sumar vectorialmente al contrario de
lo que ocurre para rotaciones finitas.
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Expresion de 2 en el triedro intermedio

En este caso denotamos las componentes por (p', ¢, 7’) :
Q=pu+qdv+rk.
Desarrollamos K en la expresion (6.52) mediante
(u,v,k) = (u,w, K) - [Ry],

resultando’”

K = senfv + cos k.

Se obtiene asi
P =9
¢ = send, (6.55)
P =@g4cosh [=r].

La expresién anterior prodria haberse deducido también de particularizar
(6.54) para ¢ = 0, ya que el triedro intermedio no es sino el triedro del
cuerpo anulando la rotacién propia, ¢ k.

Expresion de 2 en el Triedro Fijo

Por altimo, si llamamos (P, @, R) a las componentes en este triedro:
Q=PI+QJ+RK,
la expresion de las mismas resulta

P = psentsend + 6 cos,
Q = —pcostpsent + Osen ), (6.56)
R =1+ ¢cos.

La comprobacién de estas expresiones queda propuesta como ejercicio al
lector.

17 También puede obtenerse este resultado mediante proyeccién directa en la figura
6.21
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Expresiéon de la velocidad de rotacién a partir de la matriz de
rotacion R

Podemos derivar la transformacion de rotacion (6.47), en funcion del
vector material o convectivo £° que como sabemos es constante:

z=R-2° — i=R-x° (6.57)
y teniendo en cuenta la relacion inversa ° = R™' -z = R' - x,
t=R R" -x. (6.58)

Se puede comprobar facilmente'® que la expresion R - R' define un tensor
hemisimétrico, por lo que definiremos

Q=R -R". (6.59)

Esta ecuacion servird para obtener las componentes de €2, teniendo en
cuenta su equivalencia con el operador hemisimétrico (6.9):

0 -Q35 Q
Q=(9 o -0|=[R- [R" (6.60)
—Q 0

En esta expresion, los términos (€1, 9,3) indican las componentes en
el triedro que se escoja, equivaliendo a (p,q,r) en el triedro del cuerpo,
(p',¢',r") en el intermedio o (P, @, R) si se emplea el fijo. Particularizando en
los distintos triedros puede comprobarse la equivalencia con las expresiones
de las componentes de 2 obtenidas anteriormente por métodos vectoriales
(respectivamente (6.54), (6.55) y (6.56)).

) 18Basta para ello derivar la expresion R - R" = 1, obteniendo R- R* + R - RT =
R-R"+(R-RHT=0



	6 Cinemática del sólido rígido
	6.1 Velocidades y aceleraciones del sólido rígido
	6.2 Composición de movimientos
	6.3 Rotación finita del sólido


