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Introduccidn

o Sea o el tensor de tensiones de Cauchy, u el vector
desplazamiento y b el vector de fuerzas volumétricas.

o Consideraremos el tensor de deformaciones infinitesimales,
que se define como la parte simétrica del tensor gradiente
de desplazamientos:

1 /Ou; Ou;
e=Vou, gj=ui)=; (8Xj i 6x¢> 2

o Las componentes del tensor de tensiones se expresan como
combinacién lineal de las componentes del tensor de
deformaciones mediante un tensor de cuarto orden C (Ley
de Hooke generalizada), cuyas componentes Cjjy son
constantes y se denominan “coeficientes eldsticos’:

o=Ce, o0jj=Cjuen (2)

Introduccidn

El tensor de mddulos elasticos tiene las siguientes propiedades:
@ Simetria mayor:

Ciji = Cuij (3)
@ Simetria menor:
Cijiki = Cjini Ciit = Cijic (4)
@ Es definido positivo:
Cijti®ij®x > 0 V& simétrico (5)
Cil®y® =0 = ;=0 (6)

Consideraremos un sélido elastico definido por un conjunto
abierto 2 C R™im con contorno 0f2, tal que:

80 = 0, QU 8,Q 0 =0,20N08,Q (7)

siendo 0,,.€2 la parte del contorno con desplazamientos
impuestos en direccién i, y 0:(2 la parte con tensiones

. . ., .
"mMNnitactac an Aivar~riAn 7
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Formulacidon fuerte

Sea Q = QU el dominio ocupado por un
sélido, cuyo contorno es 0f2 = 0,0 U 0:Q2
con 9,2 N 9:Q = (. La formulacién fuerte
del problema se establece en los siguientes
términos:

Dy,

O,
Dadosb: Q - R", u:9,0 — R", t: 0,2 — R", encontrar el
campo de desplazamientos u € R"” que cumple:

divo +b =0 en 2 (8)
on=t en 0:€2 (9)
u=u en 0,52 (10)

_ ow _ S
cono =%5-ye=V>u

Formulacion débil

Dados b : Q — R" y las funciones u : 9,2 — R”,
t: 0:Q — R", encontrar el campo de desplazamientos
uecd | Vou eV cumple:

/(U-Vséu—b-éu) dQ—/ t-oudl =0 (11)
Q 0:82
siendo:

§={ue H(QR") |u(x)=1u
Y = {6u € H'(,R") | Su(x)

Vxe 9,0} (12)
0 Vxed,Q} (13)

y HY(Q,R") el espacio de Sobolev de orden 1y grado 2:

H! = {u:Q—>R" | /H“H2,1 dQ<oo}
Q
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Equivalencia de ambas formulaciones

o Lema 1. Descomposicion euclidea de un tensor de orden 2

Sij = S() T i)
~~~ ~~~
simétrico  hemisimétrico

~(

i) —

Sij + Sji

2

, S[..

S,'J' — Sj,'

2

o Lema 2. Sea s;; un tensor simétrico y tj; un tensor no

simétrico. Entonces,

Sijtij = Sjj t(U)

El lema queda demostrado

Sij tij]

Equivalencia de ambas formulaciones

= —S,'jt[

= —Sijtji]
= —Sjityji]

il

Si St = 0. En efecto:

Si u es solucién del problema fuerte, entonces u € (.
Multiplicando (8) por du € V e integrando en Q:

0= /(U,’j)_,‘ + bi)u;dQ
Q

—/O','J'(SU(,-’J-)G'Q—F/
Q Q

b;ou;dQQ + /
0, Q

y por tanto u; es solucién del problema débil

/(a,-j5u,-),de—/a,-j5u,-,jd§2+/ b;ou;dS2
Q Q Q

f,-éu,-dr

(14)
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Equivalencia de ambas formulaciones

Sea u; solucién del problema débil. Dado que u; € 9;, u; = U;
en 0,.€2. De (11):

0:—/0','j5u,"de—|—/ b,'(SU,'dQ—F/ tiou;dlr
Q Q 0:,Q

= —/(O‘,'J'(SU,')JG'Q—I—/(UU’J'—Fb,‘)(su,'dQ—F/ tidu;dl
Q Q 0.,

= /(U,‘j,j + b,-)5u,-dQ — / (a,-jnj — E,‘)éu,‘dr (15)
Q 0,9

Equivalencia de ambas formulaciones

Sean:

a;i = 0jjj + bi (16)
Bi = ojjnj — t; (17)
La equivalencia entre ambas formulaciones estard demostrada

si se verifica que a; =0en Qy B =0 en 0:£2. Sea du; = ¢,
donde:

¢ > 0en
¢ =0 en 02

¢ suave

Con estas condiciones queda garantizado que du; € V.
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Equivalencia de ambas formulaciones

Sustituyendo este du; en (15):

O:/oz,-(oz,- » )dQ= «aj=0en 2 (18)
Q =~~~

>0 >0

Analogamente, tomemos ahora du; = d;11%, donde:

1 > 0 en 02
1 =0en 0,2

Y suave

Sustituyendo esta nueva expresién de du; € V en (15):

0= Bi(BL ¢ )= (1 =0endy,Q  (19)
01, Q ‘\/"’>0 \>’0"

Formulaciones variacionales

Considerando el funcional de la energia potencial:
I_Ip(u):/(W(x,e)—b-u) dQ—/ t-udl (20)
Q 082

la ecuacién (11) equivale a establecer la condicién de
estacionariedad del funcional (20):

5M,(u) = 0 (21)

o Se dice que (11) es la ecuacién variacional del problema
(21), y que las ecuacién (8) es la ecuacién de
Euler-Lagrange asociada al problema variacional (21).

o Para la ley de Hooke:

W(x,e) = %s - Ce (22)
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Elasticidad
lineal

F. Gabaldén o Existen otros principios variacionales diferentes al
oo expresado en (21), asociado al funcional de la energia
Formulacién pOtenCia/ tOta/ (20)
del problema . . oo .,
de contorno o Dichos principios son la base de la formulacién de los
Formulaciones denominados “elementos mixtos".
variacionales

Formulacién o En general se deducen a partir de “funcionales
de Galerkin

multicampo” como, por ejemplo, el de Hu-Washizu:
Formulacién
de Elementos

Finitos

Formulacién nw(U,EJ,O’) :/ (W(X,E)—O’-é’—l—d’-vsu—b-u) dQ
matricial Q

Elasticidad —

lineal — / t U dr
Ejemplo: el 87:9

elemento CST

Elementos iso-
paramétricos

€  Formulacion de Galerkin

Elasticidad
lineal

o Sean vy 6" aproximaciones de dimensién finita de los
espacios funcionales v y J, respectivamente

F. Gabaldén

Introduccién

i o Se adopta la descomposicién: u” = v +u" con vh c vy
e u" =1u en 9,Q (“aproximadamente”)
Formulaciones o Dados b: 2 — R" y las funciones u : 9,2 — R",
variacionales — n .

_ t: 0:Q2 — R", encontrar el campo de desplazamientos
Formulacién h h —h h h h h
de Galerkin u’” =v’+u", con dv’ € ", tal que You" € v" se cumple:
Formulacién
d<.e !Elementos S h S h h _ h
inites /Vv - CV?>du dQ:/b-(Su dQ—l—/ t-ou’dl
Formulacién Q Q 0: 2
matricial
Elasticidad —/ Vsﬁh . CV55uh ds)
lineal Q
Ejemplo: el (23)

elemento CST

Elementos iso-
paramétricos
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Formulacion de elementos finitos

o El dominio € se discretiza en ng,, elementos €2°:

Nelm

Q=[JQ° QnW=0 sii# (24)
e=1

o El elemento Q¢ se transforma en un “cubo unitario”

O=[-1,1] x --- x [-1,1]

~"

Ndim

definido en el espacio isoparamétrico de coordenadas {£}:

e
nod

x=¢(&) = Z xaNa(§) (25)
A=1

n

¢:€cld—xeQf

siendo x4 las coordenadas de los nodos del elemento e

Formulacion de elementos finitos

o Los subespacios de dimensién finita §7 y V" se definen
mediante unas funciones de interpolacién
Na, A=1...n,04 (polinémicas), que se denominan
“funciones de forma”

(

o =

7\

u e s | u,h = Z uiaNa(€) + Z uiaNa(§)

AEN =1y, AEn.,

\
(

Vi={sueVv|su'=0vxe€0,Q; oul=

\

siendo 1 ={1,2,..., Nyumnp } €l conjunto de niimeros de
los Npumnp Nodos de la malla, n,, C 71 el conjunto de nodos
en los que u,h = Uj, y 1 — ny; el conjunto complementario
de 1y,
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Interpolacién del campo de desplazamientos

Si se emplea una formulacién isoparamétrica que interpola los
desplazamientos con la misma interpolacién que las
coordenadas (25):

e
nod

u = " daNa(¢) = N"d°
A=1

n

(26)

siendo d€ el vector de desplazamientos nodales del elemento e
y N la matriz de funciones de forma del elemento. Por ejemplo,
en 2D:

Ul(X,y) . N1 0 N2 0 Nnnod 0 de
ur(x, y) O N O Ny ... 0 Ny,

(27)

Interpolacion del campo de deformaciones

Con la notacién en que las tensiones y deformaciones se
expresan en forma de vector (por ejemplo en 2D:

€ = (exx,Eyy; 26xy) ") y derivando (26), la interpolacién del
campo de deformaciones se expresa:

e

Nhod
1
S h S..h e
Voul =" 5 (N5 da + Nijdar) = Vouh = Bd® (28)
A=1
En 2D:
8N1 aNz 8Nnnod
™ 0 e o ... B a/\/o
e — 0 ONy 0 INy 0 "nod d® (29)
8X2 8X2 aX2
ON; ON;y N, ON, aNnnod 8Nnnod
8X2 8X1 8X2 8X1 e 8X2 axl
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Ecuaciones de elementos finitos

Sustituyendo (26) y (28) en (23) e imponiendo que los
desplazamientos virtuales du son arbitrarios, después de operar
se obtiene:

Nelm

R [fe’ext - / B o"(e) dQ] =0 (30)

e=1

donde A[] es el operador de ensamblaje y f&°* es el vector de

fuerzas externas convencional que se obtiene a partir de la
expresion (23):

feoxt — / N"bdQ + / N tdl (31)
e 8th

Observaciones:

o La ecuacién (30) estd planteada en forma residual
(anulando la diferencia entre las fuerzas externas y las
fuerzas internas), que es la adecuada para problemas no
lineales.

o En lo sucesivo se considerara el caso de la elasticidad
lineal, en el que si denominamos C a la matriz de médulos
elasticos (o matriz constitutiva), resulta:

o"(e) = CBd*® (32)
entonces la ecuacién (30) se expresa:
Nelm Nelm
A K / B"CB dQ)] d=A fot (33)
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Ecuaciones de elementos finitos

o La matriz de rigidez elemental se define como:
Ke = / B'CBdQ (34)

o Ensamblando los vectores de fuerzas elementales y las
matrices de rigidez elementales:

Nelm
F=A foo (35)
Nelm
K = Al Ke (36)
el sistema (33) se expresa:
Kd=f= d=Kf (37)

Ecuaciones de la elasticidad lineal

o Médulo de corte:

Ex = f — VE - VE C— E
Oy O x Oz 2(1 + V)
&y=F Vg Vg
_ o, Oy o, © Deformacién volumétrica
E E E
e — Txy e = €j
¥ 26
. _ Dz o Médulo de def. volumétrica
EG 1—2v
Eyz = 5 e=—F——0j=>p=—ke
¥ 26 EE
k= — —
3(1 —2v)
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Elasticidad 2D. Deformacién plana

o La condicién de deformacién plana

O xx A+ 2u A
Oy ¢ = A A+ 2u
Oxy 0 0

02z = V(0xx + Oyy)

es (2, = 0)

0 € xx
0 Eyy
M Exy

siendo A y p los coeficientes de Lamé:

vE

A AT )

Deformacién plana: aplicaciones

(38)

(39)

(40)



4

Elasticidad
lineal

F. Gabaldén

Introduccién

Formulacién
del problema
de contorno

Formulaciones
variacionales

Formulacién
de Galerkin

Formulacién
de Elementos
Finitos

Formulacién
matricial

Elasticidad
lineal

Ejemplo: el
elemento CST

Elementos iso-
paramétricos

4

Elasticidad
lineal

F. Gabaldén

Introduccion

Formulacién
del problema
de contorno

Formulaciones
variacionales

Formulacién
de Galerkin

Formulacién
de Elementos
Finitos

Formulacién
matricial

Elasticidad
lineal

Ejemplo: el
elemento CST

Elementos iso-
paramétricos

Deformacién plana

. aplicaciones

Elasticidad 2D. Tensién plana

o La condicién de tensién plana es (0, = 0)

O xx

Ap(Atp) 2Ap
A 2u M 2u
2\ 4p(Atp)
A 20 A 20

0

v
_E(Uxx + Uyy)

0

0
0

DISPLAGEMENT 2

0.00E+00
5.25E-05
1.05E-04
1.57E-04
210E-04
2.62E-04
315E-04
367E-04
4.20E-04
4.72E-04
5.26E-04
b77E-04
6.30E-04

(41)

(42)
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Formulacién DISPLAGEMENT 1
del problema

5.30E.02
de contorno
1.61E-01
. 375E-01 =
Formulaciones 5.90E-01 =
variacionales 8.04E-01 u ~  DISPLACEMENT 1
1026400 o
F | o 2 1.23E+00 1‘62501
ormulacién 1 4Es00 smeor
de Galerkln 1.66E+00 8.09E-01
1.8BE+00 1026400
.-/ 1.24E+00
Formulacién 2.098+00 T > 1466400
de El = e
e Elementos 5 BIELO0 S e ] 5 10400
Finitos = 2328400
= 2535400
Formulacién E Time = 0.00E+00
matricial .
Elasticidad
lineal
Ejemplo: el

elemento CST

Elementos iso-
paramétricos

€  Elasticidad 2D. Problemas axilsimétricos

Elasticidad
lineal

F. Gabaldén o Se expresa en términos de las coordenadas cilindricas r
(radial), z (axial) y @ (circunferencial).
z

Introduccion

Formulacién
del problema
de contorno

Formulaciones
variacionales

Formulacién
de Galerkin

Formulacién
de Elementos
Finitos x

Formulacién

o Condicidn de simetria axial: todas las variables son

matricial
Elasticidad independientes de 6 y ademas: uy=0, €,y = ,9 =0
lineal
. o En todos los integrandos hay que considerar un factor de
Ejemplo: el
elemento CST 27-‘-,’

Elementos iso-
paramétricos
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Elasticidad 2D. Problemas axilsimétricos

o Relacidén tensidn - deformacidn

(o ) A+ 24
fo B A

< Ory F = 0

L 060 A

A 0 A (e )
A+2u 0 A € 77

0 L4 0 Erz

A 0 A+2u

,
Q)
>
S5
N

o La matriz B ( de interpolacién del campo de

deformaciones) es:

Elasticidad 2D. Problemas axilsimétricos
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Formulacién o Relacién tensidn - deformacidn

del problema

de contorno ( T )\ )\"‘2/1: )\ )\ O O 0 \ ¢ .
varncionates Tyy A A+2p A 0 0 0 eyy
Formulacién < Ozz > _ A A A + 2/,L 0 0 0 ) EZZ
de Galerkin O'Xy o 0 0 O /’L O O gxy
Formulacién O xz 0 0 0 0 ol 0 EXZ
de Elementos

S Lo, ) \ 0 0 0 0 0 pu/) | ez
Formulacién (45)
matricial

Elasticidad

lineal
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Ejemplo: CST para problemas de tensién plana

A continuacién se desarrollaran las ecuaciones a nivel elemental
del tridngulo de deformacién constante (CST) para el problema
de tensidon plana. Este elemento presenta las siguientes
caracteristicas:

o Es un elemento isoparamétrico

o No es necesario emplear cuadraturas para la integracién
numérica, ya que las integrales se pueden resolver de
forma exacta.

o Se utiliza en aplicaciones no estructurales por la facilidad
para generar mallas, ya que en andlisis estructural sus
prestaciones son bastante pobres.

Geometria y sistema de coordenadas

Y
3($3, y3) 1 1 1
2A=det | x1 X X3
yi Y2 ¥3
2(x9,y2) =(x2y3 — x3y2) + (Xay1 — x1y3)+
(21, 91) (x1y2 — Xoy1)
O T

o Coordenadas triangulares: &1, &>, &3
o & = cte es una recta paralela al lado opuesto al nodo |
o No son independientes: &1 + & + &3 =1
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Interpolacién lineal

Una funcién lineal f definida en el tridngulo se expresa en
coordenadas cartesianas:

f(x,y) = ao + aix + axy (46)

determinandose los coeficientes a; a partir de tres condiciones
que proporciones los valores fi, f, y f3 (que en el contexto del
MEF se denominan "valores nodales”).

La expresion de f en coordenadas triangulares hace uso
directamente de los valores nodales:

&1
f(&1,62,83) = h&1 + hé + & = [ k] &2 (47)
&3
Transformacidon de coordenadas
1) 11 1 2
x »=| x1 x x3 &2 (48)
y ) Yi Y2 »3 &3
&) 1 2A23  y23  X32 1
Er p = A 2A31 y31 X3 X (49)
< 2A12 Y12 X1 y

siendo Xjk = Xj — Xk, Xjk = Xj — Xk Y Ajk = 0,5(xjyx — Xxyj) es
el area encerrada por los nodos j, k y el origen de coordenadas.
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o A partir de las relaciones (48) y (49) es inmediato obtener
las relaciones:

F. Gabaldén

Introduccién

Formulacién aX 8_)/ 85[ af,
del problema —_— = X - — [ 2A_ — / 2A_ = Xij
de ci)ntorno af, P 85, yl , 8X -yjk’ 8_)/ kj
For.mu.laciones (50)
warscensis siendo j y k las permutaciones ciclicas de i.
Formulacién
de Galerkin o Las derivadas de f(&1,&2,&3) respecto de las coordenadas
formuiacion cartesianas se obtienen mediante la regla de la cadena:
Finitos
Formulacién 8f ]- af + af + 8f (51)
matricial — 23 -~ Y31 a~ Y12
ox  2A\06°7 T 967 T ag”
asticida
el of 1 (67‘ n of n of ) (52)
jemplo: e — X32 X13 X2]_
(IeEIJemeF:to C|ST 8.)/ 2A 851 852 853
Elementos iso-
paramétricos
€  Formulacién del elemento CST
Elasticidad
lineal

F. Gabaldén o Funciones de forma: N; =¢;, j=1...3

Introduccién o Interpolacién del campo de desplazamientos:
sl Ux = ux1&1 + ux2&2 + ux3és (53)
de contorno U, = Uylfl + Uy2§2 + Uy3£3 (54)
Formulaciones
variacionales que en forma matricial se expresa:

Formulacién
de Galerkin ( Ux1 )

Formulacién Uyl
de Elementos

Finitos : Ux — 51 0 52 0 53 0 < Ux2 \ (55)
Formulacién uy 0 51 0 52 0 53 Uy2

matricial ux3

Elasticidad L Uy3 )

lineal

Ejemplo: el que es la particularizacién de (27) para el triangulo CST

elemento CST

Elementos iso-
paramétricos
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Formulacion del elemento CST

o Relaciones deformaciéon—desplazamiento

Ux1
u
1 yz3 0 yii 0 yio O Uyl
g = Bde = — 0 X32 0 X13 0 X21 x2 > (56)
2A Uy
X32 V23 X113 Y31 X211 Y12
Ux3
\ Uy3 y,
siendo:
AN AN AN
> 0 0 F 0
B=| 0 2 o 2% o 9N (57)

e) 0 o
ONq 8,{1 ON» Gﬁz ON3 8/&3
oy Ox oy Ox oy ox

Obsérvese que las deformaciones son constantes en el elemento

Formulacién del elemento CST

o Relacidn tensién-deformacién

O xx £ 1 v € xx

g = O'yy = 1_—2 v 1 0 Eyy = C€
Txy g 0 0 * Exy

(58)

o La matriz constitutiva C se supondrd constante en el
elemento. Por tanto, dado que las deformaciones son
constantes en el elemento las tensiones también los son.
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Formulacion del elemento CST

o Matriz de rigidez elemental
La expresion (34) de la matriz de rigidez elemental en este
caso se puede escribir:

K¢ =B'CB / hdQ (59)

siendo h el espesor y Q¢ el dominio del tridngulo. Si el
espesor es constante la matriz de rigidez se expresa en
forma cerrada:

X32 \

( )/23
X32 V23 0

0 0
h Va1 0 X3 Y23 Y31 Y12

Ke = — C 0 X32 0 X13 0 X21
4A O X13 VY31
X32 V23 X113 Y31 X211 Y12
yiz 0 x21
0 xa1 y )
(60)

Formulacién del elemento CST

o Vector de fuerzas nodales (volumétricas)

& 0
[ & &\
e . & 0
f _/e ANbdQ = | b go % bdQ (61)
3
\ 0 & /

En el caso mas sencillo en que h y b sean constantes en el
elemento, y teniendo en cuenta:

/Qe £1dQ = /egde

Ah
(f ) ( bxl byl bx2 by2 bx3

Gd2=A/3 (62)

resulta:

by3 ) (63)
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Las relaciones geométricas y la interpolaciéon del campo de
desplazamientos verifican:

( )
1 (101 \ ST
X X1 X2 “o anlod /\/2

S Yy =1 " Y2 o Yee . |9 : > (64)
Ux Uxl Ux2 ... Uxpe :

Uy ) \ Uyi Uy2 ... Uy ) \ anlod J

El tridngulo CST descrito anteriormente se expresa de acuerdo
con (64) tomando nrelod =3, Ni =&, b =&y N3 =63

Elementos isoparamétricos

R
8

—_

—_
—_ e

DO

Tridngulo cuadratico de seis nodos
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o Triangulo cuadritico

( N )
(1) ( 1 1 1 1 1 1 \ N1
X X1 X2 X3 X4 X5 X6 Ni

S Y =l 1 Y2 3 ya ys Yo | N, ’
Ux Ux1 Ux2 Ux3 Uxq4 Uxs Uxe N5
. Uy J K Uyi dy2 Uy3 Uys Uys Uye ) N,

\ 6 )

(65)
siendo:

Np =&1(26 —1) No=6(2—1) N3 =E3(263 —1) (66)
Ny = 4616 Ns = 4683 N = 4381 (67)

Elementos isoparamétricos

o Elementos cuadrilateros

1(—1,-1) 2(1,-1)

Cuadrilatero bilineal
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o Cuadriladtero bilineal

(

-9 ).

= T+ ),

/ 1 1 1

X1 X2 X3 X4

y>=y1y2y3y4<N>
3

Ux1 Ux2
\ Uyi1 Uy2

(68)

uy3 Uyg )

M= (141 -n)  (69)

H1-9+n)  (70)

Elementos isoparamétricos

Cuadrilatero bicuadratico
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o Cuadrilatero bicuadratico

(1 ) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 N
X X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 N2
S Yy = )% Y2 Y3 ya s Yo Y7 Ys Yo
Uy Uxl  Ux2 Ux3 Uxs  Uxs  Uxg  Ux7  Uxg  Uxg :
L Uy Uyi Uy2 Uy3 Uya Uys Uye Uy7  Uyg  Uyg No

En este caso las funciones de forma son:
M= 3 (1 )~ n)én, No = — 3 (L+ )~ n)ém, Ns = 7 (1+E)(1+ e
No = 3 (L)L = m)ém, No = 2 (1~ €)(1— mn, No = 5(1+ )1 —7)e

Ne = (=) 4, No = =3 (1= (17, No = (1—€)(1 —7?)

Derivadas parciales

o Jacobiano de la transformacidon isoparamétrica

X X X -1 0
Sop=\ & & | om =371 om ¢ (D
oy dy Oy on on
o) 0
PRCICED N i (72)
e\ & o

La matriz J se denomina matriz Jacobiana de la transformacidn
iIsoparamétrica
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Derivadas parciales

o Calculo de las derivadas parciales.

Ox Qe oN i 8)/ L oN i
=D Xt =Dy 73
o0& ; o0& 0& ; 0& (73)
0x ”ﬁod 8/\/,' 8)/ fwd 6N,-
= =) Xijm—, A= Yiao 74
on ; on on ; on ")
X1 N
o oo\ [ g
J=PX= & & 38’\£/n ; : (75)
87) 87’] P 877 :
Xn Yn

Integracion numérica

o La integracidon numérica es un ingrediente imprescindible
en el cdlculo de las integrales elementales

o Existen diversas cuadraturas: Gauss, Simpson, Lobatto,
etc.

o Las cuadraturas de Gauss proporcionan mayor exactitud
que otras reglas para un determinado nimero de puntos de
integracién

o En cada punto de Gauss se realiza un nimero importante
de operaciones
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Integracion numérica

o Cuadraturas de Gauss en una dimension:
1 p
/ F(dE = Y wF(6) (76)
- 1

siendo p el nidmero de puntos de integracidn, &; las
coordenadas de cada punto / y w; los pesos
correspondientes.

o Algunas cuadraturas:

1 punto: [ F(§)dé =~ 2F(0)

2 puntos:  [1 F(&)dE ~ F(=1/v/3)+ F(1/V3)

3puntos: [T F(€)de ~ 3F(—/3/5)+ SF(0) + 3F(1/3/5)

4 puntos: [T F(€)dE ~ wiF(&)+ waF (&) + wsF (&) + waF (&

Integracion numérica

o Para la regla de 4 puntos:

W1:W4:%—%\/%, W2=W3:%+%\/%
b= €= —\/3+2V6/5)/7, & = —& = —\/(3— 2\/6/5)/7

o Las cuatro reglas descritas integran de manera exacta
polinomios de hasta grado 1, 3, 5y 7, respectivamente.

o En general, una cuadratura 1D de Gauss con p puntos
integra exactamente polinomios de orden 2p — 1
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Integracion numérica

o Para calcular la integral de F(x) en el intervalo [a, b] se

hace un cambio de variable definiendo £ en el intervalo
biunitario:

/a " Flx) de = / 11 F(&) Jde

siendo:

2 1 dx b—a
5:b—a<x_§(a+b))’ T

Las cuadraturas de Gauss de orden mas alto estdn
tabuladas en los libros de calculo numérico (en Handbook
of Mathematical Functions. Abramowitz & Stegun hasta
96 puntos). No obstante, las cuadraturas de orden superior
a 4 no se pueden expresar de manera cerrada.

Integracion numérica

o Cuadraturas de Gauss en dos dimensiones

o Las cuadraturas de Gauss mas simples se obtienen
aplicando las cuadraturas 1D a cada variable. Para ello las
integrales han de transformarse al cuadrildtero biunitario.

/11 /11 F(&,n)dédn = /11 dn/11 F(&,n)dé ~

p1 P2

> wiwiF (&)

=1 i=1

siendo p; y p2 el nimero de puntos en cada direccién (que
son iguales si las funciones de forma también lo son).
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Integracion numérica

n n
5 [ ] [ ]
2/v/3
2 puntos:
wy = 4, Wax2 = 1,

w1

w2

W5 —

o Cuadraturas de Gauss en dos dimensiones

Wy

64

31

n
3/5
3 puntos:
w3 = wy

We

25
Wog — —

81
40

81



