Capitulo 3

Elasticidad Lineal

3.1. Introducciéon

Queda fuera del marco de estos apuntes elf@bordar comn@eptos basicos de la
mecénica de medios continuos (tensién, de
etc). Se remite al lector interesado en ellos &
este tema citadas en la bibliografia [17, 9] No obs§
pasa revista de forma somera a algu con objeto de introducir la

notaciéon y poner en contexto los des ordaran en el capitulo.

Sea o el tensor de tensiones de Ca 1 vector desplazamiento y b
el vector de fuerzas volumétricas. Conside os el tensor de deformaciones
infinitesimales, que se define cg ftrica del tensor gradiente de
desplazamientos:

s - 1 8uz 8Uj

mente de las derivaq pmposde desplazamientos. Este tensor se con-
o, experimenta pequenas deformaciones (las de-

o= FEe (3.2)

siendo E de elasticidad o modulo de Young. En el caso més ge-
neral de un so tridimensional esta relacion se establece entre el tensor
de tensiones y el tensor de deformaciones. Como extensién natural de la ley
de Hooke, las componentes del tensor de tensiones se expresan como com-
binacion lineal de las componentes del tensor de deformaciones mediante un



56 Elasticidad Lineal

tensor de cuarto orden C (Ley de Hooke generalizada), cuyas componentes
Cijr son constantes y se denominan “coeficientes eldsticos™

g = CE, Oij = Cijklakl (33)

de notacion ya
ensor de cuarto

Observacion. En este capitulo se utilizardn los cry
descritos en el apartado 2.2. Asimismo, la aplicaciod )
orden A sobre uno de sequndo orden B para obteg

orden D, se expresa con AB:

D =AB, D;=A, (3.4)
Observacién. Cuando se considere neces@ii los de claridad se
empleard la notacion indicial, siguiendo el\€og ' instein (suma de
indices repetidos).
El tensor de médulos elasticos tie
1. Simetria mayor:
(3.5)
2. Simetria menor:
3.6)
3.7)
3. Es definido positi
>0 V,;; simétrico (3.8)
q)ijq)kl =0 = q)ij =0 (

el tenso™de deformaciones infinitesimales € es simé-
mayor de C implica que el tensor de tensiones

Observacion.
trico, la propi

mas g dlido elastico anisotropo requiere de la definicién de 21
Ciertos materiales tienen un comportamiento mecanico
respecto de ciertos planos, reduciéndose el nimero de cons-
icas desde 21 hasta 9 en el caso de los sélidos ortdtropos, y a 2
el caso de los solidos isdtropos.

sramos un solido elastico definido por el conjunto abierto €2 C

90 =0,,Q0U0,0Q (3.10)
0 =0,0n0,Q (3.11)
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siendo 0,,€2 la parte del contorno con desplazamientos impuestos en direccién
1,y 0, la parte con tensiones impuestas en direccion i. El sobrerayado en
(3.10) indica que en la definicién de OS2 entran los conjuntos abiertos 0,2,
0,2 y los correspondientes bordes.

Oy, )

(2

O, §2

2

Figura 3.1: Condiciones de contorno ido eldstico

3.2. Formulacion fuerte

Sea Q = QU 9Q un cuerpo eldsti
contorno 0f) admite la descomposicid
1...ngm. Sea n el vector normal exteri
fuerte del problema se establece en

Dados b : Q) — R™im g : 8

campo u : §) — R™im que cup

"dim conjunto abierto), cuyo
1,2, 0, QN0 Q=100 =
punto de 0€2. La formulacién
es términos:

t : 0,Q) — R"aim_encontrar el

(3.12)
(3.13)
(3.14)

siones o y el vector desplazamiento w
itutiva (3.3) y de la relaciéon de compatibilidad

estando relacionados
a través de la ecuacion
(3.1).

Observacién.
realmente indiea

.Q, 1= 1...ndim (315)
i,j =1...ngim (3.16)
Obser marco de la mecanica de medios continuos, la ecuacion
(8.12 tlibrio en cada punto de 2
Observa ectoresw y t se denominan “desplazamientos impuestos”
y “tensiones respectivamente.

Observacion. La formulacion fuerte del problema de la elasticidad es un
problema de contorno mizto, que cuando se verifican ciertas hipotesis en los
datos tiene solucion unica. En este sentido puede consultarse [7].
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3.3. Formulacién débil

La formulacién débil del problema de contorno del sélido elastico lineal
se establece en los siguientes términos:

Dados b : 2 — R™im y las funciones w : 0,2 — R"di
encontrar el campo de desplazamientos u € U | V4

/(U-Vséu—b-éu) dQ—/ t
Q 2.9

U={uecHQR""™)|u(x)
V= {0ue H'(Q,R"™) | ju(

f : @tQ — Rndim,

siendo:

y H(Q,R™m) el espacio de Sobolev de gra

/ Tp Ot dT (3.21)
Ot Q

"dim

Observacion. En el marco de la
se interpreta como el meipio de
desplazamientos virt

anica de solidos, la formulacion débil
s Trabajos Virtuales”, siendo du los

Observacién. Una @ on sobre la existencia y unicidad de las formula-
cion débil descrit ado puede consultarse en [2, 3].

de las formulaciones fuerte

a equivalencia de las formulaciones fuerte y débil des-
rtados anteriores demostraremos que si un campo de
5 solucion del problema fuerte, entonces también es so-
débil, y viceversa. Antes de hacer la demostracién es

sequndo orden se puede descomponer en suma de un tensor
de un tensor antisimétrico. En efecto, denominando s;; a sus
es, se tiene:

Sij + Sji o Sij — Sji

TS, 5 S T Ty Sl T T g
~~

5 (3.22)

{m
-~
\M_/.

simétrico hemisimétrico
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En lo sucesivo denominaremos s(;;) a las componentes de la parte simétrica
de s5, v s[5 a las componentes de la parte hemisimétrica.

Teorema 3.4.2. Sea s;; un tensor simétrico y t;; un tensor no simétrico.
Entonces,
Sijtij = Sijlis) (3.23)

El teorema queda demostrado si s;;t;;; = 0. En efecto:

Sijllij) = —Sijtlji)
= —Sjit]ji)

La demostracion de la equivalencia entre las dos fo e realizard
demostrando las dos proposiciones siguientes:

Proposicion 3.1. Si u es solucion de la fg 0 erte del problema,

Demostraciéon
Multiplicando (3.12) por du € V e4
de la divergencia y el resultado del t

, al aplicar el teorema
obtiene:

o - VoudS) + / b dudfd
Q

+/b-5udQ+/ - Sudl
9] hQ
(3.25)

onsecuencia solucién del problema

g

(3.17) y teniendo en cuenta el teorema 3.4.2:

’l& SéudQ—F/b‘éudQ—l—/ t- dudl
Q EXe

= — [Ndiv(odu)d + /(diva +b) - dudS + / t - dudl
Q Q X

= /(div o+b) - dud — / (on — t)dudl (3.26)
0 EXo)
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Sean las funciones « : 2 — R"™im y 3 : () — R™dim:

a®dive +b (3.27)

BYon—1 (3.28)

La proposicion estard demostrada si se verifica en 2y B8=0

en 0;Q. En efecto, sean du = a¢(x), donde ¢(x) funcién

que verifica:
o(x) >0, Vel
p(x) =0, Vz

o(x) suave

Con estas tres condiciones queda garantiz gue dc V. Sustituyendo
en (3.26) la funcién du asi definida:

O:/a-(
QN~—~—
>0

Analogamente, definimos ahora du
nentes:

(z 0 en Q (3.29)

ante la expresion en compo-

1.. Ndim (330)

siendo ¢;; la “delta de Kronecké den 2, y ¢¥(x) : 92 — R una funcién

que cumple:
V& € 8,519
VYV € 0,02

pera se demuestra o = ... = (3, = 0.

O

principio de la minima energia poten-
1

= u+cdu las variaciones arbitrarias del campo de desplazamien-
tos u que satisfacen las condiciones esenciales de contorno, con du € V
y € € R. Se define el funcional de la energia potencial como:

nu.) - - / VU, - CV*U.dQ — /
Q

b U.d — / F.U.AD (3.32)
2 Q s3]



El principio de la minima energia potencial 61

La energia potencial toma un valor estacionario si y solo si se satisface la
ecuacion variacional (3.17), con o = Ce.
En efecto, la condicién de estacionariedad de II(U.) se expresa:

STI(U.) =0 = iU _ (3.33)
de e=0

Teniendo en cuenta:

VU, = Vu +eViiu (3.34)
dU.
- =lu (3.35)
AVU. _,
= Viu (3.36)

operando en (3.33) resulta:

di(Ue) _ / (w + bu) - CV*Sud) - / b-
de Q o

T-6udl (3.37)
0t

y para € = 0:

:/u-CVsdu
e=0 Q

Asimismo, para el camp
un valor minimo:

dn(u.)
de

—/ T-0udl =0 (3.38)
02

. estacionario, el funcional toma

(3.39)

por ser C definido pgsitivo.
Se puede in g e las ecuaciones variacionales se pueden obtener a
partir de la dey acional. Cuando esto es posible se dice que existe
un principio wacional as@@lado a las ecuaciones variacionales, denominan-

dose éstas ecua®
El teo
cional ¢

g establece que la existencia de un principio varia-
a la simetria de la forma bilineal:

a(u,u) = / Viu - CVudQ (3.40)
0

Cabe destacar que la formulacién del método de los elementos finitos no
requiere de la existencia de un principio variacional, ya que ésta se desarrolla
a partir de la formulacién débil de un problema de contorno.
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3.6. Formulacion de Galerkin

Sean V" y U" aproximaciones de dimensién finita de los espacios funcio-
nales V y U, definidos en (3.18) y (3.19), respectivamente. Admitiremos que
las funciones de u" € U" se pueden descomponer en 1 a:

h

u" =" +a" (3.41)

donde v" € V", v w" satisface la condicién de contorn en los nodos
de 0,€).
La formulacién de Galerkin del problema de lescrito se establece
en los siguientes términos:
Dados b : Q — R™im y las funciones @ :
encontrar el campo de desplazamientos u” = igeon v € V! tal que

Véul € V" se cumple:

/stsu - CV*0" dQ) = /

QN =0, sii#j (3.43)

eracion global de los nodos, ahora n,, es el conjunto de
ientos impuestos en direccién ¢, y n — 1,, al conjun-
de n,, en 7. Los subespacios de dimensién finita U" y
*diante unas funciones de interpolacién Ny, A = 1... N4
, que se denominan “funciones de forma”:

Z diaN4g+ Z UzANA} (344)

Aen Nu; AEnul

J/
—~ —~

oh ah

V= {6ut €V |ou! = Y SwiaNa u} =0 Vo€, Q)  (3.45)

Aen*nui
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Observacion. Las incognitas en cada nodo son los desplazamientos. En con-
secuencia, el nimero de grados de libertad por nodo ngq coincide con la di-
mension del espacio Ngim.

tensor gradiente.

Interpolacion del campo de desplazamientos.
de la interpolacién del campo de desplazamiento es:

Ndim
V" =)" > diaNae; (3.46)
i=1 A€n—nu,
Ndim
su” = (3.47)
Ndim
u' = (3.48)
=1 A€
siendo e;, (i = 1...ngim) los versores
Observacion. En lo sucesivo se adopta o convenio de notacion para
las expresiones matriciales que expresa en forma de matriz

plazamientos. La interpolacién del
emos en forma matricial mediante:

Interpolacion del gradiente
gradiente de desplazamica

Ndim

S S {e} | VNAlldia  (3.49)

=1 Aen—nu,

yrial o diadico.

maciones infinitesimales. A continuacion
tor € en funcién de las del gradiente de desplaza-

€. Las componente
mientos

V1,1

V2,2

V33
V12 + V21
V1,3 + V31
U3+ U32 |

para ngim = 2, €= > para ngim = 3

\

(3.50)
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Sustituyendo en (3.50) la expresién (3.49) de las componentes de Vo',
obtenemos la interpolacién de las deformaciones.

Considerando un unico sumando, correspondiente al movimiento del nodo
A € n—mn,, en direccién 7, en la expresion (3.49) para el caso ngim = 2 resultan
las componentes:

O ON, ON
v =Y e o= o (3.51)

- 8561 ’ 8@
=1

Sustituyendo las componentes de Vvy qu la expresion

(3.51) en (3.50):

Ndim

€4 = E B se;
=1

(3.52)
siendo:

(3.53)

Procediendo de forma analoga para'e 8D, la matriz de interpolacion

de deformaciones B resulta:

Ngim = 3 (3.54)

pleta:
(3.55)

i=1 Aen—nu,
e cuarto orden C lo re-escribimos como un tensor
y asi poder finalmente escribir (3.42) usando productos
s. La relacién entre los subindices {4, j, k, [} del tensor
subindices {I,.J} del tensor constitutivo C' se obtiene

Vv -CVv =€’ - Ce (3.56)
tablas del cuadro 3.1

i6n. Con la definicion hecha del tensor de sequndo orden C' a
partir del tensor de cuarto orden C y con las simetrias de éste descritas en
(3.5) a (3.7), es inmediato verificar que C' es también simétrico:

c=cCc’ (3.57)



Formulacién matricial 65

17T Ti/k [ /i
T |11
AR g 2 | 2
1 1 1 1
Ndim = 2 — | 2 2 2 Ndim = 3 — 1
3 [ 1] 2 -
3 2 |1 :

Cuadro 3.1: Transformacion de indices para pasar del stitutivo de

cuarto orden al de sequndo orden

Sustituyendo estos resultados en (3.42) #€ obtiene:

Ndim Ndim
S % Jomel Y. S
i=1 A€n—nu, J=1 Ben—nu,
Ndim
=3 ) buiael - / N 4bdQ) + Su;pel N 4tdD
i=1 A€n—nu, Q - 2:Q
Ndim
- > |ou, / B”;QCBBejadeQ> (3.58)
i=1 Aen—nu, &

pasando todo a la izquieg

Ndim
S buiaef g / BﬁCBBdQ> e;jd;p — / N bd$)
i=1 Aen—nu, j= ) Q Q
— > ( / B?;CBBdQ) ei;p| =0 (3.59)
j=1 Be"]uj Q
Como los coé iA son arbitrarios, todos y cada uno de los cor-

er nulos. En consecuencia se obtienen el siguiente
jones (Neq = Ndim X °( — Nu;, 0 = 1. . Naim) )

BZ;CBBdQ) e;d;p = e] - / NabdQ+el- [ Natdl
Q 0:Q2

Ndim

—el YY) < /Q BQCBBdQ> e;U;p  (3.60)

=1 Ben,
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Para expresar el sistema de ecuaciones (3.60) en forma matricial es necesa-
rio definir la numeracién global de las ecuaciones del problema, generalizando
la definicién dada en (2.57). Como en el caso del problema de elasticidad el
numero de grados de libertad por nodo es ngqi = ngim, la matriz id es:

s P siAen—mn,
id(i, A) = { 0 siAden, (3.61)
siendo A el numero global del nodo, y el indice 7 el correspondiente

al grado de libertad considerado.

Observacién. Haciendo ngg = 1 en (3.6 in de la matriz id

coincide con la dada en (2.57)
Ahora el sistema (3.60) se expresa en for
K (3.62)

siendo:
K = [Kpg, d={doy}, 1<PQ<neg (3.63)

y las componentes correspon

(3.64)
(3.65)
Nytdl — e - / B CBpdQe;u;p
' (3.66)
(3.67)
3.7.1 des de la matriz de rigidez
Definicig iento de sélido rigido). . Sea el vector w : Q@ —

es un movimiento de solido rigido st w jy = 0.

finitesimal de sdlido rigido se expresa de forma general

= ¢, twAzx (3.68)

traslaciéon  rotacién

ector constante, y w el vector representativo de la rotacién

i6n. La expresion (3.68) se puede identificar con el campo de ve-
locidades del solido rigido:
dr dro  dg
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En (3.68) w y ¢ son elementos de la variedad tangente del espacio de
configuraciones, sin que sea necesario que su modulo tenga un valor infinite-
simal. Estos aspectos se pueden consultar en la referencia [1/).

Las dos propiedades mas relevantes de la matriz de rigidez tablece-

remos con sendos teoremas.

Teorema 3.7.1. La matriz de rigidez K es simétrica.

Demostracién
Esta demostracién es inmediata a partir de la .64) de las
componentes de K:

Kpg = €] / B CBgpdQe;=e] / BLC"BAdQ
Q Q

Teorema 3.7.2. La matriz de rigidez, ida“positiva.

Demostracion
Al igual que en la demostracion de
se realiza en dos pasos. Sea Jwk

ma 2.6.2, esta demostracién
dc;aN 4 una funcién de V',

Llamando dcp = dcjs con P ), los cOeficientes dcp, P = 1...neq

definen las componentes del
a) dc’ - Kéc>0
En efecto,

(SCT - Kéde = dcp- i A (BZT : /QBZ;CBBdQBf> 5CjB (371)

De acuerdg expresion anterior se puede reescribir como:
éc’ - Kdc = Ce(dw)df) = /QVScSw -CV35%wdQ >0 (3.72)
acuerdo con (3.8).

b) dc’- =dc=0
Suponiendo que de’ - Kédc = 0, de acuerdo con la demostracién de la

parte (a):
Véw - CV*6w =0 (3.73)
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y teniendo en cuenta (3.9):
Viw = 0 (3.74)

por lo que dw es un movimiento infinitesimal de sélido rigido.

De acuerdo con la condicién de contorno homogénea_gue segin se ha de-
finido en (3.45) satisfacen los elementos de V", si 6r" & un movimiento
infinitesimal de sélido rigido, entonces ér" = 0. En i

Viliw=0= ow=0= dcp=0,P=1...n

Observaciéon. La propiedad de la matriz
en dos requisitos:

positiva se apoya

1. El tensor constitutivo C es defing

2. Las condiciones de contorno W@mogéneas M€orporadas en la definicion
del espacio funcional V.

3.8. Formulacio entos finitos

La matriz K y el vector F' s
buciones elementales. El

descomponer en suma de las contri-
es idéntico al descrito en el apartado
esan las matrices y vectores elemen-

ema de ngy, dimensiones, para un ele-

mento e con N, nodos, iz de rigidez elemental es:

ke = [k;qL 1 S b, q S nenngdl (3 76)
k?;q = 6;-T . p = ngdl(a - 1) +1 (3 77)
q = ngdl(b - 1) +j (3 78)
a=1...Nen, b=1...nen (3.79)
izl...ndim, ]zlndlm (380)

siendo ices nodales de interpolacion de deformaciones definidas
(3.54) para ngim = 2 Y Naim = 3, respectivamente.
iato comprobar a partir de (3.76) hasta (3.80), que la matriz de

htal se puede expresar de forma compacta:
k= / B'CBd)Q, B=(B,|B;|...|Ba) (3.81)

siendo de hecho esta expresién la que se utiliza en la implementacién compu-
tacional.
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La expresion de las componentes del vector de fuerzas elemental es:

NenNgdl
fo=[ NabidQ+ [ NEdlD— Y ki, 1, =Ty (3.82)
Qe 9, 2 —1

siendo u;, = 0 si el nodo b no tiene desplazamiento impuesto g

Los vectores y matrices formulados a nivel elemento en
ensamblan mediante el operador A[-], descrito en el siguie
obtener el vector de fuerzas y la matriz de rigidez globales:

Nelm
K:éw

Nelm
F:éfﬁ

3.8.1. Ensamble de las ecuacio

rdimiento descrito
tenga ngq grados de

Para ensamblar las matrices locales se ge
en el apartado 2.7.1 para el caso en el que'e
libertad.

La conectividad se define con la
el capitulo anterior:

que se ha definido en

iz( _a (3.85)
nodo local_¢
La numeracion de las ecu asignandole a cada nodo y
grado de libertad un niimero,
(3.86)
La matriz ld const
id(i,iz(a,e)) (3.87)

aace directamente a partir de los datos alma-
procedimiento a seguir mediante el siguiente

El algoritmo de ensamb
cenados en ld, ee
ejemplo.

Ejemplo

En la figura adjunta se muestra el detalle de
uno de los elementos de cuatro nodos de una
malla de elementos finitos, utilizada en la so-
luciéon de un problema de elasticidad en dos
A dimensiones. Se muestra la numeracién global
y ° de los nodos y entre paréntesis la numeracion
L»x (1) 12 local.

Suponemos que la matriz ¢d ya se ha creado y las entradas correspondientes
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al elemento de la figura son:

id(1,12) =9

id(1,57) = —13

id(1,79) = 67
id(1,128) = 115

donde los niimeros negativos corresponden a los gr
mientos impuestos. La matriz ¢ se construye a partir

en la figura:

9 — Ko 49+ k33
— Koes + k3
oft6 < Kio,10 + ki 4
0,67 < K067 + ki 5
K015 < Kio115 + ki 7
K49,67 — K49,67 + k§,5
Kyo115 < Kag 115 + kg7
K67,68 — K67,68 + kg,ﬁ
K68,68 — K68,68 + kg,6

€
Kiis115 +— Kiis.115 + k7,7

id(2,12) = 10
id(2,57) = 49
id(2,7

ertad con movi-
logia definida

la expresién (3.87):

Ko 10— Koo+ k5,
Kogr < Kogr + k35
K97115 — K9,115 + k§,7
K049 < K09 + K54
Kio6s < Kioes + ki
K949 < Kagag + k35
K49,68 — K49,68 + kS,G
K67,67 — K67,67 + kg,t’)
Ke7115 <+ Ker115 + k5 7

e
Kes 115 < Kes 115 + kg 7
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Vector de fuerzas:

Fy — Fy+ f3

Fio «— Fio+ fi
Fig < Fyo + f5
For — Fer + f5
Fog — Fes + fg
Fis < Fus + f7

Obsérvese que en la construccién de la matriz igi bal se ha
tenido en cuenta la simetria de la misma, asi como i la matriz
de rigidez elemental.

3.9. Ecuaciones constit e la elastici-

dad lineal

ico lineal se expresan en
se ha comentado en el
definir el tensor de mdédulos

Las ecuaciones constitutivas de u
el caso mas general con la expresion
apartado 3.1 son necesarias 21 constant
elasticos C de un sélido anisétrope

se redWlce a 9 en el caso del sélido
rdo con (3.50) y el cuadro 3.1,

El nimero de constantes g
elastico ortétropo. En este a

0 0 (o, )
8 8 Oyy
O-ZZ
0 0 oy (3.88)
Giz 0 Tez
O 1 Tyz )

las doce constantes que intervienen en la matriz de la
b nueve son independientes ya que se deben verificar las

E E E, b, E,
== A= = (3.89)

yx Vey Vay Vyz Ve Ve

Los materiales transversalmente isétropos se caracterizan mediante cinco
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constantes. Llamando z a la direcciéon de anisotropia:

1 |4 Vz
( Exax ) E —IE E. 0 0
Syy “E E o 0
= | - - oz 00 (3.90)
v (] 0O 0 0 2 '
Yoz o 0 0 0 &
\ ,sz y, 0 0 0 0 0

Finalmente, un material isétropo se caracterizagiini on dos cons-
tantes elasticas. La relacion tensién-deformaci te caso:

(

9
\

=T
Eyy
€

¢ 3.91

oy (3.91)
Yz

L Tyz )

Las ecuaciones cong ) ateriales elasticos isétropos es habi-
tual expresarlas en f asgeonstantes de Lamé \ y pu, relacionadas con
el médulo de Young eficiente de Poisson v mediante las expresiones:

Ev
3.92
(I+v)(1—-2v) ( )
E
- = 3.93
2(1+v) (3.93)
e inversamente:
3N+ 2
E = p(B3A+2p) (3.94)
A+
A
V= ——-— 3.95
20+ ) (3.95)

expresion de las ecuaciones constitutivas en funcion de los coeficientes

s (3.96)

T OO0 O oo
N

OOoOT OO O
O OO OO



Ecuaciones constitutivas de la elasticidad lineal 73

Observacion. Para un material isétropo las componentes del tensor consti-
tutivo de cuarto orden se expresan de manera muy sencilla en términos de
los coeficientes de Lamé:

Cijir = p(0ik0j1 + 0idji) + 100k (3.97)

3.9.1. Modelos 2D

Aunque actualmente con cualquier ordenador personal se
analisis tridimensionales de elementos finitos en un ti
numerosas situaciones practicas se presentan geomet
carga que reducen el problema de tres a dos dimens
se describen los modelos que permiten analizar un p
solidos en dos dimensiones.

Deformacion plana

Los cuerpos con una dimension consid
dos, y con un estado de cargas que no varia sI
correspondiente a la dimensién predominante puede
de deformacién plana.

Consideraremos que el problema
que las variables del problema no depe
tesis de deformacion plana se supone qu
perpendicular al plano del mo

ente en la direccidon
alizarse con modelos

el plano Oxy, por lo
a coordenada z. En la hipé-
desplazamientos en direccion

(3.98)

s las componentes de la deformacion
son:

En consecuencia, también
€22y Yoz Y Vyz- Las comp

x
Oy
y

_ Ou, | Ouy
Yoy = ay 0_35

3.91) y operando se obtiene:

Sustituyend@
Oy = V(0gy + Oyy) (3.99)

e relacionan las tensiones y las deformaciones son:

1—v v 0 Exx
v 1—v 0 Eyy (3.100)
0 0 % Vay

En los modelos de deformacion plana, por convenio, suele considerarse de
valor unidad el espesor correspondiente a la dimensién segin Oz.
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Tension plana

En la hipotesis de tension plana la tension en direcciéon perpendicular al
plano del sélido es nula, y se aplica a sélidos que presentan una dimension
mucho menor que las dos restantes, que sin perdida de generalidad conside-
raremos que es Oz.

Una aplicacion clasica de la hipétesis de tension
laja de pequeno espesor cargada Unicamente en
Dado que en direcciéon Oz no hay cargas aplicadas y @
a lo largo de Oz se verifica que:

espende a una
no de la laja.
8SOT €S pequeno,

(o (3.101)
y en consecuencia:
(3.102)
Las componentes de la tensién o, wsepromedian en el espesor de
la laja, suponiendo que son indepexy oordenada z. Imponiendo
(3.103)
cién viene dada por

5:va:
Eyy (3.104)

'ny

ocupa en : Indricas, que denominaremos {r, 6, z}. Por la sime-
tria d istente todas las variables son independientes de 6 (todas
las de 0 de 0 se anulan). Ademéds se supone que uy = 0. Por

9~ son cero. Las relaciones deformacion-desplazamiento

ou,

€y = > (3.105)
ou,

€rp = P (3.106)

£gg = “? (3.107)
ou, Ou,

Tra = 5 + o (3.108)
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y las ecuaciones constitutivas:

Opr 1—v v 0 v
o E v 1—v 0 v
. [ (1+v)(1-2v) 0 0 2 0
006 v v 0 1—vu

Debido a la simetria de revolucién se ha de considerar
en todos los integrandos de la formulacién débil (no obstante, e
el factor 27 se simplifica al aparecer en todos los tér
yrdenadas

Observacion. Las ecuaciones de equilibrio en 3D expkesadas en

cilindricas son:

10 10 0

;E(Tarr) + ;%(Tré)) + 9 (3.110)

(3.111)

(3.112)

(3.113)

(3.114)

(3.115)

Esta expresit nilarse a la expresion (3.53) correspondiente a
los casos 2D d@& i

3.10

1. Sea un co to abierto  C R2, cuyo contorno se descompone de la
forma 02 = 0 U 0y U 03 U €y, siendo 0€); partes de 0f) que no se
solapan. Sea m el versor normal exterior en un punto & € 9 y s el versor
normal a n en x, tal que {s,n} es una base cuya orientacién es positiva (ver
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figura). Se considera el siguiente problema de contorno de elasticidad lineal:

04,5 + fz =0 en () (3116)
w; =u; en 0 (3.117)
Oighy = fl en 892 (3118)
U;n; = ﬂn
- } en 0€)3 (3.119)
OijN;S; = ts
s = ELS} en (3.120)
0Ty = tn

siendo 0;; = Cyjper. Se pide

1. Establecer la formulacién débil d ema considerando que todas las

NOTA: Descomponer los des
normal y tangencial: du =

ntos virtuales segin las direcciones
S, Ou; = Ou,n; + Ougs;.
a [11])

2. En la teorfa (lin de pequenos desplazamientos superpuestos con
los grandes [11], la

matriz de rigidez de tensiones iniciales), de
modo que el tém igidez de la ecuacion variacional:

/ o ) Cijrith e,y d€2 (3.121)
Q

se re laza pOr:

/ 5ui7jD¢jkluk,ldQ (3.122)

Q

Dijii = Cijr + 5¢k0?l (3.123)
0% = o) (3.124)

siendo 01, la delta de Kronecker de segundo orden y 0?1 las componentes del
tensor de tensiones iniciales, que es funcion del punto x € €2. Se pide:

1. Establecer las simetrias del tensor Djj;
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2. En el caso ngim = 2, expresando el trabajo virtual de las fuerzas internas
mediante la notacién:

/ [| 0wy 1, 0ug 2, duy o + dua g, duy o — dug,|| D
Q

se obtienen las componentes de la matriz de rigidez:

ko, =e€! - | BIDBdQ

)

Qe
siendo D una matriz de 4 x 4 y B, una matri tener:
a) Expresién de la matriz B, en funciga funciones de forma y

sus derivadas.

b) Componentes explicitas de la cion de los coefi-
cientes Djjp

0

c¢) Expresar claramente la contribucién de ensiones iniciales oy

a la matriz de rigidez.

(Ejercicio 4, pagina 104, de la referenci
3. La ecuacién constitutiva d tico lineal se puede expresar
en forma mas general media

)+ o) (3.127)

s y las tensiones iniciales, funciones
pndientes a las deformaciones iniciales
sentar efectos de dilatacién térmica de acuerdo,
on la expresion:

siendo €7 y o7y las defo
conocidas de x. Los t§
pueden emplearse pa
por ejemplo para el caso

ey = faw (3.128)

siendo 6 la vamiacién de te

mica. Se pide:

eratura y ay; los coeficientes de expansion tér-

la_formulacién débil del problema de la elasticidad conside-
6n constitutiva (3.127), y la relacién (3.128) para las
iciales.

2. Obtene xpresion del vector de fuerzas nodales en términos de las
matrices dé interpolacién de deformaciones B y de médulos elésticos
C, y de los datos del problema.

(Ejercicio 6, pagina 105, de la referencia [11])
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4. Para conocer la respuesta mecanica de un tubo de seccién circular y gran
longitud, sometido a presion interna, se realizan dos modelos de elementos
finitos en 2D: uno de deformacién plana y otro axisimétrico (ver figura). El
radio interior es @ = 0.5 y el radio exterior b = 1. El material es elastico
isétropo. El médulo de Young y el coeficiente de Poissg en = 2.1-10"
Pay v = 0.3, respectivamente. La presiéon aplicada ¢

Obtener la distribucién de tensiones radiales, a
y la distribucién de desplazamientos radiales. Dibuja fil con la varia-
cién segin un radio del cilindro de dichos res
expresiones analiticas:

(b/r) — 1
Pboja) -

rr T

(3.129)

(3.130)

(3.131)

(3.132)

@ Axisimétrico Def. Plana

mediante un modelo de elementos finitos axisimétrico el campo
mientos y la distribucion de tensiones radiales y circunferenciales
en la pa¥ed de una esfera sometida a presiéon interna p. El radio interior de la
esfera es a = 0.8 m., el radio exterior b = 1.0 m. y la presién p = 5 - 10® Pa.
Considerar un material eldstico lineal con médulo de elasticidad £ = 2.1-10'!
y coeficiente de Poisson v = (0.3. Comparar los resultados obtenidos con la
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solucién analitica:

5 b3 _ 7.3
Orr = PG m (3133)
2r3 +b°
= — v 3.134
00 = pa 2r3 (0 — @) ( )
pa’

Uy = SED — )2 [2(1 —2v)r + (1 +v)

6. FEl solido de la figura es una chapa rectangular

borde inferior a una base rigida, y a una barra rigi(
El material es elastico lineal, de caracteristicas me

h = 14. Se desea conocer los valores de la tensig Mises que resultan
ntes a traslaciones
en direccién z y en direccién y, y rotacio
consideraré la hipdtesis de tensiéon plana.

referencia [1])

7. Un depési (iene una salida cilindrica en su parte superior, tal y
como se muest transversal de la figura. En las partes interior
entre el cilindro y la esfera se hace un engrosa-

Cuando el deposito esta sometido a presion interna se desea conocer los
valores méaximos del desplazamiento y de la tension de Von Mises, y en que
zonas se presentan. Comparar los resultados en los casos con y sin engrosa-
miento.
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versal se representa en la figura
con objeto de conocer su estado tengidnal. Para ello se realizaran dos modelos:

Cotas en metros

E =3.5-10" N/mm?
v=0.2

QOY

Las acciones estaticas a considerar son:

35

1. Peso propio.
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2. Presion hidrostéatica para un nivel de embalse H = 42 m.

en las hipdtesis correspondientes a las siguientes condiciones de contorno para
el modelo 3D:

1. Estribos con todos los desplazamientos impedidos

2. Estribos con los desplazamientos horizontales impedi

Asimismo se consideraran las situaciones correspondien
tacion directamente en roca (que se considerard infinitamente rig
cimentacién flexible, que se modelizara con coeficien
valor k = 6.5 - 105N /m® en todas direcciones.

Para las dos hipétesis de carga (considerdndola
como de manera conjunta), se pide:

1. Deformadas
2. Contornos de tensiones principales ma

3. Desplazamientos en la coronaciéon de 18

deformacion plana. Discutir los valor resultados en relacién a las
condiciones de contorno consideradas?

dos chapas de 2.5 cm. de espes un soporte que se considera
totalmente rigido. La Chapa 6mx 0.175 m?) soporta una carga

+ 0.025

0.150

Cotasen m.

/ ALZADO
0.600




