ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS (MADRID)

Mecanica

PROBLEMA PUNTUABLE (28 de Abril de 1998)

Apellidos Nombre

N° Grupo

Una barra homogénea de masa m y longitud 2! se mue-
ve en todo momento en un plano vertical de forma que
su extremo inferior articulado se mueve segiin una recta
horizontal, y se encuentra sujeto a dos puntos fijos me-
diante dos resortes iguales de constante eldstica ky = ?’g”—lg

cada uno. Ademads, existe un muelle de torsién de cons-
tante ko = 3ng[ tal que ejerce momento nulo sobre la
barra cuando ésta se encuentra en posicién vertical (po-
sicién de equilibrio estable), tal y como muestra la figura

adjunta. Se pide:

1. Expresién de la Lagrangiana;

2. Ecuaciones diferenciales del movimiento;

3. Ecuaciones diferenciales linealizadas para pequetnios desplazamientos alrededor de la po-

sicién de equilibrio estable;
4. Frecuencias propias;

5. Modos propios de vibracion;

6. Coordenadas normales en funcién de las coordenadas geométricas;

7. Resolucion de las ecuaciones linealizadas suponiendo que el sistema parte del reposo con
una inclinacién de la barra de 30° respecto de la vertical, y el extremo inferior en la
posicion de equilibrio determinada por los muelles horizontales.

1.- Tomamos como coordenadas el desplazamiento de
la base de la varilla respecto de la posicién de equilibrio
de los muelles (z) y el dngulo girado en sentido de las
agujas del reloj (0).

La expresion de la Lagrangiana es
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2.- Las ecuaciones de Lagrange que resultan son

mé + mlf cos § — mlf* sen 6 + g?:v =0 (2)
4 .
milcos 6 + ngQH — mglsen 6§ + gmglﬁ =0 (3)

3.- La posicién (z,0) = (0,0) es de equilibrio. Podemos comprobar ademés que es estable ya
que el potencial tiene alli un minimo local. Para demostrarlo obtenemos la matriz de derivadas
segundas del potencial (Hessiano):
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que particularizada en (0,0) es

H

Smg/l 0
(0,0) = (5 0 imgl)’ (5)

matriz que es definida positiva como resulta obvio. No6tese que si el valor del resorte ko hubiera
sido més pequetio (ky < mgl) el equilibrio habria sido inestable por lo que no se producirian
pequenas oscilaciones.

Linealizando las ecuaciones (2, 3) para valores pequenos de (z,6, Z, 0) se obtiene

mfv'—l—mlé—l-g?a::() (6)
mal + %leé + %mgl@ =0 (7)
Estas ecuaciones quedan resumidas en la ecuacién matricial
Mg +Kq =0 (8)
donde
ol R I B S G R} 0

4.- La matriz caracteristica del problema de autovalores es

Smg/l — dm —ml
sm/ (10)
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cuyo determinante igual a cero nos da la ecuacién caracteristica,
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Las soluciones de esta ecuacién son los autovalores (frecuencias propias al cuadrado):



5.- Sustituyendo cada uno de los autovalores \; de (12) en la matriz caracteristica (10)
obtenemos los vectores propios asociados:

v = {1/13} vy = [5_/14} - (13)

Normalizamos éstos haciendo que la méxima componente de cada uno igual a la unidad (para
lo que supondremos que | = 1):
/3 [
3.1—|:1:|, 3.2—|:_4/5:|. (14)

6.- La matriz modal A, obtenida con los vectores propios por filas, permite expresar el cambio
a coordenadas normales:

G I R A = i (15)
A" AT

Cambiando a coordenadas normales mediante (15,) en la ecuacién (8) y premultiplicando
por la matriz modal, las ecuaciones diferenciales del movimiento quedan expresadas en estas
coordenadas como dos ecuaciones desacopladas:
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7—5ml21'i2 + 2—5mglu2 =0 (17)

7.- Dada la sencillez de las ecuaciones (16, 17), resultan las mas aconsejables para integrar el
movimiento. Las condiciones iniciales para estas ecuaciones se obtienen a partir de los datos

del problema aplicando (15):
| _ 0] 18
[%\o} [O (18)
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Con estos valores, la integracién de las ecuaciones (16, 17) es inmediata,

uy(t) = 3—5871' cos(wit) (19)
uy(t) = —%W cos(wat) (20)

Por dltimo, mediante (15,) deshacemos el cambio y se obtiene la trayectoria dindmica para
las coordenadas geométricas (x(t),0(t)):

z(t) = %W[(cos(wlt) — cos(wat)) (21)
0(t) = 11—97T <g cos(wit) + %cos(wyﬁ)) (22)



