ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS (MADRID)

Mecanica

PROBLEMA PUNTUABLE (16 de Diciembre de 1997)

Apellidos Nombre

Grupo

Una varilla AB de masa m y longitud total [ se mueve
en un plano vertical de forma que el extremo A desliza
sobre la vertical y el extremo B desliza sobre una recta
horizontal. Asimismo, una particula P de masa m puede
deslizar libremente sobre la varilla sin abandonarla (ver
figura adjunta). No existe rozamiento entre ninguna de las
partes moviles. En el instante inicial el sistema parte del
reposo con f = 30° y s = 0.

Se pide, en funcion de s, 6 y sus derivadas:

1. Expresién de la velocidad absoluta de la particula P.

2. Expresion del momento cinético del conjunto varilla+particula en O.

3. Ecuacion del momento cinético en O.
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4. Ecuaciones de la cantidad de movimiento de la varilla AB

5. Ecuaciones de la cantidad de movimiento de la particula P

6. Expresar las ecuaciones del movimiento como dos ecuaciones diferenciales en las que

intervengan exclusivamente s, f y sus derivadas.

Nota: Expresar todas las magnitudes pedidas en el triedro fijo (Ozyz) de la figura.

1. Las coordenadas del punto P en el sistema de referencia fijo (Ozyz) son:

rp = ssenb; yp = (I — s) cosb.

las componentes de vp de obtienen al derivar (1)

ip = ssenf + s cos b gp = —(l — s)0senf — §cos

Alternativamente, podriamos haber procedido mediante la
expresion de la velocidad en el movimiento relativo, siendo
el arrastre el movimiento de la varilla. Teniendo en cuen-
ta el centro instantdneo de rotacién C' = (Isen#,lcosf),
expresariamos

Vp = Vypr + Vpel = 9kACP+é(sen9i—cos€j),

obteniendo igual resultado que (2).




2. El sistema varilla+particula no es un sélido rigido, por lo que habra que considerar el
momento cinético total como la suma de los momentos de ambos cuerpos:

Hy = (Ho)varilla + (Ho)partl’cula ; (3)

No es posible escribir directamente el momento cinético en O de la varilla como momento de
inercia X velocidad angular, evaluando el momento de inercia mediante el teorema de Steiner.
Para que pueda emplearse una expresion directa de este tipo es necesario que el punto O se
corresponda con un punto del sélido de velocidad nula o con el centro de masas, lo que no
ocurre aqui. Es preciso calcular (Ho),, ., @ partir del momento cinético respecto de otro
punto auxiliar que pertenezca a la varilla (para lo cual tomaremos su centro de masas, O'),
anadiendo el momento de la cantidad de movimiento del sistema (P = mwvor). Resulta:

(H0) s = Ho' + mvo AO'O = (%mﬂé — %mﬁé)k = —émﬁé k; (4)
por otro lado:
(Ho) particuta = MOP Avp =m (—(l — 5)s0 — %Sl sen 20) k. (5)
El momento cinético total resulta:
Ho=m (—éﬁé (= s)sb— %sz sen 29)) k (6)

3. Para escribir la ecuacion dindmica del momento cinético, hay que evaluar el momento de
todas las fuerzas externas que actiian sobre el sistema varilla+particula. Llamando V a la
reaccion en el extremo B (vertical) y H a la reaccién en el extremo A (horizontal):

My = (—chosﬁ+Vlsen0—mgsen0(é+s)>k: (7)

Puesto que O es un punto fijo, igualando (7) a la derivada de (6) resulta la ecuacién pedida:
m (—élQ + 5% — sl) 0 + 2m(s — l cos? 0)8s — mlsenfcos 6 §

= —chos@—i—VlsenH—mgsenH(é+s) (8)

4. Para escribir las ecuaciones de la cantidad de movimiento de la varilla hay que calcular
la aceleracién de su centro de masas (O'). Esto se puede hacer derivando dos veces su vector
posicion:

Tor = ésen 0, Tor = %écos 0, For = é(& cosf — % sen 6); 9)
Yor = é cos 0, Yor = —éésen 9, o = —%(0 sen 0 + 62 cos 0). (10)
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Llamando R a la reaccion de la particula P sobre la varilla, las ecuaciones resultan:
I . )
H—Rcos9=m§(0cos0—02sen9) (11)

V —mg— Rsenf = —m%(ésen0+92cose) (12)

5. Las ecuaciones de la cantidad de movimiento de la particula pueden obtenerse mediante
dos procedimientos alternativos:

1. Derivando una vez més las expresiones (2) para obtener la aceleracién de P expresada
en el sistema fijo (Ozyz), e igualar cada componente con las correspondientes fuerzas
externas, en este caso las componentes del peso (mg) y la reaccién (R) de la varilla sobre
la particula.

2. Plantear las ecuaciones en una direccién normal a la varilla (n) y en otra segun la pro-
pia varilla (7). Esto tiene como ventaja el que en esta tltima ecuacién no interviene la
reaccion R de la varilla, sino solamente los dos pardmetros (s, ).

Procediendo de la segunda forma, lo més cémodo para obtener las componentes de la acele-
racién normal y tangencial a la varilla es utilizar un sistema mdévil auxiliar (Az'y'z") que se
mueva con la propia varilla. Definimos este sistema de forma que el origen es el extremo A, el
eje ' va segun la direccién AB, el eje 3’ perpendicular contenido en el plano del movimiento
y el 2’ perpendicular a ambos. La aceleracién de P se expresa entonces como:

ap = Grel + Qarr + Gcor
= (s — s0% + éésen 20 + 16? cos® 0) T+ <30 + 250 — 10 sen® 9 — é02 sen 29) n o (13)
Proyectando la reaccion y el peso en las direcciones 7 y m, las ecuaciones resultan:
mgcosf =m (s — 567 + éésen 20 + 162 cos® 9) (14)
—mgsenf + R=m (sé + 250 — 1 sen® 6 — %92 sen 20) (15)

El movimiento del sistema completo viene descrito por las ecuaciones diferenciales (8), (11),
(12), (14) y (15) con las incégnitas (s(t), 8(t), H(t), V(t), R(t)).



6. Existen varias alternativas para escribir dos ecuaciones en s y 6.

6a. Despejar H, V' y R en las ecuaciones (11), (12) y (15) e introducirlos en la ecuacién
(8). Operando asf se obtiene la ecuacién siguiente:

1 . .
m | =5l = 5 = 20 sen" 0 + (1 + 25) sen’ 0] i+ mi®sen 8 cos 6(1 — 2sen? §)62
+ 2m(lsen? 6 — 5)05 + ml sen f cos B 5 + mg <2l sen® ) — (% + s) sen 0) =0. (16)
Las ecuaciones (14) y (16) forman un sistema de dos ecuaciones en (s, ).

6b. Calcular la funcién Lagrangiana y obtener las dos ecuaciones de Lagrange correspon-
dientes. El calculo de la energia cinética se puede realizar empleando el teorema de Konig,

171 . 1 . . 1 . .
T = 3 (ﬁle) 0% + §m (:rQO, + yé,) + im (x% + yfp) ;
y usando las expresiones (9, 10) y (2), la lagrangiana resulta
L=T-V
1

| 1 . : 3l
= 6777,12(92 + §m<é2 + o™ (82 + (1 — 25) sen? 9) 6 + milsen 0 cos § 05 — mg cos 0 (5 - s) .
Las ecuaciones de Lagrange son:

mé +misenfcosf B+ m(lcos?f — 5)6? — mgcosf =0 (17)

1 .. .
m (512 + 8% +1(I — 2s) sen® 0) 0 + ml(l — 2s) sen 6 cos 6 6?

+ 2m(s — I'sen? )03 + mlsen O cos § § — mgsen <%l - s) =0 (18)

Comprobamos que el sistema formado por estas dos ecuaciones (17) y (18) equivale al formado
por (14) y (16):

(17) = (14)
(18) = —(16) + 2lsen f cos b - (14)

6¢c. Expresar como ecuacién adicional a (14) la de la constancia de la energia total del
sistema. Esta resulta, particularizando para las condiciones iniciales dadas,

6 2 2
314/3

=Ty

1 : 1 1 . .
E=-ml*0>+ -ms” + -m (82 + (I — 25) sen® 0) 6% + ml sen 6 cos 05 + mg cos 0 <%l — s>



