ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS (MADRID)
Mecanica
PROBLEMA PUNTUABLE (30 de Octubre de 1997)

Apellidos Nombre N° Grupo

Una particula de masa m estd ligada a una circunfe-
rencia lisa de radio R sobre la que desliza libremente.
A su vez la circunferencia se mueve en un plano ho-
rizontal, girando con velocidad de rotacién uniforme
w alrededor de un punto O de su perimetro.

Se pide:

1. Empleando como pardmetro el dngulo ¢ (ver figura adjunta), determinar la aceleracién
(absoluta) de la particula en un instante genérico.

2. Obtener la ecuacién diferencial del movimiento.
3. Obtener la expresién de la reacciéon de la circunferencia sobre la particula.
4. ;Se conserva la energia total (T+V)? (responder razonadamente).

5. Obtener una integral primera del sistema (constante del movimiento, igual a una ex-
presién de las derivadas primeras, en este caso ¢). Tomar como condiciones iniciales

QO():O,@():C().

1. Utilizando las coordenadas polares (p,6) de la
figura adjunta, se obtiene:

6 = wt+ (¢/2) p = 2Rcos(p/2) (1)

La aceleraciéon absoluta tiene las componentes
(GP’GO):

a = ayu,+aguy (2)
ay = p - p02 ) (3) )
ag = 2p0+ pb (4)
con lo que:
a, = —R@sen(p/2)— RG*[2cos(p/2) — 2Rcos(p/2)(w + $/2)° (5)

ag = —2R¢sen(¢/2)(w+ ¢/2) +2Rcos(¢/2)p/2 (6)



2. Sean (7,v) los versores tangente y normal a la circunferencia respectivamente. La tnica
fuerza sobre la particula es la reaccion de la circunferencia que lleva la direccion de v. La
componente de la aceleracion segin 7T sera por tanto nula, lo que proporciona la ecuacion del
movimiento buscada.

ar =a-T = —a,sen(p/2) + agcos(p/2) = Rp + Rw’sen ¢ (7)

La ecuacion buscada es, por tanto:
¢+ w?sengp =0 (8)
Esta indica que se produce un movimiento pendular alrededor del punto diametralmente opues-

to al punto O, con longitud de péndulo equivalente legyi = g/w?

3. Sea la reaccion N = Nv. Obtenemos el valor de NV proyectando la aceleracién sobre v y
expresando la ecuacién dindmica segin esta direccion:

a =a-v =a,cos(¢/2) + agsen(¢/2) = —R [(w + ¢)? + w? cos go)] 9)

Por tanto:
N = ma, N =-mR [(w + ¢)? + w? cos go)] v (10)

4. No se conserva la energia, ya que se trata de una curva moévil, en la que la fuerza de
reaccion desarrolla un trabajo. Es necesario aplicar un momento al sistema para conseguir la
rotacion uniforme w, momento que no es una fuerza conservativa.

Aunque a primera vista pudiera parecer que la reaccion de la circunferencia, al ser lisa
la ligadura, no desarrolla trabajo alguno, ésto no es asi, ya que la reaccién es normal a la
circunferencia pero no a la trayectoria (absoluta) de la particula.

5. Multiplicando (8) por ¢:
P +wipsenp =0 (11)

ecuacién que tiene la integral inmediata:

1
§¢2 —w?cosp=C (12)
Aplicando las condiciones iniciales, resulta C' = —w?. La integral primera es por tanto:
¢* + w1 —2cosp) =0 (13)

Puede comprobarse que la expresién de la energia total del sistema es:
_ 1 2.2 2 .
T+V = 2mR [<p +2(1+ cos @) (w” + wgo)} (14)

por lo que, comparandola con (13), se deduce que la energia total no puede ser constante, ya
que ambas expresiones no coinciden.



