EscuUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS (MADRID)
Mecanica
PROBLEMA PUNTUABLE (11 de Abril de 1997)

Apellidos Nombre N? Grupo

(LSS

Una placa rectangular, de masa M y lados 2a y
2b esta en reposo suspendida por una esquina me-
diante un hilo de masa despreciable. Recibe en un
punto de su superficie el impacto de una masa pun-
tual m, con velocidad v normal a la placa, siendo
m < M. El coeficiente de restitucion es igual a e.

Se pide:

e Determinar el valor de la percusion P sobre
la placa, asi como el movimiento de la pla-
ca y de la particula m después del choque,
cuando el impacto se produce en una posi-
cién genérica (z,y) (ver figura).

SUGERENCIAS: considerar que el vector €2,
velocidad angular de la placa después del
choque, debe estar contenido en el plano
de la misma; para evitar expresiones dema-
siado largas emplear como variable auxiliar
u = ﬁ + % + %, siendo A y B los momentos
principales de inercia;

e Calcular la energia cinética de la placa (Ty) y de la particula (7,,) después del choque.
Obtener la fraccién de energia del conjunto (placa mas particula) perdida en relacién
con la energia inicial.

SUGERENCIAS: Calcular la diferencia de energia cinética directamente y comprobar este
resultado con la férmula general AT = 1T - w(1 —e).

e Hallar el lugar geométrico de los puntos de impacto en los que la energia cinética adqui-
rida por la placa (Th) es maxima. Demostrar que para un impacto en el centro de la
placa Th; es un minimo.

SUGERENCIAS: empleando la variable auxiliar u antes definida, derivar (d7y/du = 0)
para obtener el maximo. En el centro de la placa también se produce un extremo, pero
éste no puede ser estudiado mediante el cambio de variable a u, que no es regular en este
punto, debiendo estudiarse mediante el Jacobiano y Hessiano directamente.




1.- Al ser la impusion normal a la placa, después del choque el C.D.M. de ésta tendra una
velocidad vg normal a la misma. La particula m tendra una velocidad v; también normal.
Llamaremos §2 a la velocidad de rotacion adquirida por la placa.

Tomamos unos ejes moviles ligados a la placa, siendo (G, Gy) paralelos a los lados (2b, 2a)
respectivamente, y GGz normal a la misma con el sentido positivo segin la percusion. Supone-
mos que el impacto se verifica en un punto genérico de la placa @ = (z,y,0).

Por la conservacion de la cantidad de movimiento,

mv = mv; + Mug. (1)
Por la conservacion del momento cinético,

GQNANmvk =GQ ANmuv k+1Ig-9Q,

siendo N ,
a
IG = B = % bz
C a’ + b?
Resultan las ecuaciones escalares

muy = muoy+ AQ, (2)
—mvxr = —muvx+ BQ, (3)
0 = Q. (4)

de las cuales la ultima (4) indica simplemente que € estd contenida en el plano de la placa,
como era logico esperar.

Para resolver el problema se necesita plantear una ecuacion mas, la del coeficiente de
restitucion. Expresamos para ello la velocidad del punto @) de la placa después del choque,

vo =ve + QNGQ = (vg + Loy — Qya)k,

por lo que resulta
e:_vl—(vg—l—ﬂxy—ﬂyx). (5)

v

Las incdgnitas vg, v1, Q, v Q, las obtenemos a partir de las ecuaciones (1), (2), (3) y (5).
Resolviendo este sistema se obtiene el valor de la percusion P sobre la placa:

1 1 x? 1/2 ’ (6>

mTMTBETA

1
P=m(v—uv)=Muvg = v(l+e)

. . 1. 1 r2 yQ
o bien, empleando la variable auxiliar v = 47 + & + %,

mv(l + e)
1+ mu

P =

En funcion de P el movimiento posterior al choque queda definido por:

P P Py —Px
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De donde resultan las expresiones:

_mv(l—l—e)'  —edmu (8)

UG_Ml—{—mu’ Ul_vl—{—mu
. mvy(l + e) ; Qy _ _mv;c(] + e) (9)

A(l—l—mu) B(l—l—mu)
2.- La energia cinética de m y M es respectivamente

1 1 (—e+ mu)2
T, =-mv,’ = —mv*——— " 10
2 = S T )2 (10)
Ty = l]\/[1)2 + l <A92 + BQQ) = lmv2(1 + e)Qﬂ (11)

M=o ie T g\ A (1 + mu)?

El incremento de energia es

2
9 1 mu

1
AT =Ty +T,, — §mv = )2 [(—e + mu)2 + (1 + e)Qmu — (1 + mu)z} ;

2 (1 + mu
simplificando y dividiendo esta expresion por Ty = %va resulta
AT 1 - e?
T, 14 mu

donde el signo — indica pérdida de energia. Podemos verificar que la aplicacion de la férmula
general para variacion de energia en las percusiones conduciria a este mismo resultado:

1 1 1 1 —ée?
AT = ~T-w(l —¢) = ~(=Pv)(1 —€) = —~mv?—
2 2 2 1+ mu
como queriamos demostrar.
3.- Para obtener los extremos de Ty derivamos en primer lugar la expresién (11) respecto

de 1a variable auxiliar «. Llamando ¢ % %va(l + 6)2 > 0:

dTwv :Cm(l—mu) 0 = u:i
du (1 + mu)? m

que corresponde al lugar geométrico definido por

x? /M
)]

a2 3\m
que al ser M/m > 1 es una elipse. Calculando la derivada segunda,

d*Thy O 2mu — 4
7 = m—
du? (1 + mu)“’



que es negativa para u = 1/m, correspondiendo por tanto el lugar geométrico anterior a un
maximo de Tyy.

Para completar el estudio de los extremos de Ty; debemos comprobar asimismo el centro
de la placa (z = y = 0) donde el cambio de variable es singular:

ou _ ou 0
dz|, Oy 0 B
Las derivadas valen
0T B dT Ou B m(l — mu) 2z
Or  du Oz (14+mu)® B
OTwv _ dTMa_u m(l — mu)Q_y

dy  du 9y  (14+mu)® A

por tanto en (z,y) = (0,0) se produce otro extremo, al ser nulas ambas derivadas. Evaluamos
el Hessiano para establecer la naturaleza de este extremo:

Ty Ty [ Ou ? dTv 92u’ 5 2mu — 4 <2x>2 1—mu 2
0x? du? \ Oz du 0x? (14 mu)* \ B (14 mu)®B
Ty d*Ty a_ua_u dTy O%u i 2mu — 4 2_x2_y
0xdy  du? Oz Oy du 0xdy (1+mu)*B A
0T _ dTyy (9u\", dTw 0%® _ 2 —4 <2_y>2 oy Lomu_ 2
dy?  du? \dy du Oy? i (1+mu)* \ A m(l + mu)? A

y particularizando en (z,y) = (0,0),
1
u|(0,0) i
0*Tnr L—m/M 2
— =Cm—m——=—= >0
9 | T w7
0 iy~ T m AT
Y oo m
0* Ty _0
dxdy (0,0) '

Al ser definido positivo el Hessiano, Tas es minimo en (0,0).

El resultado se puede visualizar claramente dibujando el grafico de Ths como superficie en
tres dimensiones:
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