MECANICA

Practica n® 5 curso 95-96

21.

22.

23.

24.

Una placa ABC'D se mueve de forma que los dos vértices A y B des-
criben dos circunferencias paralelas con el mismo eje, de radios 2a y
a respectivamente, situada esta 1ltima a una distancia a sobre la pri-
mera, siendo la velocidad con que recorre el punto B la circunferen-
cia superior v = aw. Al tiempo, la placa gira alrededor del eje AB
con velocidad angular w. Se conoce la distancia AB = 2a. Se pide:

1. velocidad y aceleracion an-
gular de la placa;

2. eje del movimiento helicoi-
dal tangente y velocidad
minima de este movimiento;

3. axoides del movimiento.

Se considera la barra AB, referida a unos ejes cartesianos rectangulares.
El punto A desliza sobre Oz, mientras la barra AB gira alrededor de

A. Se pide:

1. Relacion entre x = OA y el angulo 0 para que las velocidades de
los puntos A y B tengan igual médulo.

2. Obtener la base y ruleta del movimiento.

Una recta Ox gira en un plano fijo alrededor de un punto fijo O con
una velocidad angular constante w. A su vez, un disco C' de radio R
rueda sin deslizar sobre Oz. Se pide:

1. Encontrar la velocidad de rotacion instantanea 2 de € en funcién
de z = OA, © y w. A corresponde al punto de contacto del disco
con la recta Ozx.

2. Obtener las polares del movimiento absoluto del disco C.

Un circulo que gira con velocidad angular w alrededor de uno de sus
puntos O, tiene radio R y es cortado por un eje Oz fijo, en un punto
variable M. Un segundo circulo de radio r rueda sin deslizar sobre el
primero de tal forma que siempre se tocan en M. Se pide:



1. Base y ruleta del movimiento absoluto del segundo circulo.
2. Hallar la velocidad de rotacion de este segundo disco.

3. Trayectoria del centro del segundo disco.

4. Aceleracion de este centro cuando M coincide con O.

25. Consideremos un triangulo equilatero OAB de lado a que se mueve de
forma que el lado OB describe el plano xOy de un sistema de referencia
ortogonal y el lado OA describe el plano yOz, permaneciendo fijo el
vértice (). Inicialmente el plano del triangulo coincide con Oy vy el

movimiento transcurre de modo que OA gira en el sentido de Oy a Oz
con velocidad constante w. Se pide:

1. Axoides del movimiento.

2. Velocidad angular inicial de OB.

3. Velocidad inicial del punto medio M de AB.
4

. Valor inicial de d§2/dt siendo §2 el vector velocidad de rotacién

del sélido OAB.

5. Aceleracion inicial de M.
NOTA: Como sistema de referencia ligado a OAB se eligiran unos ejes
OXY 7 tales que:

- 0X = 0B.

— OY = Normal a OB en el plano OAB siendo la parte positiva la
que esta en el mismo semiplano que OA.

— 0Z = Normal por O al plano OAB de forma que el triedro OXY Z

sea a derechas.

Se llamara ¢ al angulo de OB con Oz, A al de OA con Oy y 6 al de
0OZ con Oz.
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Soluciones

Ejercicio n2 21.-

1.- El movimiento de la placa se puede interpretar como la composicion de
dos rotaciones de médulo w, una segin el eje Oz (wq) y otra segin AB (w5).
Es inmediato calcular la orientacién de AB, que viene fijada por la longitud
del segmento AB = 2a; situando B en las coordenadas (0, a,a), el punto A
estard en (v/3a,a,0) (ver figura adjunta).

Los ejes Oz y AB se-truzan bajo un angulo de 60° siendo su minima distan-
cia el segmento BE. Por tanto el movimiento resultante es un movimiento
helicoidal general (es decir, no es una rotacion pura).

La velocidad angular es la suma de w; y wa:

2 2

n:@+w(_\(—§i+ik) I L T

El movimiento es tal que §2 efectia un giro alrededor de Oz, manteniendo su
modulo, orientacién y posicion relativa a este eje. Por tanto, la aceleracion



angular proviene de la rotacién alrededor de wy:

R=wkA2 = |[02=-u’

2.- El eje del movimiento helicoidal tangente es el que pasa por el punto
medio de BE, M = (0,a/2,a), y tiene por direccién la de §2. Se comprueba
que ésta forma 30° con Oz (60° con el plano Ozy) (ver figura).

La velocidad minima del movimiento o velocidad de deslizamiento es la de los
puntos del eje helicoidal, y se calcula proyectando la velocidad de un punto
cualquiera sobre la direccién del eje:

02 aw

Umin = VB - ﬁ = Umin = 7;

esta velocidad esta orientada segin la direccién del propio eje, por lo que la
expresion vectorial es

N
Vmin = 'Uminﬁ = VUmin = %(_i + \/gk)

3.- El axoide fijo es la superficie reglada de revolucién que genera el eje
helicoidal obtenido al girar alrededor de O=z. Esta es, como debe saberse,
un hiperboloide de una hoja o hiperboloide hiperbdlico (de revolucién). Su
elipse de garganta es la circunferencia de radio a/2 situada en el plano de
la circunferencia superior (de centro F). Mediante operaciones algebraicas
sencillas se puede obtener la ecuacién implicita del mismo que es

2 ,2_(2_‘1)2_‘1_2
vty 3 1

El axoide mévil es otro hiperboloide igual al anterior pero con el eje de
revolucién sobre AB, compartiendo en todo instante la generatriz comin
que es el eje del movimiento helicoidal.

Ejercicio n® 22.-

Designamos por 2a = |AB]| la longitud de la barra, y 6 el angulo que forma
con el eje Oz.



1.- Como el punto A describe el eje Oz, el centro instantaneo de rotacién (1)
estara en la perpendicular por el punto A al mismo, y para que los mddulos
de v4 y v sean iguales debe pertenecer a la mediatriz del segmento AB. El
punto de interseccion sera el C.I.R. De la figura deducimos:

a

IIA|=|IB| =

sen 0
va=0TA|=#; vp=0|IB]

Se obtiene pues
. a .
0 =1z

sen f

ecuacion que se integra directamente, suponiendo que inicialmente para z = 0

0=rm/2:
[’ T
a/ d0 :/ dz
7/2 sen f 0

El resultado es:

0
Intan — = = |tan - = /"
alntan o =2z ang =e
2.- Es evidente que la ruleta (polar mdévil) sera la propia mediatriz del

segmento AB.

Obtengamos la base:

2
a
yr = |[TA| =

{ ry=x=alntan?

sen f

estas son las ecuaciones paramétricas de la base en coordenadas cartesianas.



Eliminando 6, se obtiene la ecuacién implicita en coordenadas cartesianas:

x
Yy = acosh —
a

Ejercicio n® 23.-

1.- En el movimiento relativo de ' respecto de Ox A es el C.I.R., por rodar
sin deslizar. El movimiento de arrastre es una rotacidon alrededor de O con
velocidad w.

Denominamos w’ a la velocidad de rotacion de C relativa a Ox (nétese que el
sentido tomado como positivo es el opuesto que w, ver figura). La velocidad
de rotacion resultante sera la suma algebraica de las dos:
N=w—-w =w-— L
R
El C.I.R. pedido sera el punto de aplicacion de la resultante de las dos rotacio-
nes de arrastre (w) y relativa (—w’). Suponiendo esté en un punto I situado
a una distancia r a la izquierda de O (figura), la condicién de velocidad nula

en [ es: )
rw—(r—l—:ﬂ)E:O
R
por tanto
T
= =" 1
T T R — i (1)

2.- La ruleta o polar mévil se define en funcién de unos ejes (', y’) que se
mueven con el disco . Llamando ¢ = [w'dt al angulo girado por estos ejes



y proyectando sobre ellos las coordenadas de I:

7 = Rsengp — (r+ ) cos @
yy=—Rcosp — (r+ x)sen g

sustituyendo r de (1):

wRzx
z7 = Rsenp — - COS
—x
R
yr = —Rcosp — d x. sen
wR—z

Para la base proyectamos sobre los ejes fijos OXY:

X7 = —rcoswt = cos wt

r —Ww

Y= —rsenwt = sen wt

r — W

Ejercicio n® 24.-

Denominamos O al centro del circulo de radio r, A al punto del circulo de
radio R que estda en M en el instante inicial, y A" al punto correspondiente
del otro circulo (ver figura).

Y

{o

A" 4
>
>
0‘

Dibujando una posicion genérica cuando el disco de radio R ha girado un
angulo wt, observamos que el angulo MO'A’ = 2wRt/r, dado que el arco



AM es igual al arco A'M. El angulo girado por el segundo circulo es:

2R+ r

r

0= —(wt+MOA) = —

wt

donde se ha tomado como positivo para 6 el sentido dextrdgiro (contrario a
las agujas del reloj).

La velocidad angular absoluta es por tanto

2R+ r

r

0 =

w (1)

Las coordenadas de O son:
{ Xor = (2R+r)coswt

Yoo = —rsenwt

y derivando, _
{ Xor = —(2R+ r)wsenwt (3)

Yoo = —rwcoswt

1.- Aplicando las expresiones generales, obtenemos las coordenadas del cen-
tro instantaneo de rotacién I. El lugar geométrico de I en ejes fijos es la base:

YO; 4(R* 4 Rr) cos wt
X;=Xp— — =
r=a0r= SR+ r

XO/

=0

Yi=Yo +

Era razonable esperar que I estuviese situado sobre el eje OX, ya que el
movimiento es composicion de dos rotaciones, una con centro en O y otra en

M.



La base es por tanto el segmento sobre OX tal que

4(R? + Rr)
< At TV
X < 2R+ r

El lugar geométrico de I en ejes méviles es la ruleta:

XO/ sen f — YO/ cos 0
0

Tr =

YO/ cos 0 + YO/ sen f
0

yr =

operando resulta

Ty = ! [r CoS <§wt> + 2R sen <2R t+ th sen(wt)]
+r r
) 2R+ r
yr = ZR T [ <—wt> + 2R cos < . wt) sen wt]
2.- La velocidad angular es la expresada en la ecuacién (1).

3.- La trayectoria de O" es una elipse, como se deduce de (2):

X2, Y3, _q
(2R + r)? r2
4.- La aceleracion se obtiene derivando (3):
XO/ = —w*2R +r)coswt

Yor = w?rsenwt

Cuando M esta sobre O, wt = /2. Particularizando,

for = 0
YOI = (.()2?“



