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EXAMEN FINAL EXTRAORDINARIO DE FEBRERO (19 de Enero de 1996)

Apellidos Nombre Ne Grupo

Ejercicio 1= Tiempo: 45 min.

Responder a las siguientes cuestiones tedricas dentro del espacio provisto en la hoja para cada una. Las
respuestas habran de ser breves y directas, escritas con letra clara (no a lapiz). Cuando se pida obtener
un resultado, deberan justificarse debidamente los pasos, mientras que si se pide expresar no es necesaria la
demostracién. Se puede emplear como borrador la hoja adicional que se les repartira, no permitiéndose tener

sobre la mesa ninguna otra hoja. La hoja de borrador no debera entregarse.

Enunciar el principio del momento cinético para un sistema general de n particulas, y
discutir en la expresién resultante respecto de qué puntos es valido tomar momentos. (2.5

ptos.)

“El momento de las fuerzas exteriores de un sistema respecto de un punto fijo O es igual a
la derivada respecto del tiempo del momento cinético del sistema respecto del mismo punto”:

d
Moy=—H
o= Ho
donde Mo, & 57 A F§7, resultante de los momentos de las fuerzas exteriores, y Ho def

i r: A m;v;, momento cinético del sistema respecto de O.

Para poder aplicar esta ecuacion O debe ser un punto fijo (respecto de un sistema de
referencia inercial), o bien el centro de masas (O = (7). En cualquier otro caso no se cumple
necesariamente la ecuacién anterior (un ejemplo de esto tiltimo es un punto con velocidad nula
pero con aceleracién).

FEnunciar El principio de Hamilton, y su generalizacion para el caso en que existan fuerzas
no conservativas. Explicar la relacion que guarda este principio con las ecuaciones de Lagrange.
(2.5 ptos.)

“El movimiento de un sistema definido por una funcién Lagrangiana L(q;, ¢;,t) entre dos
instantes dados t1 y ty es tal que la integral

to
S = Ldt

tq

toma un valor estacionario (extremo) para el movimiento real q;(t).”

Si no existe potencial, se puede generalizar esta expresién, tomando variaciones d¢;(t) sin
variar el tiempo (6t = 0), tales que 8q;(t1) = 6¢;(t2) = 0:

to .
/ (6T + Qi6q:)dt = 0 Végs.
t1

Del principio de Hamilton se deducen las ecuaciones de Lagrange, mediante la aplicacién del
th. fundamental del céalculo de variaciones.



Para un oscilador lineal con amortiguamiento viscoso y sometido a una excitacion arménica
dada (mi + ci + kx = gsen ), justificar, partiendo de la solucién general del movimiento,
porqué el movimiento en el régimen permanente no depende de las condiciones iniciales. (2.5

ptos.)

Sean x1(t) y x2(t) las soluciones completas para dos conjuntos de condiciones iniciales
distintas, {(x1)o, (Z1)o}, {(22)0,(#2)o}. Ambas deben cumplir la ecuacién diferencial, por lo
que

miy + ¢ty + kxy = ¢senQft,
mig + ¢ty + kxy = ¢sen .

restando ambas expresiones, se obtiene que la diferencia (x1(t) — x2(t)) cumple la ecuacién
homogénea:

m(ml — .172) + C(Z.E1 — .172) + k(:l?l — $2) = 0.

Sabemos que la solucién de esta ecuacion homogénea es una funcion armonica afectada de una
exponencial decreciente. Por lo tanto, al cabo de un tiempo suficiente (¢ — oo) la diferencia
desaparece en la practica ((z1 — x2) — 0). Asi, en el régimen permanente, ambas soluciones
seran iguales, no dependiendo de las condiciones iniciales (c.q.d.).

Enunciar el principio de D’Alembert para un sistema general de N particulas. ;Qué
relacién guarda este principio con las ecuaciones de Lagrange? (2.5 ptos.)

Sea un sistema sometido a enlaces lisos, con N particulas {m;,2 = 1,--- N}. Para cualquier
conjunto de desplazamientos virtuales compatibles con los enlaces, {é7;}, se cumple

N N
Zfz -51’2' - me . 51'2' =0
i=1

i=1

siendo f; las fuerzas activas (tanto externas como internas).

El principio de D’Alembert constituye una alternativa a los principios de Newton-Euler
como base para el desarrollo de la dinamica. Si se expresa en funcién de coordenadas gene-
ralizadas libres (¢;, ¢+ = 1,...n) que definan de manera univoca la configuraciéon »;(g;,t), y
admitiendo que todos los enlaces sean holonomos, se obtienen como consecuencia las ecuacio-

AT 4T _ 2
dt \dg; ) ~dg; ¢ ST T

nes de Lagrange:



