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Se considera un cuerpo elastico bidimensional, en tension plana. En un punto dado se sabe
que la tension normal sobre un plano horizontal es de compresion y magnitud 300 kPa. Por otra
parte, la maxima tension normal de compresion se produce sobre un plano que forma 30° ()
con el anterior y su magnitud es 400 kPa. Las constantes elasticas son F = 100 MPa, v = 1/3.
Se pide:

1. Matriz completa de componentes del tensor de tensiones. Tensiones principales y sus
direcciones.

2. Matriz de componentes del tensor de deformaciones. Deformaciones principales y sus
direcciones.

3. Energia elastica de deformacion total y energia eldstica que corresponde a la deformacion
volumétrica.

1.— Al tratarse de tensi6on plana, las dnicas componentes de tension no nulas son tres:
Oz Oy = Oyz, Oyy. El dato de la tension normal sobre el plano horizontal define una de ellas,
oyy = —300. La afirmaciéon de que en el plano a 30° se produce la méxima tensién indica
que esta tension es principal, la denominaremos oy. En definitiva, este dato define otras dos
condiciones, la tensiéon normal en el plano indicado (0o = —400) y la tensién tangencial que
serd nula al ser direccion principal. Teniendo en cuenta el vector normal a la direccién indicada
{n} = (=1/2,4/3/2)", escribimos las ecuaciones que corresponden a estas condiciones:

1 1
o Ows  Oay \ [=2| _ 5| .
o-n=on = (ny _300) {\/73} 400{£} ; (1)

2

desarrollando las dos componentes del vector tension,

—Oe + V304, = 400 }

02 = —100, 0., = 100V/3. 2
— 04y — 300V/3 = —400V/3 ! @

Por tanto, la matriz de componentes de tensiones es

—1 V3 0
lo]=[+v3 -3 0] 100kPa. (3)
0 0 0

Las tensiones y direcciones principales las podemos obtener mediante el circulo de Mohr,
detallado en el dibujo que se muestra abajo. (Igualmente podriamos obtenerlas mediante la
ecuacion caracteristica de autovalores.) En este dibujo y en los calculos geométricos que siguen
para simplificar tomamos como unidad 100 kPa. Para dibujar el circulo consideramos los puntos
(0,7) correspondientes a los dos planos de las direcciones cartesianas: II, = (044, —04y) =
(—1,—v/3), I, = (04, 04y) = (—3,/3). El centro del circulo es por tanto oy = (0, + 0yy) =
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—2, vy el radio R = /1 + 3 = 2. Por tanto las tensiones principales valen 0y = 09+ R = 0,09 =
0o—R = —4. La direccion de o7 esta a 30° « desde el eje horizontal z, y la de 05 el mismo angulo
desde el eje y. (El valor de o9 y su direccion ya lo conociamos por el enunciado, este resultado
nos sirve como comprobacion.) Obviamente, la tercera tension principal sera en la direccion
normal al plano, o3 = 0,, = 0. (Al obtenerse dos tensiones principales iguales, se trata de un
tensor cilindrico y de hecho cualquier direccion perperndicular a la de o serd también principal.)

T

(%100 kPa)

0O 0 O
[O)pin= |0 —4 0] -100kPa
0 0 O
2.— Las deformaciones las obtenemos mediante las ecuaciones de la elasticidad: en forma
T +v v
indicial, g;; = Taij — Eappéij. Desarrollando componentes:
1 v )
Egx = ngx - E(Uyy + Uzz) =0
1 v 8 _
5yy:EUyy_E(Uzz+0m) =—§~10 3 0 \/ig 0
1 + 14 4 _3 e i _§ -3
Eay = ——0zy = — - 10 = lel=13 —35 0]-107". (4)
OB VB 0o o 4
1 14 4 -3
Eypy = EO'ZZ — E(O'aw + Uyy) = g . 10
€pz = €y, =0

Las deformaciones principales se producen segin las mismas direcciones que las tensiones
principales. Sus valores los calculamos mediante las ecuaciones de la elasticidad en las compo-
nentes principales:

1 v 4 o)
812501—5(02—#03):5-105 % 0 0
1
ey = 0y — L(os+ )= —4-107% = [elpm= |0 —4 0]-1075. (5)
E E 4
1 v 0o 0 =
83:503_E<01+02) :§'1073 ) 3
3.— La expresion de la energia elastica por unidad de volumen es
1 1
W = 5)\53 + 52,uezs. (6)



Desarrollando las componentes de esta expresion,

Ev 3 E 3

A= =-F; 2u= =-F; 7
A+ —20) a4 HFoaty a7 (7)
4 176
o= Ep = g 1072, €18 =cpyfpg =€} +65+65= 5 107°. (8)
El valor de la energia elastica resulta
W =800J/m®. (9)
La energia elastica de deformacion volumétrica es
Lo o
Wv = §K€v7 (10)
siendo K = 3(1€2y) = F. Resulta finalmente
800



