-ENUNCIADO DEL EJEMPLO 18

Se dispone de un semiaro de masa M y radio R . En su punto mas bajo hay unido un muelle de
constante k y longitud natural |, estando el otro extremo del muelle en el suelo(en el origen de
coordenadas).El centro de gravedad del semiaro se mueve en todo momento segun el eje z. El
semiaro puede girar alrededor del eje z. Sobre el semiaro, y en su mismo plano, se mueve un
disco de masa m y radio r,que rueda sin deslizar. Obtener las ecuaciones del movimiento del
sistema.

1T

> restart:

Cargamos los paquetes de Maple que vamos a necesitar.

> with(linalg):with(plots):with(plottools):
Warni ng, the protected nanes norm and trace have been redefined and unprotected

War ni ng, the name changecoords has been redefined

Warni ng, the nanme arrow has been redefined

[Indicamos el directorio en el que se encuentra la libreria mecapac3d y lo cargamos.
|:> libname:="C:\" libname:

|:> with(mecapac3d):

El sistema formado por el semiaro y disco tiene tres grados de libertad. Los identificamos con las
coordenadas generalizadas theta, phiy z, que representan, respectivamente, el angulo que forma con la
vertical el radiovector que une el centro del semiaro con el centro de gravedad del disco, el giro del semiaro
alrededor de la vertical, y la coordenada z del punto mas bajo del semiaro. Con estas tres coordenadas

| generalizadas queda definida la posicion de todos los elementos del sistema en cualquier instante de tiempo.

> cg:=[theta,phi,z];
cg:=1[0, , Z]

Definimos ahora el semiaro, obteniendo primero la posicion del centro de gravedad y la matriz de rotacion
entre los ejes fijos y los ejes propios. Para obtener la matriz de rotacidn realizamos el producto por la
izquierda, ya que los sucesivos giros que se realizan al semiaro para llevarlo a su posicion final son giros
absolutos, referidos al sistema de referencia de ejes fijos.

|: xgvarl:=[0,0,z+R-2*R/Pi]:
|:> rotpl:=rota(-Pi/2,3):
|: rotp2:=rota(Pi/2,2):

[

>
|:> rotp:=evalm(rotp4&*rotp2&* rotp1l):
>

\

\

rotp4:=rota(phi,3):

m1l:=[semiaro,xgvarl,rotp,M,R];

_ 2R
m1l = semlarc{ 0,0,z+ R——} ,rotp, M, R
T

De la misma forma, definimos el disco, indicando las coordenadas de su centro de gravedad en funcion de las
_coordenadas generalizadas, asi como la matriz de rotacion, teniendo en cuenta que el disco rueda sin deslizar.

|-> xgvar2:=[-(R-r)*sin(theta)*sin(phi),(R-r)*sin(theta)*cos(phi),z+R-(R-r)*




cos(theta)]:
rotp3:=rota(Pi/2,2):
rotp6:=rota(phi,3):
rotp7:=rota(-R/r*theta,1):

\

\

\
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rotdisco:=evalm(rotp6&*rotp7&*rotp3):

> m2:=[disco,xgvar2,rotdisco,m,r];

m2:= [discq [-(R- r) sin(0) sin(¢), (R-r) sin(B) cos(d), z+ R- (R-r) cos()], rotdisca m, r]

[A continuacion definimos el muelle, indicando sus dos extremos, su constante y su longitud natural.
[> x1:5[0.,0.,0]:

|: x2:=[0.,0.,z]:

> cl:=[muelle,x1,x2,k,I];
cl:=[muelle[0.,0.,01],[0,0, 2],k 1]

También incorporamos al sistema unos elementos graficos para visualizarlo mejor. Los elementos son
segmentos para representar los ejes, dos angulos que simbolicen las coordenadas generalizadas phi y theta, y
textos que nombren los ejes.

ejex:=[segmento,[0,0,0],[15,0,0],red]:
ejey:=[segmento,[0,0,0],[0,15,0],blue]:
ejez:=[segmento,[0,0,0],[0,0,15],green]:

antheta:=[angulo,[0,0,z],[0,0,z+R],[-(R-r)*sin(theta)*sin(phi),(R-r)*sin
(theta)*cos(phi),z+R-(R-r)*cos(theta)],R/2]:

anphi:=[angulo,[0,R,z+R],[0,0,z+R],[-R*sin(phi),R*cos(phi),z+R],R/2]:
textox:=[texto,[15,2,0]," X"]:
textoy:=[texto,[2,15,0],"Y"]:
textoz:=[texto,[2,2,15],"Z"]:

\

\

\

\

\

\

\

A continuacion, definimos el sistema, indicando todos los elementos que lo conforman.
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> sistema:=[m1,m2,cl,ejex,ejey,ejez,antheta,anphi, textox,textoy,textoz I;
, : 2R
sistema= semiaro| 0,0,z+R-—| ,rotp, M, R{ |
T

[disca [-(R-r) sin(0) sin(d), (R- r) sin() cos(9), z+ R- (R- r) cos(0)], rotdiscq m, r1,
[muelle[0.,0,0.], [0., 0., z], k, 1], [segmentdO0, 0, 0], [15, 0, 0], red],
[segmentdO, 0, 0], [0, 15, 0], blug], [segmentdo0, 0, 0], [0 5] greer],

angulq [0, 0, Z], [0, 0, z+ R], [-(R-r) sin(B) sin(), (R-r) sin() cos(), z+ R- (R-T1) cos(9)], — }
2

[ angulq [0, R z+ R], [0, 0, z+ R], [-Rsin(¢), Rcos(d), z+ R, l R] , [textq[15, 2, 0], "X"],
2

[texto [2, 15, 0], "Y"],



[texto [2, 2, 15, "Z"]

Definimos las componentes de la Lagrangiana para después obtener las ecuaciones de Lagrange o del
movimiento.

> T:=fT(sistema):
> V:=fV(sistema):
> L:=simplify(T-V);

2 2 2 2 2 2 2 2
L;:-L(4 mrol R cos(®) +8mmupl Rr-8mmol Rrcos(0) -8mgmncos(9) R-6R 61 mn
8T

2 2 2 2 2 2
-4Mz1 n-2¢01 MR n+8Mgzn+4knz -4mnzl -16 MgR+4kml|

2 2 2 2 2 2

-8mm z1sin(0) 01 R+8mm zlsin(@)0lr+8MgRmr-4mnoOl r -561 mr n-4mnol R

2 2 2 2
+8mnol Rr+8mgmncos(®)r+8mgnz+8mgnR-8kncsgrnz)zl+4¢l mr mcos(0))

[Ecuaciones del movimiento

> ecua:=simplify(ec_lag());

ecua=
_ 2 2 2 2
Tl 3R Lo | 2| Law | sineyr.-2 d_2 2(t) | sin(@(t) r + 2 d_2 o | r
? dt2 dt2 dt dt
2 2 2
-4 d—2 o) | Rr-2 [ gtfl)(t)J R cos(8(t)) sin(8(1)) + 4 ( %(I)(t)] Rr cos(6(t)) sin(8(1))

dt

2
+2gsin(O(t)) R-2gsin(Ot) r -2 [ gq)(t)) r2 cos(0(1)) sin(0(1)) | ,
t

2 2
d 2 2 d 2 ) d d
-m = o) | R cos(O(t)) +2 m[ a q>(t)) R cos(6(t)) sin(6(t)) ( Et G(I)J -2m - ot) | Rr
dt dt
2 2
d 2 [ d ) . [ d ) 1| d 2
+2m| — o) | Rrcos(B(t)) -4m| —ad(t) | Rrcos(B(t)) sin(O(t)) | —O() | +—| — ()| MR
dt2 dt dt 2 dt2




2 2 2

d 2 d 2 d 2 2
42 - o) | mr +m = oty R - - o(t) | mr cos(6(t))
dt dt dt

d ] 2 . (d ]
+2| Zo() | mr cos(@(t)) sin(0(t) | — o) |,
dt dt

2 2 2 2
M d_2 z(t) | +m d_2 2(t) | + m cos(8(t)) ( gte(t)J R+ m sin(6(t)) d_2 ot | R
dt dt dt
2 2
- mcos(6(1)) [ %e(t)) r - msin(0(t)) d_2 o) | r+Mg+kzt)+mg-kcsgnl, z(t) z(t) |
dt
-k csgriz(t) |

Damos valores a los pardmetros que anteriormente habiamos definido por nombre, para obtener una

representacion del sistema, comprobar que el sistema se ha definido correctamente y poder realizar la
Lintegracion numérica.

|:> M:=2:R:=10:m:=1:1:=10:9:=9.8:k:=10:r:=2.5:
> fG([evalf(Pi/3),evalf(Pi/8),5.]);
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[Integracién numérica, indicando valores iniciales y velocidades iniciales.

> dibu3(4.8,40);

> res:=fint([evalf(Pi/3),0.3,evalf(Pi/8),0.6,5.,0.1]);
res:= progx_rkf4s ..

end proc

[Animacién del movimiento durante 5 segundos con 40 imagenes.
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A continuacion representamos las graficas de las coordenadas generalizadas en el tiempo, asi como la relacion
_entre las distintas coordenadas generalizadas a lo largo del tiempo.

> odeplot(res,[t,theta(t)],t=0..5,color=red);
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> odeplot(res,[t,phi(t)],t=0..5,color=green);
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> odeplot(res,[t,z(t)],t=0..5,color=blue);
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> odeplot(res,[z(t),phi(t)],0..4);
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B odeplot(res,[theta(t),phi(t)],0..4);
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> odeplot(res,[z(t),theta(t)],0..4);
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