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ENUNCIADO EJEMPLO 14

Un pendulo doble esta compuesto por dos particulas de masa m unidas entre si y a un punto fijo por
sendos hilos sin masa de longitud I. EI conjunto se halla en un plano vertical sujeto a su propio peso. Para
| describir el movimiento se emplearan los angulos phi y theta que forman los hilos con la vertical.

Paso 0. Reiniciacion de las variables del sistema y llamada a los paquetes linalg, plots y plottools.
restart:

with(linalg):with(plots):with(plottools):

rning, the protected names norm and trace have been redefined and unprotected

rning, the name changecoords has been redefined

rning, the name arrow has been redefined

libname:="C:/" libname:
with(mecapac3d):
Paso 1. Definimos las coordenadas generalizadas del sistema en una lista que se denominaré cg.
cg:=[phi,theta];
cg:= [, 6]
Paso 2. Definicion mediante variables de los elementos que forman el sistema mecanico.
xgl:= [0,l/2*sin(phi),-I/2*cos(phi)]:
xg2:=[0,I*sin(phi),-I*cos(phi)]:

v1:=[varilla,xg1,rota(phi,1),M,l];
i (1 0 0 | |
vl = variIIa,[0,1|5in(¢),'l|005(¢)}1 0 cos(¢) sino) |+ M.
2 2
0 sin(o) cos(¢) |

pl:=[punto,0,l*sin(phi),-I*cos(phi),m];
pl:=[puntq O, I sin(¢), -1 cos(d), m]

xg3:= [0,I*sin(phi)+l/2*sin(theta),-I*cos(phi)-l/2*cos(theta)]:
xg4:.=[0,I*sin(phi)+I*sin(theta),-I*cos(phi)-I*cos(theta)]:

v2:=[varilla,xg3,rota(theta,1),M,l];
1 0 0 |

- varilla,[0,|Sin(¢)+§|5in(9),-|COS(¢)-%|COS(9)}1 0 cos(e)  -sin(@)| M|
|0 sin(0) cos(6) |




> p2:=[punto,0,I*sin(phi)+I*sin(theta),-I*cos(phi)-I*cos(theta),m];
p2:= [puntq 0, I sin(¢) + I sin(e), -1 cos() - | cos(6), m]
Paso 3. Definicion de los elementos graficos que definiran nuestro sistema de ejes.
[> al:=[angulo,[0,l/2*sin(phi),-I*cos(phi)],xg1,xg2,l/4]:

> a2:=[angulo,[0,I*sin(phi)+l/2*sin(theta),-I*cos(phi)-I*cos(theta)],xg3,x
g4,1/4].

[> ejez:=[vector,[0,0,0],[0,0,1/2],blue]:

[> ejez2:=[segmento,[0,0,-2*1],[0,0,0],blue]:
[> TO :=[text0,[0,1,0],"O"]:

> TZ .= [texto,[0,1,1/2],"Z"]:

Paso 4. Definicion de la variable sistema que agrupa en una lista todos los elementos anteriores.
[> sistema:=[vl,pl,v2,p2,al,a2,eje”Z, ejeZ2, TO,TZ]:
Paso 5. Obtencion de la energia cinética del sistema mediante fT asignandola a la variable T.
> T:=fT(sistema);
1 (1.2 2 2 12 . 2 2 1 2 2 1 2 2 2 2 . 2 2
T:=ZM| 21 cos(¢p) o1 +=1 sin(¢) o1 | +—¢1 MI +Zm(l cos(o) o1 +1 sin(o) o1 )
2 4 4 24 2

1 ( 1 J ( . 1, . ] 1,22
+-M | cos(d) o1 + =1cos(®) 61 | +| Isin(p) o1 +=1sin(6) 61 +-01 MI
2 2 2 24

2 2
+ Lm0 cos(0) 01 + 1 cos(8) 61)° + (I'sin(¢) o1 + I sin(e) 61))
2
Paso 6. Obtencion de la energia potencial del sistema mediante fV asignandola a la variable V.
> V:=fV(sistema);

V= -%M gl cos(p) - mgl cos(o) + M g[ -1 cos(0) -%I cos(e)j + mg (- cos(¢) - | cos(8))

Paso 7. Obtencién de la lagrangiana como diferencia de energias entre la energia cinética y la potencial.

> L=T-v;
1 (1.2 2 2 12 . 2 2 1 2 2 1 2 2 2 2 . 2 2
L::_M(_I cos(d) o1 +Z=1 sin(o) ol J + 01 MI +Zm(l cos() o1 +1 sin(o) ¢1)
2 | 4 4 24 2
2 2
1 1 . 1 . 1 2 2
+ZM (Icos(¢)¢1+_lcos(e)91] +[Ism(¢)¢1+_lsm(e) 91] +-01 MI
2 2 2 24

+ L m (0 cos(e) o1+ 1 cos(e) 61)” + (I sin(9) o1 +15in(6) 01) ) + > M g1 cos(6) + mg] cos(9)
2 2

-M g( -1 cos(¢) - %I cos(e)] -mg (-l cos(¢) - | cos())



[

Paso 8. Obtencion de las ecuaciones de lagrange para las dos coordenadas generalizadas mediante el
Loperador Ec_lag

> ecua:=ec_lag();

ecua.=
2 2 2
Iwl 27 cos(or)’ d_¢(t) +E|2s,in(¢(t))2 o] | +2] Lo mr
2 2 2 12 2
dt dit
2
- m 21° cos(o(t)) d—2¢(t) +217sin)” | Lo
dt
2 2
+_M 2 Ism(q)(t)) Eq)(t)j + | cos(o(t)) d_q)(t) -Elsin(e(t))(ie(t)]
ot K 2 ot

+%|cos(e(t)) =60 | | I cos(o(0)

_2[ Icos(q)(t)) ¢(t)] + Icos(e(t))[%e(t)J] Isin(d)('f))[%¢(t)j

2 2
+2/| 1cos(o(t) ( ¢(t)] + 1 sin(o(t)) _q)(t) + ; | cos(8(t)) [ — 9('[)] + %I sin(e(t)) d—2 o(t)
dt

[ sin((t)) + 2 [ I sin(d(t)) ( q)(t)) + > | sin(6(t)) ( %9(‘[)] ] | cos(o(t)) ( %q)(t)J

2 2 2
+ E m| 2| -lsin(o(t)) [ E q)(t)j + | cos(a(t)) d_ o) | -1sin(e(t) ( E e(t)J
2 dt dt2 dt




2
+ 1 cos(6(1)) d_2 o(t) | cos(o(t))
dt

-2 { | cos(o(t)) [ E q)(t)j + 1 cos(B(t) ( E e(t)] ] | sin(o(t)) [ E q)(t)j
dt dt dt

2 2 2 2

+2IaMMW£%M§]+Hm@®)__MD +mm@®{—£®}-ugmmm EEMO I

dt dt

Sin(0(t) + 2 { | sin(o(t) ( 3¢(t)] + 1sin(6() [ ﬂemj } | cos(o(t) ( 3¢(t>]
dt dt dt

- l M [ -2 [ | cos(o(t)) [ (t)) + 1 cos(6(t)) [ E e(t)] ] | sin(o(t)) ( Eq)(t)]
2 2 dt dt
+2 [ I sin(o(t)) [ Eq)(t)j + EI sin(6(t)) { ge(t)j ] | cos((t) [ Eq)(t)] ]
dt 2 dt dt
- E m{ -2 { | cos(o(t)) ( gq)(t)j + | cos(6(t)) ( E e(t)] J | sin(o(t)) ( gq)(t)j
2 dt dt dt

+ 2| Isin(o(t) [ Eq)(t)] + [ sin(Q(t)) ( Ee(t)] ] | cos(o(t)) [ Eq)(t)] ] + E M g | sin(o(t))
dt dt dt 2

+2mgl sin(o(t),

2 2 2
1 M| | -Isin(o(t) ( Eq)(t)] + | cos(o(t)) d—(l)(t) -EI sin(e(t)) [ d 9(0]
dt
2
+ % | cos(6(t)) d_2 a(t) | | 1cos(6(t))
dt

[ Icos(q>(t))( q)(t)] + — | cos(6(t)) [ Ee(t)] ] | sin(6(t)) [ Ee(t)j
2 dt dt



2 2 2 2
+| 1 cos(o(t) [ ﬂ q)(t)j + | sin(¢(t)) d_ o) | + E | cos(6(1)) ( E e(t)] + E | sin(6(t)) d_ o(t)
dt dt2 2 dt 2 dt2

| sin(6(t)) + [ I sin(¢(t)) [ E ¢(t)J + EI sin(0(t)) ( ﬂ e(t)] } | cos(B(t) ( 2 e(t)}
dt 2 dt dt

2
S e | mr
12 2
dt
2 2 2
R |sm(¢(t» ﬂcp(t)j +1coso®)| o) -|sin(e<t))(ﬂe(t)]
2 dt dt2 dt

+1cos(B(t) | — e(t) | cos(O(t))

{ Icos(q>(t)) q)(t)j + | cos(e(t)) _e(t) Ism(e(t)) _e(t)

2 2
+2 |COS(<I>(t))( ¢(t)] + 1 sin((1)) —¢(t)} +|COS(9(t)) —G(t)] + I sin(6(1)) d—ze(t) |
dt

sin(6(t)) + 2[ |Sin(¢(t))[ ¢(t)] +1sin(6(1)) % ] ICOS(G(t))[EG(t)]

-M ( [ | cos(o(t)) ( q)(t)] + — | cos(6(t)) [ ge(t)] ] | sin(6(t)) [ ge(t)j
t
J J | cos(6(t)) [ —e(t)J ]
1 d d
_Z m[ 2 ( | cos(o(t)) ( q)(t)] + 1 cos(6(t)) [ — e(t)] ] | sin(6(t)) ( — 9(")]
2 dt dt

—

+ { I sin(o(t)) ( %q)(t)} +Z1sin(6(t) ( —o()



+ 2| I'sin(o(t) [ gq)(t)j + 1 sin(0(t)) ( ge(t)j | cos(O(t)) [ g e(t)j + l M g | sin(B(t))
dt dt dt 2

+mg| sin(6(t))

Paso 9. Asignacion de valores numéricos a los parametros que queden sun asignar para poder proceder a
la integracion numeérica.

> m:=1; M:=9;9:=9.8;|:=3;m2:=0.001:

Paso 10. Integracion numérica del problema mediante la funcion fint asignando el resultado a la variable
res.

[> res:= fint([evalf(0.),evalf(0.),evalf(0.2),evalf(0.2)]):

Paso 11. Procedemos a realizar una animacién del movimiento del conjunto por medio de la funcién
Ldibu3.

> dibu3(2,70):
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