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1. Introduccion

El objetivo de mecapac es definir una serie de funciones en Maple que
hagan sencillo el estudio de sistemas mecanicos, permitiendo obtener las
ecuaciones que rigen su movimiento, realizar la integracién (numérica) de
las mismas y representar graficamente en tres dimensiones el movimiento de
los mismos.

La formulacién de las ecuaciones utilizada es la formulacién lagrangiana,
dado que es la que mejor se adapta a un tratamiento sistemético.

En lo que sigue se hace una introduccién a mecapac desde el punto de
vista de usuario.

2. Parametrizacion del movimiento

Dado que las magnitudes fundamentales en la formulacién lagrangiana
son la energia cinética y la potencial, es necesario definir las variables que
para cada elemento de un sistema mecédnico permitan obtener las mismas.

En principio bastaria con conocer de cada sélido la posicién de su centro
de masa y su velocidad angular.

Si se quiere sistematizar la obtencion de la velocidad angular suele ser
mejor obtenerla a partir de la rotacion que nos da la orientacién del sélido.
Por otro lado si queremos hacer representaciones graficas de los sélidos es
necesario conocer la orientacién del mismo, siendo entonces la velocidad
angular una consecuencia del conocimiento de la matriz de rotaciéon que
relaciona los ejes fijos y los ejes del sélido.

Para la obtencion de las matrices de rotacion en los casos més usuales se
ha definidio una funciones auxiliar que permite la obtencién de las mismas.

Esta funcion, denominada rota, devuelve la matriz de rotacién que co-
rresponde a la rotacién respecto de un eje coordenado de valor arbitrario.

Un ejemplo seria:

rl := rota(s,1) ;

que se corresponde con la rotacion respecto del eje x de valor s.

Si la orientacién del sdlido no se puede obtener como rotaciéon de un
eje coordenado solamente, se puede utilizar la funcién anterior combinando
distintas rotaciones respecto de ejes coordenados.

Teniendo en cuenta que la forma de obtener una rotacién compuesta es
mediante el producto de las matrices de rotacién correspondientes, se puede
proceder definiendo las diversas matrices de giros elementales combindandolas
posteriormente.

En el caso de que los los giros sean relativos, los productos se hacen por
la derecha, mientras que si son giros absolutos se multiplican por la izquierda
(ver problema 62 de practicas 2001-2002) .

Una vez conocida la posicién y orientacién del sélido se calculan (inter-
namente dentro de las funciones de mecapac) la velocidad de su centro de
masa y la velocidad angular, y a partir de ahi se obtienen las energias.
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3. Ecuaciones del movimiento

Utilizando las ecuaciones de Lagrange, las ecuaciones se obtienen a partir
de la lagrangiana del sistema, que como se sabe es la diferencia entre las
energias cinética y potencial.

La energia cinética de un sistema se obtiene simplemente sumando las
energias cinéticas de cada uno de los elementos que la forman. De forma
similar se procede con la energia potencial.

La forma de proceder con mecapac es la siguiente:

1. Definir las coordenadas generalizadas del sistema en una lista que se
denominard cg.

2. Definir utilizando variables, las magnitudes auxiliares necesarias, como
pueden ser matrices de rotacién, coordenadas de puntos, constantes,
vectores, etc...

3. Definicién mediante variables de los elementos que forman el sistema
mecanico.

4. Definicién de la variable sistema que contiene una lista con los elemen-
tos anteriormente definidos.

5. Obtencién de la energia cinética del sistema mediante fT asigndndola
a una variable que se denominard 7.

6. Obtencién de la energia potencial del sistema mediante fV asigndndola
a una variable que se denominara V.

7. Obtencién de la lagrangiana que se debe denominar L.
8. Obtencién de las ecuaciones de Lagrange (utilizando ec_1 o ec_lag)

9. Asignacién de valores numéricos a los parametros que queden sin asig-
nar.

10. Integraciéon numérica del problema mediante la funcion fint asignando
el resultado a la variable res.

11. Representacion de resultados mediante odeplot.

12. Animacién del resultado con la funcién dibu3 (si la lagrangiana de-
pendiera del tiempo de forma explicita mediante dibu2).

3.1. Ligaduras anholénomas

En el caso de existir ligaduras anholénomas caracterizadas como expre-
siones lineales en las velocidades generalizadas (catastdsicas), también es
posible obtener las ecuaciones y su resolucién.

En este caso el procedimiento de resolucién difiere del anterior en los
siguientes aspectos:
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4.

Deben definirse las ligaduras que tiene el sistema. Estas ligaduras se
definen en una lista que se denominard Phi. Al escribir tanto sean
coordenadas como velocidades, no se incluird de forma explicita la de-
pendencia del tiempo, escribiendo las velocidadas generalizadas como
coordenadas con un 1 yuxtapuesto, (ej.: x y z1).

Una vez definidas las ligaduras, se obtiene la expresion de las reaccio-
nes asociadas a esas ligaduras; tantas como coordenadas generalizadas
tenga el sistema. Esas reacciones son las que se incluirédn en las ecua-
ciones del movimiento. La funcién para obtener las reacciones es Fc().
(este paso no es indispensable).

La obtencién de las ecuaciones del movimiento se realiza mediante la
funcién ec_lagr.

La integraciéon de las ecuaciones se obtiene mediante la funcién fintr.

Componentes

Los componentes se definen creando una variable por cada uno de ellos,

la cual contiene una lista, cuyo primer elemento es el nombre del tipo de
componente y el resto de elementos, son los parametros necesarios para
poder definir su situacién, sus caracteristicas dinamicas y su representacion
grafica.

Entre los componentes que se pueden usar para definir un sistema mecani-

co, podemos distinguir dos tipos:

= Componentes mecanicos propiamente dichos. En este grupo se encua-

dran aquellos elementos que influyen en el comportamiento dindmico
del correspondiente sistema, es decir, aquellos que tienen o energia
potencial, o energia cinética o ambas.

Componentes graficos. En este grupo se incluyen aquellos elementos
que solo tienen representaciéon visual. El objetivo del uso de los mismos
es facilitar la representacién gréfica, pudiendo dibujar ejes, angulos,
vectores, etc...

Los componentes que se encuentran disponibles en este momento son los

siguientes, empezando por los componentes mecdnicos:

4.1.

Punto

Permite definir masas puntuales sometidas al campo gravitatorio dando

sus tres coordenadas cartesianas y su masa.

pl := [punto,X,Y,Z,m] ;

Una representacion esquemadtica puede verse en la figura 1
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&°

Figura 1: Punto

4.2. Varilla

Sirve para definir varillas a partir de:
» las coordenadas de su centro de masa (tipo de variable lista)

= la matriz de rotacién entre unos ejes fijos y unos ejes ligados a la varilla
situados en su centro de masa

= la masa de la misma
= la longitud de la varilla
Un ejemplo de definicién de varilla seria:

v1 := [varilla,xgvar,rotp,m,h] ;

Los ejes locales que describen la posicién de la varilla son tales que el eje
z estd situado segun el eje de la misma. (Ver figura 2)

4.3. Aro

La definicién de un aro se hace de forma practicamente idéntica a la de
una varilla (como en general para los sélidos en tres dimensiones).
Hace falta conocer lo siguiente:

» las coordenadas de su centro de masa (tipo de variable lista)
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Figura 2: Varilla

Y

Figura 3: Aro
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= la matriz de rotacién entre unos ejes fijos y unos ejes ligados a la varilla
situados en su centro de masa

» ]a masa de la misma
» ¢l radio del aro
Un ejemplo de definicién de aro seria:

al := [aro,xgvar,rotp,m,r] ;

En este caso el eje z del aro es perpendicular al mismo (ver figura 3).

4.4. Disco

Y

Figura 4: Disco

Es idéntica al aro cambiando el texto aro por disco.
Un ejemplo de disco seria:

d2 := [disco,xgvar,rotp,m,r] ;

Puede verse un esquema en la figura 4

4.5. Semidisco

Es similar al aro cambiando el texto aro por semidisco pero teniendo en
cuenta que la vriable xgvar representa la posicién del centro de masa del
semidisco.

Un ejemplo de semidisco seria:
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Figura 5: Semidisco
d2 := [semidisco,xgvar,rotp,m,r] ;

Puede verse un esquema en la figura 5

4.6. Semiaro

)

8

Figura 6: Semiaro

Es simlar al semidsco.
Un ejemplo de semiaro seria:
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d2 := [semiaro,xgvar,rotp,m,r] ;

Igual que en el semidisco hay que situar el centro de masa del semiaro.
Puede verse un esquema en la figura 6

4.7. Esfera

Figura 7: Esfera

Una esfera se define dando los siguientes elementos:

» Coordenadas de su centro de masa (tipo de variable lista)

» la matriz de rotacién entre unos ejes fijos y unos ejes ligados a la esfera
situados en su centro de masa

= ]a masa de la misma

= longitud del radio
Un ejemplo de esfera seria:

cl := [esfera,xgvar,rotp,m,r] ;

(Ver figura 7)
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Y

Figura 8: Rectangulo

4.8. Rectangulo
Un rectangulo se define dando los siguientes elementos:
» Coordenadas de su centro de masa (tipo de variable lista)

» la matriz de rotacion entre unos ejes fijos y unos ejes ligados al rectangu-
lo situados en su centro de masa

= la masa del mismo

» longitud de la arista segun el eje x
= Jongitud de la arista segin el eje y
Un ejemplo de rectangulo seria:

cl := [rectangulo,xgvar,rotp,m,a,b] ;

Los ejes del rectangulo son tales que los ejes x e y son paralelos a sus
aristas y situados en el plano del rectdngulo, mientras que el eje z es per-
pendicular por su centro (haciendo que el triedro sea directo) (Ver figura 8)

4.9. Hexaedro
Un hexaedro se define dando los siguientes elementos:
» Coordenadas de su centro de masa (tipo de variable lista)

» la matriz de rotacion entre unos ejes fijos y unos ejes ligados al hexae-
dro situados en su centro de masa
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Figura 9: Hexaedro

la masa del mismo

» longitud de la arista segun el eje x (ligado al hexaedro)

longitud de la arista segin el eje y (ligado al hexaedro)

» longitud de la arista segun el eje z (ligado al hexaedro)

Un ejemplo de hexaedro seria:

cl := [hexaedro,xgvar,rotp,m,a,b,c] ;

Los ejes del hexaedro son paralelos a sus aristas (Ver figura 9)

4.10. Cilindro

El cilindro es similar al hexaedro excepto que en vez de dar como datos
geométricos las longitudes de los tres lados, se dan el radio y la altura.
Un ejemplo de cilindro seria:

al := [cilindro,xgvar,rotp,m,r,h] ;

Los ejes del cilindro son tales que el eje z va segun el eje del cilindro
(Véase figura 10).
4.11. Cono

Se define del mismo modo que el cilindro. Recuérdese que las coordenadas
cartesianas que se dan son las del centro de masa del cono.
Un ejemplo:

cl := [cono,xgvar,rotp,m,r,h] ;



Mecapac3d. Pag. 11 de 42

Figura 10: Cilindro

Figura 11: Cono



Mecapac3d. Pag. 12 de 42

En este caso el eje z del cono va seglin su eje y con z creciente segin
aumenta la seccién del cono (Figura 11).

4.12. Muelle
8
ko B
o7 Yy

Figura 12: Muelle

El muelle se define dando los siguientes valores :

» Coordenadas de un extremo (lista)
» Coordenadas del otro extremo (lista)
= Constante del resorte

» longitud natural

Un esquema del mismo puede verse en la figura 12.
Ejemplo:

cl := [muelle,x1,x2,k,10] ;

4.13. Swubsistemas

Como uno de los componentes disponibles existe uno especial que per-
mite definir sistemas de referencia auxiliares sobre los que definir nuevos
componentes.

De este modo se puede construir una jerarquia de objetos utilizando los
sistemas auxiliares que se deseen.

El subsistema se define dando los siguientes valores :

» Las coordenadas del nuevo origen (tipo de variable lista)
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Figura 13: Subsistema2

= La matriz de rotacién que permite pasar de los ejes originales a los
nuevos ejes.

= Una lista de objetos que van referidos al nuevo sistema

Puede verse un sistema auxiliar en la figura 13 y un ejemplo de como se
definirfa a continuacion:
Ejemplo:

sl := [subsistema2,x0,rot, [objl,0bj2]] ;

Obsérvese que la la palabra clave usada es subsistema2.
Entre los componentes auxiliares estan los siguientes:

4.14. Angulo

Permite representar &ngulos menores de 180°. Los valores necesarios para
definirlo son tres puntos, definidos mediante sus coordenadas, y un radio
para trazar el arco.

» Coordenadas de un extremo del dngulo (tipo de variable lista)

» Coordenadas del vértice del angulo (tipo de variable lista)

» Coordenadas del otro extremo del angulo (tipo de variable lista)
= Radio del arco dibujado.

Ejemplo:

a3 := [angulo,xl,x2,r] ;

Ver ilustracién en figura 14
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&°

Figura 14: Angulo

4.15. Segmento

Figura 15: Segmento

Permite representar segmentos de longitud cualquiera. Puede utilizarse
para representar ejes, o cualquier recta auxiliar. Los datos necesarios son

» Coordenadas de un extremo del segmento (lista)
» Coordenadas del otro extremo del segmento (lista).

= Color con el que se dibuja el segmento.
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Ejemplo:
a3 := [angulo, [0,0,0],[3,0,0],green] ;
Ver figura 15

4.16. Vector

Figura 16: Vector

Permite representar vectores.
Los datos que hacen falta son:

» Punto de inicio (lista)

e Punto del extremo (lista) o

e Coordenadas del vector (vector)
= Color de representacién del vector
Ejemplo:

v3 := [vector, [0,sin(alpha),-cos(alpha)],
vector([0.,0.4*sin(alpha),0.4*cos(alpha)]),green] ;

Ver figura 16

4.17. Gréafico

Para los casos en que los elementos graficos predefinidos no sean su-
ficientes, es posible incorporar en el dibujo curvas definidas directamente
mediante maple.
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Estas curvas deben generarse mediante la funcién de maple spacecurve,
asi es posible incorporar curvas situadas donde se desee y arbitrariamente
orientadas.

El componente que permite esta posibilidad se denomina grafico y
requiere los siguientes valores:

» Posicién del origen del sistema en el que estd definida la curva (tipo
lista)

= Rotacién de los ejes de la curva

= Curva generada mediante spacecurve

Si quisiéramos incluir una hélice como representacion grafica en el siste-
ma mecanico se procederia del siguiente modo:

grl := spacecurve([2*cos(t),2*sin(t),t],t=0..8)
elgraf := [grafico,[0,0,0],rota(0,1),grl]:

En la figura 17 se puede ver el resultado de el uso de este elemento.

'Z

yana

Figura 17: Grafico

4.18. Texto

Este componente permite situar textos en posiciones arbitrarias en el
espacio.
Los datos necesarios son:

» Punto de colocacion (lista)
» Textos (entre dobles comillas)

t3 := [texto,[X,Y,Z],” Texto”] :
Ver figura 18
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Figura 18: Texto

5. Funciones disponibles

5.1. Introduccion

Previamente al uso de cualquier funcién de las descritas a continuacién,
es necesario en primer lugar cargar la libreria mecapac3d y las librerias
opcionales que se desee (habitualmente linalg, plots, y plottools )

restart;

with(linalg) :with(plots) :with(plottools):
libname := "/opt/meca3d",libname ;
with(mecapac3d):

También debe definirse una variable denominada cg que contiene las
coordenadas generalizadas del sistema:

cg := [alpha,betal ;

A continuacién definir los diversos componentes mecéanicos y graficos que
definen el sistema y agruparlos en una variable denominada sistema de la
forma siguiente:

sistema := [v1,a2,c3] ;

Las funciones disponibles tanto como ayuda para definir objetos, como
para obtener resultados son las siguientes:
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5.2. rota

Esta funcién permite obtener la matriz de rotacién entre dos sistemas
ortonormales al pasar de uno a otro girando respecto uno de los ejes coor-
denados.

Ejemplo:

rl := rota(Pi/2,2) ;

Asi se obtiene la matriz de rotacién respecto al eje y al girar 7 /2.

5.3. T

Esta funcién permite obtener la energia cinética del sistema y se usa de
la siguiente forma:

T := fT(sistema) ;

En este caso la energia ha sido almacenada en la variable T.

Debe obtenerse una funcién de las coordenadas generalizadas y sus deri-
vadas. Estas van representadas con el nombre de la coordenada concatenada
con un 1 que indica la primera derivada (velocidad generalizada).

54. fV

Esta funcién nos da la energia potencial del sistema y se usa de forma
similar a la energia cinética:

V := fV(sistema) ;

En este caso la energia potencial ha sido almacenada en la variable V.
Actualmente las energias potenciales que se tienen en cuenta son las de
origen gravitatorio (en funcién de la variable g) y asociada a la variable z y
las de los muelles.

5.5. ec_lag

Esta funcién nos devuelve las ecuaciones de Lagrange del sistema. Es
necesario que la Lagrangiana del sistema esté en una variable denominada
L y que las coordenadas generalizadas estén en cg.

Ejemplo:

ecua := ec_lag() ;

Las ecuaciones quedan almacenadas en la variable ecua.
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5.6. ec_lagr

Esta funciéon nos devuelve las ecuaciones de Lagrange del sistema en
el caso de tratarse de un sistema con ligaduras anholénomas. Previamente
deben haberse calculado las reacciones asociadas a las ligaduras mediante la
funcién Fe().

Ejemplo:

ecua := ec_lagr() ;

Las ecuaciones quedan almacenadas en la variable ecua.

5.7. ec.l

Esta funcién nos da la ecuacién de Lagrange correspondiente a una coor-
denada generalizada. Si queremos obtener todas las ecuaciones, un modo
alternativo al uso de la funcién ec_lag es utilizando la instruccion de Maple
map.

ecua := map(ec_l,cg) ;

Las ecuaciones quedan almacenadas en la variable ecua.

5.8. intprim

Esta funcién nos da las integrales primeras asociadas a las posibles coor-
denadas ciclicas.

Quedan expresadas con el convenio anteriormente indicado sobre las de-
rivadas de las coordenadas generalizadas.

integprim  := intprim() ;

5.9. intjacobi

Para los casos en que exista la integral de jacobi, esta funciéon nos de-
vuelve su expresiéon. En caso de que no exista no devuelve nada.

La expresién que devuelve esté formulada sin representar la dependencia,
del tiempo ni en las coordenadas generalizadas ni en las velocidades genera-
lizadas.

Estas ultimas se representan anadiendo un 1 a las coordenadas genera-
lizadas.

Se calcula partiendo de la expresién de la lagrangiana y

Ejemplo:

intjac  := intjacobi() ;
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5.10. Fc

Esta funcién nos da las reacciones asociadas a las ligaduras anholénmas
proyectadas segin las coordenadas generalizadas. Se obtiene una lista con
tantos elementos como coordenadas. En el caso de existir diversas ligaduras,
segin cada coordenada se obtiene la suma de las reacciones asociadas a
cada ligadura segun esa coordenada. Anteriormente deben haberse definido
las ligaduras mediante la variable Phi.

Quedan expresadas con el convenio anteriormente indicado sobre las de-
rivadas de las coordenadas generalizadas.

reacc := Fc() ;

5.11. intjacobi
5.12. fint

Esta funcién integra de forma numérica las ecuaciones del movimien-
to. Es necesario, por tanto, que no existan parametros, sin asignar valores
numéricos en las mismas. El calculo de las ecuaciones del movimiento, las in-
tegrales primeras, etc..., puede realizarse con parametros, pero la integracién
numérica, obviamente, no.

El argumento de la funcién es una lista con los valores de las coordenadas
y velocidades inciales, ordenadas segin las coordenadas generlizadas.

Ejemplo:

res := fint([0.1,0.2,0.3,0.4]) ;

En este ejemplo se trata de integrar un sistema con dos grados de liber-
tad y valores iniciales 0,1 para la primera coordenada, 0,2 para la velocidad
generalizada asociada a la primera coordenada, 0,3 valor de la segunda coor-
denada y 0,4 velocidad inicial de la segunda coordenada.

5.13. fintr

Esta funcion es similar a fint. La diferencia es que fintr es la funcién que
se debe usar para sistemas con ligaduras anholénomas.

El argumento de la funcién es una lista con los valores de las coordenadas
y velocidades inciales, ordenadas segin las coordenadas generlizadas.

Ejemplo:

res := fintr([0.1,0.2,0.3,0.4]) ;

En este ejemplo se trata de integrar un sistema con dos grados de liber-
tad y valores iniciales 0,1 para la primera coordenada, 0,2 para la velocidad
generalizada asociada a la primera coordenada, 0,3 valor de la segunda coor-
denada y 0,4 velocidad inicial de la segunda coordenada.
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5.14. flin

Esta funcién permite linealizar las ecuaciones del movimiento. General-
mente las ecuaciones diferenciales obtenidas no son ecuaciones lineales. En
muchos casos para estudiar propiedades del movimiento, o para simplificar
la solucién del problema se recurre a la linealizacion.

Un ejemplo clasico es el del estudio de las oscilaciones respecto a una
posicién de equilibrio.

La funcién se aplica a una ecuacién y en funcién de las coordenadas gene-
ralizadas conocidas (cg) se linealiza la ecuacién. Las ecuaciones a linealizar
suelen ser las obtenidas a través de la funcién ec_1 por lo que la dependen-
cia del tiempo debe estar expresada de forma explicita. En el resultado se
mantiene esta forma.

Si se desea linealizar un conjunto de ecuaciones se debe utilizar la funcién
auxiliar de maple map.

Ejemplo:
ecua := ec_lag()
ecll := f_lin(ecual[1])
ecl := map(f_lin,ecua)
5.15. G

Esta funciéon permite representar posiciones de un sistema en funcién de
las coordenadas generalizadas. Estas se dan como argumento en una lista y
evaluadas en coma flotante.

Ejemplo:

fG([evalf(Pi/3),0.6]1) ;

En este ejemplo se obtiene la representacion grafica del sistema para los
valores 7/3 y 0,6 de las coordenadas generalizadas.

Al ser esta funcién exclusivamente de representacién, no depende de las
magnitudes dindmicas del sistema, es decir, no es necesario haber calculado
las ecuaciones, ni la Lagrangiana, ni las energias.

Es una funcién util para comprobar que la definicién cinemadtica del
sistema en funcién de las coordenadas generalizadas es la correcta.

Si en el sistema existen componentes cuya representacion dependa del
tiempo o de las derivadas, esta funcién no se puede aplicar.

5.16. dibu3

Esta funcién genera animaciones del movimiento del sistema en funcién
de la resolucién numérica del mismo (que debe estar almacenada en la va-
riable res).
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Utiliza dos argumentos, el tiempo a integrar (representar) y el nimero
de cuadros a utilizar.
Ejemplo:

dibu3(2,30) ;

En este caso se obtiene una animacion que representa 2 segundos y utiliza
30 iméagenes para obtener la misma.

5.17. dibu2

Es una funcién similar a dibu3 aunque bastante méas lenta. Su ventaja
radica en que podemos representar elementos cuyas posiciones dependan de
las derivadas de las coordenadas o del tiempo explicitamente.

Es el caso de sistemas en los que se utilicen coordenadas méviles, como
por ejemplo, en el caso en el que haya algin tipo de movimiento impuesto.

6. Ejemplos

6.1. Tiro parabdlico

Este ejemplo consiste en el tiro parabdlico de una particula de masa m
segln el plano oyz.

A continuacién figura el cédigo de maple con las érdenes usadas y los
resultados obtenidos.

Tiro Parab “olico
> restart:
> with(linalg) :with(plots):with(plottools):

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected

Warning, the name changecoords has been redefined

Warning, the name arrow has been redefined
> libname := "/meca3d",libname
> with(mecapac3d):
Definicion de coordenadas generalizadas
> cg := ly,z]
Definicion de objetos (una particula y dos segmentos)

> ml := [punto,0,y,z,m]:
> sl := [segmento,[0,0,0],[0,6,0],green]:
> 82 := [segmento,[0,0,0],[0,0,2],blue]:

> sistema := [ml,sl1,s2]
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> T := fT(sistema);
1
T:zim(y12+z]2)
> V := fV(sistema);

Vi=mgz
> L =T -1V ;
L::%m(ylz—i-zﬂ)—mgz
> ecua := ec_lag() ;
ecua = [m (aa—; y(t)), m(g—; z(t)) + mg]

m:=1:g :=9.8:

res := fint([0,5,0,5]):

Lmax := 2%10%5/9.8;

Lmaz = 10,20408163

> odeplot(res, [y(t),z(t)],0..1.2);

/N

/
z / \

/
0.54 \

L

—1

> dibu3(1.1,10);

2
1.5

11
0.5

6.2. Péndulo simple

Este es el péndulo simple con una masa puntual en el plano oyz.
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P “endulo simple
> restart:
> with(linalg) :with(plots):with(plottools):

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected

Warning, the name changecoords has been redefined

Warning, the name arrow has been redefined

> libname := "/meca3d",libname :

> with(mecapac3d):

> cg := [alphal

> ml := [punto,0,sin(alpha),-cos(alpha),m]:

> a2 := [angulo, [0,0,-1],[0,0,0], [0,sin(alpha),-cos(alpha)],0.2]:

> v2 :=

> [vector, [0,sin(alpha),-cos(alpha)],vector([0.,0.4*sin(alpha),-0.4*cos(
> alpha)]),red]:

> vl :=

> [vector, [0,sin(alpha),-cos(alpha)],vector([0.,0.4*cos(alpha),0.4*sin(a
> 1pha)]),green]:

> sistema := [ml,a2,vi1,v2]

> fG([evalf(Pi/4)]);

o
0.2 -
0.4
-0.6
-0.8
—1
0 0.2 0.4 0.6 08 1
> T := fT(sistema);
1
T := 5m (cos(a)? al? + sin(a)? al?)
> V := fV(sistema);
V= —mgcos(a)
> L := simplify(T - V) ;

1
L:::§7n(a12%—29005&0)

> ecua := map(ec_l,cg) ;



Mecapac3d. Pag. 25 de 42

ecua == [m ((%22 a(t)) +mgsin(a(t))]

m:=1:g :=9.8:
res := fint([0,0.1]):
periodo := evalf (2*Pix*sqrt(1/9.8));
periodo := 2,007089923
> odeplot(res, [t,alpha(t)],0..2.007);

] /" N\
0.03 /N

0024 |
alpha

0.014

—0.02 4 \

—0.03 \\/’

> dibu3(2.1,10);

717 .

1.4+
02 01 0 01 02 03 04

> res := fint([0,sqrt(4%9.8)]1):
> dibu3(4.1,20);
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0.5

—1

0402 0 02 04 06 08 1 12

6.3. Péndulo con varilla

Este péndulo es similar al anterior, pero se introduce una varilla (sin
masa) con el fin de observar la forma como se situa la varilla. (centro de
masa y rotacién).

Péndulo con una varilla de masa m y longitud 1
> restart:

> with(linalg):with(plots):with(plottools):

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected

Warning, the name changecoords has been redefined

Warning, the name arrow has been redefined

libname := "/meca3d",libname
with(mecapac3d):
> cg := [alphal
> xg := [0,sin(alpha)/2,-cos(alpha)/2]:
> rl := rota(alpha,1);
1 0 0
rl :=| 0 cos(a) —sin(a)
0 sin(a) cos(a)
> va := [varilla,xg,rl,m,1]:
> a2 := [angulo, [0,0,-1],[0,0,0],[0,sin(alpha),-cos(alpha)],0.2]:
> =
> Fgector,[O,Sin(alpha),—cos(alpha)],vector([O.,O.4*sin(a1pha),—O.4*cos(
> alpha)]),red]:
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> vl :=
[vector, [0,sin(alpha),-cos(alpha)],vector([0.,0.4*cos(alpha),0.4*sin(a
> 1lpha)]),green]:

\

> sistema := [va,a2,vl,v2]

> fG([evalf(Pi/3)]);

> T := fT(sistema);

1 1 1 1
T := ~m (= cos(a)?al? + 1 sin(a)? al?) + 2 al?m

2 4
> V := fV(sistema);
1
V= —3 m g cos(a)
> L := simplify(T - V );
1
L= 6m(a12 + 3 gcos(a))
> ecua := map(ec_l,cg) ;

ccua = [5 (%5 a(t)) m+ 3 mgsin(a()

> m:=10 : g := 9.8:
res := fint([0,0.5]):
periodo := evalf (2*Pi*sqrt(0.33333333/4.9));
periodo := 1,638782052
> odeplot(res, [t,alpha(t)],0..1.64);
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\\
0.14 | / \\\\

alpha /

0.059

—-0.05+

> dibu3(1.641,20);

-1.24

6.4. Disco rodando sobre plano inclinado

Se trata de un disco que rueda sobre un plano inclinado. Se toma como
parametro para definir el sistema la distancia desde el punto de contacto
entre disco y plano hasta el comienzo del plano inclinado.

Disco rodando sobre plano inclinado
> restart:
> with(linalg) :with(plots):with(plottools):

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected
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Warning, the name changecoords has been redefined

Warning, the name arrow has been redefined

>

>

libname := "/meca3d",libname :

with(mecapac3d):

Disco rodando sobre plano inclinado

>

-V VvV VvV

vV V. V V V V V V

cg := [s]
h := 2 : alpha := evalf(Pi/4) :r := 0.3:
rl := [segmento,[0,0,0],[0,h/tan(alpha),0],grey]

r2 := [segmento, [0,h/tan(alpha),0], [0, h/tan(alpha) h],grey]
r3 := [segmento,[0,0,0],[0,h/tan(alpha),h],grey]
xg := [0,s*cos(alpha)-r*sin(alpha),s*sin(alpha)+r*cos(alpha)]:

rotl := rota(Pi/2,2):

rot2 := rota(-s/r,1):

rottot := evalm(rot2 &* rotl):
al := [disco,xg,rottot,m,r]:
sistema := [al,rl,r2,r3]
£G([h/sin(alpha)]);

2.59

1.59

1.59

T := fT(sistema);

= ,7500000000 s12m
V := fV(sistema);
V :=mg (,7071067813 s + ,2121320343)
L := simplify(T - V );

L := 7500000000 512 m — ,7071067813m g s — ,2121320343m g

ecua := ec_lag() ;
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ecua:::[L5000OOOOO(§§;S@))WI—F,7071067813n1g]
> m:=10 :g:=9.8:
> res := fint([2/sin(alpha),0.]):
> odeplot(res, [t,s(t)],0..1.10);

2.5

s 157 \\
\
\
\
\
\
\
14 \
\\
\
\\
\
\\
\\
0.51 \
\
\
\
\
0 02 04 06 08 1

> dibu3(1.10,20);

2.5
2] <:?::>

1.59

6.5. Péndulo esférico

Es un péndulo formado por una masa puntual y una varilla sin masa. Se
integran dos movimientos, correspondientes al movimiento del extremo en
un plano vertical o en un plano horizontal.

P “endulo esf “erico

> restart:
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> with(linalg) :with(plots):with(plottools):

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected

Warning, the name changecoords has been redefined

Warning, the name arrow has been redefined
> 1libname := "/meca3d",libname
> with(mecapac3d):
Péndulo con una varilla sin masa y longitud | en 3 dimensiones
> cg := [theta,phi]

al := [angulo,[1,0,0],[0,0,0], [cos(theta),sin(theta),0],0.2]:

a2 :=

[angulo, [cos(phi)*cos(theta),cos(phi)*sin(theta),-sin(phi)], [0,0,0], [c
os(theta),sin(theta),0],0.2]:

sistema := [va,ml,sl,s2,s3,s4,al,a?2]

> xg := [cos(phi)*cos(theta)/2,cos(phi)*sin(theta)/2,-sin(phi)/2]:
> rl := rota(-Pi/2-phi,1):r2 := rota(-Pi/2+theta,3):

> rtot := evalm(r2 &*rl):

> va := [varilla,xg,rtot,0,1]:

> ml := [punto,cos(phi)*cos(theta),cos(phi)*sin(theta),-sin(phi),1]:
> sl := [segmento,[0,0,0],[1,0,0],red]

> 82 := [segmento,[0,0,0],[0,1,0],green]

> 83 := [segmento,[0,0,0],[0,0,-1],blue]

> s4 := [segmento,[0,0,0], [cos(theta),sin(theta),0],grey]

>

>

>

>

>

> fG([evalf(Pi/3) ,evalf(Pi/4)]);

0.2 0.2
0.4 0.4
0.6 0.6
0.8 0.8
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> T := fT(sistema);

T := = (—sin(¢) ¢1 cos(#) — cos(¢) sin(#) 01)% + % (—sin(¢) ¢1sin(#) + cos(¢) cos(d) 01)?

N | —

+ % cos(¢)? p12
> V :

fV(sistema);

V = —gsin(¢)
simplify (T - V );

v
=
I

L= % cos(¢)? 012 + % $12 + gsin(¢)

> ecua := map(ec_l,cg) ;

ecua := [~2cos((1)) (2 0(t)) sin(¢(1)) (2 d(t)) + cos((t))? (2 0(2)),
(5 d(t)) + cos(6(t)) (5 0(1))? sin(¢(t)) — g cos((t))]
. 8.

> res := fint([0.,0.,Pi/6,0.]):
> odeplot(res, [t,phi(t)],0..1.64);

2.5 / \
/ / \\\\

0.55

0 02 04 06 08 1 12 14 16
t

> dibu3(1.8,40);

04

-0.27

-0.41

-0.6

-0.8
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Movimiento circunferencial
> alphaO := Pi/3 : thetal := sqrt(g/sin(alphal)):
> res := fint([0.,theta0,alpha0,0.]):
> odeplot(res, [t,theta(t)],0..1.64);

heta

> dibu3(1.8,40);

6.6. Disco rodando sobre una catenaria

Disco rodando sobre una catenaria con uso de elementos graficos arbi-
trarios y representacion de la velocidad del centro del disco.
Disco que rueda sobre una catenaria

> restart ;
> with(linalg) :with(plots):with(plottools):

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected

Warning, the name changecoords has been redefined

Warning, the name arrow has been redefined
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libname := "/meca3d",libname
with(mecapac3d):
> [x] ;
cg := [z]
> a:=2;
a:=2
grl := spacecurve([0,t,a*xcosh(t/a)],t=-4..4):
display(grl);
> acota := proc(u,v,w,ut,vt,wt)
> _vl := [segmento,[u,v,O],[O,V,O],grey,"_vl"]
> _v2 := [segmento, [u,v,0],[u,0,0],grey,"_vi"]
> _v3 := [segmento, [u,v,0], [u v,w] grey,"_ 1"]
> _tx := [texto, [u/2,v, O] ut] :
> _ty := [texto, [u,v/2,0] ,vt]
> _tz := [texto,[u,v,w/2],wt]
> _pl := [punto,u,v,w,0]:
> _pl,_vl,_v2,_v3,_tx,_ty,_tz:
> end:
Warning, ‘_v1‘ is implicitly declared local to procedure ‘acota‘
Warning, ¢_v2‘ is implicitly declared local to procedure ‘acota‘
Warning, ‘_v3‘ is implicitly declared local to procedure ‘acota‘
Warning, ‘_tx‘ is implicitly declared local to procedure ‘acota‘
Warning, ‘_ty‘ is implicitly declared local to procedure ‘acota‘
Warning, ‘_tz‘ is implicitly declared local to procedure ‘acota‘
Warning, ‘_pl‘ is implicitly declared local to procedure ‘acota‘
> elgraf := [grafico,[0,0,0],rota(0,1),grl]l:
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:= proc(long)

:= [vector, [0,0,0], [long,0,0] ,red," _vi"]

> triedro

> _vi

> _v2 :=

> _v3 :=

> _tx :=

> _ty :=

> _tz :=

> v,

> end :
Warning, ‘_v1‘ is
Warning, ‘_v2‘ is
Warning, ‘_v3‘ is
Warning, ‘_tx‘ is
Warning, ‘_ty‘ is
Warning, ‘_tz‘ is

implicitly declared
implicitly declared
implicitly declared
implicitly declared
implicitly declared

implicitly declared

local

local

local

local

local

local

[vector, [0,0,0],[0,long,0] ,,green," _v1"]
[vector, [0,0,0],[0,0,1long] ,blue,"_v1"]
[texto, [long,0,0],"x"]
[texto, [0,1long,0],"y"]
[texto, [0,0,1long],"z"]
v2,_v3,_tx,_ty,_tz:

to procedure
to procedure
to procedure
to procedure
to procedure

to procedure

Inclusi “on del disco de radio r que rueda sobre la catenaria

> di

‘triedro®

‘triedro®

‘triedro

‘triedro®

‘triedro®

‘triedro®

> [disco, [0,x-r*sin(arctan(sinh(x/a))),a*cosh(x/a)+r*cos(arctan(sinh(x/a
> )))],evalm(rota(-a*sinh(x/a),1)&*rota(Pi/2,2)) ,m,r,"d1"]:

Velocidad del centro del disco

> vel :

> vector(3,map(u->diff(u,t), [0,x(t)-r*sin(arctan(sinh(x(t)/a))) ,a*xcosh(x
> (t)/a)+r*cos(arctan(sinh(x(t)/a)))]));

vel :== |0, (% x(t)) — 5

> si

L cosh(% x(1)) (2 x()) é . sinh(% x(£))? cosh(% x(1)) (2 x(1))

\/1

 rsinh( x(t)) coshi( x(0) (5 x(0)

4 sinh(% x(1))?

N —

(1 -+ sinh(5 x(1))) @2

(1 + sinh(; x(1)2)(3/2

)

> map(fi_t, [vector, [0,x-r*sin(arctan(sinh(x/a))),a*cosh(x/a)+r*cos(arcta
> n(sinh(x/a)))],eval(vel),red]);
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1
rsinh(= z) 1 r
sl := |wector, |0, t — ———=—, 2cosh(=-z) + —| , |0,
Vv %l (2 ) Vv %1
1 1 , 1
1 rcosh(§ x) xl 3 rsmh(§ x) cosh(§ x) xl
"oy % %107 :
1 1

1 7sinh(5 ) cosh(; z) 1
sinh(=zz)zl — = 2 ap) 2 , red

2 %1

1
%1:=1+ Sinh(§ z)?

m:=10 : r := 1 :
sistema := [elgraf,triedro(5),dl,acota(0,x,a*cosh(x/a),"
||’||XII,HY|I),51]

>
>
>
> acota(0,x,a*cosh(x/a),"","X","Y");

1
[punto, 0, z, 2cosh(§ x), 0], [segmento, [0, z, 0], [0, x, O], grey, “-v17],
[segmento, [0, z, 0], [0, 0, 0], grey, “v1”],

1
[segmento, [0, z, 0], [0, , 2cosh(§ x)], grey, “wv17], [texto, [0, x, 0], “"],

1 1
[texto, [0, 3% 0], “X”], [texto, [0, z, cosh(i z)], “Y”]
> £G([3.]);

Plotting error, non-numeric vertex definition

> T := simplify(£T(sistema));

1 1 1
x1? (—4 csgn(cosh(§ x)) cosh(§ z)2+1+6 COSh(i z)4)

1
cosh(i x)?

> V := simplify(fV(sistema));

1 1 1
g (2 csgn(cosh(= z)) cosh(= )2 + 1) csgn(cosh(= z))
V=10 2 2 2

1
h(=
cos(21:)
> L :=T -1V ;

1 1 1
r1? (—4 csgn(cosh(§ x)) cosh(§ )2 +1+6 cosh(§ z)4)

5
b 4 cosh(1 x)?
2
1 1, 1
10g(2 csgn(cosh(§ x)) cosh(§ x)*+1) csgn(cosh(§ x))

1
cosh(§ x)
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> ecua := simplify(ec_lag()) ;

ccua i [2(-8 (22 x(t)) %2 csgn(cosh(% (#)) + 2 (2 x() cosh(% ()

—_

+ 12 (g—; x(t)) cosh(= x(¢))° — (% x(t))? sinh(% x(t))

\}

1+ 6(2 x(1))? sinh(% (1)) cosh(% x(8)* — 8 (2 x(t)) %2 %1 +4 (2 x(t))? %2 %1
+ 324 cosh(% x(t))? ngn(cosh(% x(£))) %1 + 89 %2 sinh(% ()
+89 %1 cosh(% (t)2 —dg csgn(cosh(% «(£))) sinh(% (1)) cosh(% () /
cosh (3 x(1)’]
%1 = csgn(l, cosh(%x(t)))

%2 — cosh(% ()}
> g:=9.8 :
> res := fint([4,0]):
> odeplot(res, [t,x(t)],0..2);

4

05 1 1\\‘5 2
] \

\
—24

AN

> dibu2(4,100);
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104

6.7. Disco sobre una circunferencia

Disco que rueda sobre una circunferencia (resuelto me-
diante ligaduras)

> restart:

> with(linalg) :with(plots) :with(plottools):

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected

Warning, the name changecoords has been redefined

Warning, the name arrow has been redefined
libname := "meca3d",libname :
with(mecapac3d) :

cg := [r,theta,betal

s1 [segmento, [0,0,0],[0,10,0],grey]l

s2 := [segmento,[0,0,0],[0,0,10],grey]
xg := [0,r*sin(theta),-r*cos(theta)]:
rotl := rota(Pi/2,2):

rot2 := rota(beta,l1):

rottot := evalm(rot2 &* rotl):

al := [disco,xg,rottot,R,R]:

R:=2 :rf:=10:

grl :=

spacecurve ([0, (R+rf)*sin(t) ,-(R+rf)*cos(t)],t=-Pi/2..Pi/2,thickness=2)

elgraf := [grafico,[0,0,0],rota(0,1),grl]:
display(grl);

V V. VVVV V V V V V V V V V V



Mecapac3d. Pag. 39 de 42

> sistema := [al,sl,s2,elgraf]
> £G([10.,0.,evalf(Pi/4)1);

104

5

10
> T := fT(sistema);
T := (r1 sin(#) + rcos(0) 01)? + (—r1 cos(f) + rsin(f) 61)% + 2 312
> V := fV(sistema);
V= —2grcos(d)
simplify(T - V );
L:=r12+72012 42812 +2grcos(d)

> Phi := [r1,(r+R)*thetal+betal*R] ;

¢ :=[rl, (r+2)01+2p1]

v
5
i

> reacc :=Fc();
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3r(t)2 +4r(t) +4 ]
> reacc[1];
=21(t) (5 0(1))* — 2g cos(0(t))

> simplify(ec_lagr());
[2 (B v(1)), 20(£)2(51(8) (5 6(1)) (5 x(1)) + 2 (5 v(1)) (5 6(1)) + 31()? (5 6(1))
+41(t) (2 0(1)) + 4 (52 6() +2g7(1) Sln(9(t)))/(3r( )2+ 4x(t) +4), —4(

=3 (5 B(6) 1(1)* — 4 (5 B) r(t) — 4 (5 BE) + (F v(1)) (5 6(0) x(2)?

+gr(t)*sin(60(t)) +41(t) (5 0(1)) (Fr(t) +2gx(t )SIH(H(t)))/(

3r(t)? +4r(t) + 4)]
> m:=10 :g:=9.8:

> res := fintr([10,0,1.2,0.,0.,0.]1):

> res(0.1);
[t =1, ﬁ( ) = ,0159286208899611752, 2 4(t) = ,318517462777871907, r(t) = 10.,
D y(t) = 0., 6(t) = 1,19734522985167312, £ 0(t) = —,0530862437963119799]

> odeplot(res [t,theta(t)],0..1.10);
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